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Inferéncia para Propor¢do: X ~ Binomial(n, )

@ Na dltima aula falamos de TH para 7w considerando amostras
grandes (n — o).

@ Os Testes de Wald e Escore sdo baseados na distribuicio
assintética qui-quadrado com 1 grau de liberdade da estatistica
Z2 — (ﬁ- — p0)2
(ep(7))>
o A diferenca entre eles estd em como estimar o erro padr3o.
o Estatistica de Wald: substitui 7 pelo seu emv .
. (1 —7)
ep(7) =
p(7) .
o Estatistica de Escore: substitui 7 pelo valor em Hg : 7 = pg.
. po(1 — po)
ep(ft) =\ ———
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Intervalos de Confianca para Proporcio

Analogamente, podemos definir dois tipos de Intervalos:

@ O Intervalo de Wald de (1 — &) x 100 % de confianga para m é
obtido por

2 m(l—7) . a(l—7
[,F_ZIW (O /<n>]

@ O Intervalo Escore de (1 — «) x 100 % de confianga para 7 &
dada por todos os valores py que satisfazem

| & — po |

po(1—po)
n

< Z1_q/2

Em que z, é o quantil de ordem p da N(0, 1)
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Inferéncia para Proporcdo em pequenas amostras

Teste de Hipdteses Exato

Ho:m < po versus H,:m > po

Considera-se a distribuicdo exata sob Hp, isto &,

X ~ Binomial(n, po)
O valor-P deveria ser obtido usando-se

n

P(X > xobs) = > P(X =}).

J=Xobs

No entanto, esse teste & muito conservador, isto &, rejeita pouco.

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula 3



Inferéncia para Proporcdo em pequenas amostras

Uma proposta alternativa para testes exatos é usar o mid Valor-P

P(X =
(2X°b-°') + P(X > Xobs)
Exemplo 1: Hy: #=0.5 wversus H,:7 > 05

Resultado amostral: n=10e x = 0.

Entdo, mid valor-P é

P(X =9 0.01
¥+P(X:10) —5— +0.001 = 0.006.

Rejeita-se Hy

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula 3



Comparacdo de duas proporcdes

Para o caso de duas amostras independentes, temos

X1 ~ Bin(n1,7r1) ind. X2 ~ Bin(nz,ﬂ'2)

Deseja-se obter um Intervalo de Confianga ~ para w1 — m».

Usamos os estimadores de maxima verossimilhanca (as propor¢des
amostrais):

. X1 X2
T =— € T2 =—
m ny

Os quais tem distribuicdes assintéticas normais e sdo
independentes.
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Comparacdo de duas proporcdes

Assim

ﬁl—ﬁsz(m—ﬂg,

(1 — ) 7r2(171'2)>
+

ny na

O Intervalo de Wald é obtido pela substituicdo de ; por 7;
i=1,2. Assim, 0o IC(1 —«) &

(71 — #2) — z1_a pep(R1 — 72); (F1 — R2) + z1_q j2ep(f1 — 72)]

com

ep(fy — #2) = \/T”rl(lffrl) | Fa(12)

n n2
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Inferéncia para varias proporcées: modelo multinomial

A distribuicdo multinomial
(X1, X2, ..., Xm) ~ Mult(n, )

m
Em que 7 = (m2, m2,...,™m) com > m = 1.
i=1

n! o

[ «

f(x1,Xx2,...,Xm) = ﬁHﬂ'i'
xl.. . xml 25
Pl

Propriedades:
Q E[Xi| = nmj e Var[X;] = nmi(1 — m;)
Q Cov(Xi, Xj) = —nmi7;
© X; ~ Bin(n, ;)

© As componentes do vetor sdo correlacionadas negativamente.
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Inferéncia para varias proporcées: modelo multinomial

Intervalo aproximado de confianga 1 — «v para m; — 7;

[(Ri = 7)) — z1_ajoep(Ri — 7)), (R — &) + z1_a pep(Ri — 7)]

(L — 7r) + 75(1— 7)) + 2
ep(ﬁiﬁj)Z\/m( 7T,)+7ij7 7j) + 277;
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Inferéncia para varias proporcées: modelo multinomial

Exemplo 2: Considere uma amostra de 309 ingressantes no
mestrado. Seu desempenho em uma disciplina basica é apresentado
na tabela a seguir

Conceito A B C R  Total
Frequéncia 84 80 112 33 309

Deseja-se comparar as propor¢des populacionais (ou probabilidades)
associada a cada um dos conceitos nesta disciplina.

Modelo probabilistico:

(XA, XB, Xc, XR) ~ MU/I‘(309, (7TA, TB,TC, TI'R))
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Inferéncia para varias proporcées: modelo multinomial

Comparando A com B : IC(7ma — 7g,0.90)

7a=0.272, 74 =0.259

= 0.0414

op — \/0.272(1 —0.272) 4 0.259(1 — 0.259) + 2 x 0.272 x 0.259
- 309

Resulta no seguinte intervalo
(0.013—1.645x%0.0414,0.013+1.645x0.0414) = (—0.0551,0.0811)

Como o intervalo contém o zero, n3o ha diferenca significativa
entre as probabilidades de conceitos A e B.
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Teste de aderéncia ou bondade de ajuste

Ho:Y ~ Fy versus H,:Y # Fy

Alternativamente

Ho : mj = poi (Vi) versus H,:mj # po; (pelo menos um j)
Sob Hp as frequéncias esperadas sdo E; = npy; .

Estatistica do teste qui-quadrado de aderéncia:
m
(0 -E)

Esta estatistica tem distribuicdo assintética qui-quadrado com
v = m — 1 graus de liberdades.
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Teste de aderéncia ou bondade de ajuste

Exemplo 3: Verifique se o namero de gols em uma partida de
futebol segue uma distribuicio de Poisson com taxa A = 0.7.

No. Gols Frequéncia

0 33

1 17

07

3 ou mais 03

Primeiro obtemos as probabilidades no modelo Poisson

po = 0.4965 , p; = 0.3476 , pp = 0.1217
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Teste de aderéncia ou bondade de ajuste

Ho : o = 0.4965, 1 = 0.3476, 7 = 0.1217, 73 = 0.0342

Valores esperados

Eo =60 x 0.4965 = 29.79 , E; =60 x 0.3476 = 20.856

E; =60 x 0.1217 =7.302 , E3 =60 x 0.0342 = 2.052

Resulta em @ = 1.51 .
Regido critica do teste: RC = {Q > X%,o.o5 =7.814} .

Decisdo: Nao rejeita-se Hp.
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Tabelas 2 x 2

.. Resposta Y ;

Covariavel X nesposta ¥ Totais
j=1 =2

i=1 nii N ni4

i=2 ni Ny no4

Totais ny1  Ngo n

@ Medidas de associacdo: Risco atribuivel; Risco relativo e Razdo
de chances.

@ Testes qui-quadrado de independéncia, homogeneidade e
multiplicatividade.

@ Teste exato de Fisher.
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Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

1. Risco atribuivel ou diferenca entre proporcées

d= P1)1 — P)1
Estimador é dado por
Nii  Nog

d="—1_ 2
n+ ny4

@ Essa medida varia no intervalo [—1,1]. Se d = 0 ndo ha
diferenga entre os grupos.

@ Sob a suposicdo de indendéncia entre as amostras, o erro
padrdo do estimador é

a1 —p povi(l— p
ep(d) P1y1(1 — Py1) N b2)1(1 — P2)1)
n+ n4
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Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

o Considerando a aproximacdo normal para binomial, temos o
seguinte /C(1 — «) aproximado para d

[dA - a/ZGP(C/I\); 3 + Za/2ep(dA)]

2. Risco Relativo

Estimador do RR
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Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

@ RR =1 ni3o ha diferenca entre os grupos.

o A distribuicio amostral de RR é bastante assimétrica,
indicando que aproximacdo normal é obtida apenas para
amostras muito grandes.

@ Para melhorar essa aproximagio contruimos os /C para o
logaritmo de RR.

o O estimador log(RR) tem erro padrio dado por

1—-pan 1—-pen
_l’_
(m+)pay  (m+)Pe)
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Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

Exemplo 1: O interesse é comparar dois vermifugos. Modelo
Produto de Binomiais.

Verminose

Vermifugo —— "~ Totais
Sim Nao
1 48 152 200
2 68 132 200

Totais 116 284 400

~ 48 68 I 48 x 200

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula 3



Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

ep(d) = \/[0.24(1 — 0.24)]/200 + [0.34(1 — 0.34)]/200 = 0.045

1C(0.90) para o risco atribuivel:

[—0.1 — 1.645ep(d); —0.1 + 1.645ep(d)] = [—0.174; —0.026]

5 1-0.24 1-0.34
ep(log(RR)) = éoow.zi + 2(00><0.321 =0.16

IC(0.90) para o logaritmo de RR:

[log(0.71)—1.645(0.16); log(0.71)+1.645(0.16)] = [—0.605; —0.080]
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Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

e O 1C(0.90) para d contém apenas valores negativos indicando
que p(1)1 < P(2)r cOm uma confianca de 0.90.

e O 1C(0.90) para o RR & dado por
[e=099%; 67 99%9] — [0.546; 0.923]

contendo apenas valores menores que 1. Mais uma vez,
confirma-se a superioridade do Vermifugo 1.

Lembrando:

Chance de um evento ocorrer é a razdo entre a probabilidade do
evento ocorrer e a probabilidade dele ndo ocorrer.

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula 3



Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

3. Razao de Chances

Em tabelas 2 x 2 onde o evento de interesse esta associado a j =1,

a chance desse evento é dada por # para a linha 1 e lp(;()l)

para linha 2.
A razdo das chances é obtida por
OR — P(1)1P(2)2
P(1)2P(2)1
O estimador pontual dessa medida é dado por
o NipNp
OR=—"*=
Na1 Nio

denominado raz3o dos produtos cruzados.
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Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

@ Para estudos do tipo coorte, OR representa a razdo entre as
chances da doenca entre os expostos ao fator de risco e a
chance de ocorréncia da doenca entre os ndo expostos

@ Para estudos caso-controle (retrospectivo), OR representa a
razdo entre a chance de exposicio entre os casos e a chance
de exposicdo entre os controles. Neste caso é calculada como

_ PiP2(2)
P2(1)P1(2)

OR
@ Em estudos transversais onde n3o é fixado previamente os

totais marginais (linhas ou colunas), ha controvérsia a respeito
da interpretacdo dessa medida.
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Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

No exemplo, para o Tratamento 1 chance do animal ter verminose

. 48 .
& {t5; enquanto que para o Tratamento 2 essa chance & de & 132

~ 48 x132
OR=——=0.613
~ 68 x 152
@ Como este valor &€ menor que 1, concluimos que a chance de

verminose é menor para o Tratamento 1.

OR = 1.63 . Ent3o, podemos dizer que a chance
de verminose para os animais submetidos ao Tratamento 2 é
1.6 vezes a chance de verminose dos animais submetidos ao
Tratamento 1.

@ Note que o planejamento do exemplo & do tipo Prospectivo.
Neste caso o condicionamento é feito por linha (dado X =i ).

@ Intervalos de confianca aproximados também podem ser
obtidos. Tarefa!
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Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

Exemplo 2: Estudo do tipo caso-controle (retrospectivo).

Na tabela a seguir apresentamos resultado de um estudo realizado
em Londres com 709 casos de cancer de pulm3o e 709 individuos
sem cancer de pulmdo (controle).

Cancer de pulm3o :
Fumante P Totais

Casos Controle
Sim 638 650 1338
N3o 21 59 80
Totais 709 709 1418
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Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

@ Para os casos, a chance do individuo ter sido exposto ao fumo
é 62818 = 32.76. Para os controle, a chance do individuo ter sido
exposto ao fumo é 650 = 11.02.

@ A estimativa da razio de chances & OR = 2.97 ~ 3.

@ Interpretagdo associada ao planejamento (dado Y =) : a
chance de exposicdo ao fumo para os individuos com cancer é
aproximadamente 3 vezes a dos individuos no grupo controle.

@ Interpretacdo de interesse: a chance de cancer de pulm&o em
individuos expostos ao fumo é 3 vezes a dos individuos n3o
expostos.

@ Devido a simetria da medida OR a interpretacdo pode ser feita
na direcdo do nosso interesse.
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Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

o A medida de RR n3o possue a mesma simetria da OR.

@ No exemplo, se considerarmos o planejamento deveriamos
comparar as probabilidades condicionais as colunas.

688 709
= (%) (22) - 106

@ Mas o interesse real do estudo é falar do risco de doenga (ndo
risco de estar exposto ao fator). Este é obtido de forma

diferente
638 80
RR — (1338) (21) 196
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Medidas de associacdo em tabelas 2 x 2

@ Podemos mostrar (exercicio) que a relagdo entre RR e OR é
dada por

1 _
OR = RR x ([31(2)>
1—-p1)

o Nota-se que se py(1) e py(2) forem muito pequenas entdo
OR =~ RR .

@ Para estudos do tipo retrospectivos em que a probabilidade
p1+ é pequena, podemos usar o valor estimado de OR como
uma aproximac3do para a estimativa do RR.

@ Fique atento para diferenca na interpretacdo dessas duas
medidas!
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