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Modelo Produto de Poisson

Exemplo 4: Durante 18 semanas de determinado ano foi contado

o namero de acidentes de carros registrados na Suécia, avaliando-se
o tipo de estrada e o fato de haver ou ndo um limite de velocidade.
O objetivo é avaliar se o limite de velocidade influencia de maneira

diferente o niamero de acidentes dependendo do tipo de estrada.

Tipo de estrada

Limite de velocidade Totais
Auto-estrada Outra
Sim 8 42 50
N3o 57 106 163
Totais 65 148 213
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Modelo Produto de Poisson

Njj ~ Poisson(pjj) i=1,...,r j=1,...,c

Sob a suposicido de independéncia, a funcdo de verossimilhanca é
proporcional a

r @
T[T

i=1j=1

A Logverossimilhanca é dada por

r Cc
C+> > nylog(uy) — pj

i=1 j=1
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Modelo Produto de Poisson

Derivando em p;; e igualando a zero obtemos

njj
—zl@u,-j:n,-j
Hij

Portanto, osemvsao N i=1,...,r j=1,...,c.

Hipotese de multiplicatividade

Ho: P = B4 . B g ¢
Hi4 M2+ Hr+
Hj @ Existe pelo menos uma diferente.
Notacdo:
C
Mi+:ZMija Htj = ZMU? H= ZZMU
J=1 i=1 j=1
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Modelo Produto de Poisson

A hipétese de multiplicidade pode ser reescrita como

HO [ = )ul-‘rﬂ"r.l Vl,j

Sob Ho, E[Nj] = #%7% . Sua estimativa & dada por

_ Nigpnyj
€j = ———
n

Analogamente ao caso anterior podemos definir a estatistica de
teste de Pearson

szzz(”u i)’

i=1 j=1
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Modelo Produto de Poisson

Valores grandes de Q, sdo indicativos contra Hp
(independéncia). Portanto indicam associa¢do entre as
variaveis.

Para amostras "grandes"a estatistica Q, tem distribuicdo
Qui-quadrado com v = (r — 1)(c — 1) graus de liberdade

A regido critica do teste é dada por RC = {Q, > xgw 1

No exemplo 4 temos Q, = 6.5 . Para o = 0.05 e v = 1 temos
X%.05,1 = 3.84.

@ Rejeita-se a independéncia entre Tipo de Estrada e Limite de
Velocidade (valor-P < 0.011)
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Modelo Produto de Poisson

No exemplo 4, avaliando as proporcdes em cada uma das caselas
p11 = 0.038 < p1p = 0.197 < po; = 0.267 < pop = 0.498

@ Maior incidéncia de acidentes em estradas menores (ndo
auto-estradas) sem limite de velocidade.

e Fixado o fato de estarmos em auto-estrada (primeira coluna)
temos que a chance de acidente é 57/8 = 7.12 para estradas
sem limite de velocidade relativamente as estradas com limite.

@ Fixando a segunda coluna (n3o auto-estrada) temos que a
chance de acidente é 106/42 = 2.53 para estradas sem limite
de velocidade relativamente as estradas com limite.

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula2



Inferéncia para Proporcio

Considere X ~ Binomial(n, ) com n conhecido.

@ Oemvparamé @ = % (proporcdo amostral).
o E[f] =7 e ep(R) =1/ @ (erro padrdo).

o 7= ;;z;rr) converge para N(0,1) quando n — oo.

@ O Intervalo de (1 — a) x 100 % de confianca (aproximado)
para 7 é dada por

[ — zaep(7); & + zaep(7)]
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Inferéncia para Proporcio

Teste de Hipodteses

Ho :m=po versus H,: 7 # po

Estatistica do teste (aproximada normal)

Equivalentemente

Regido critica:
{1Z] > za} ou {Z%> gu}

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula2



Inferéncia para Proporcio

- Como estimar o erro padrao?

m(l—m)

ep(#) = p

o Estatistica de Wald: substitui 7 pelo seu emv .

ep(#) =

o Estatistica de Escore: substitui 7 pelo valor fixado em Hp.
R po(l — po
ep() = R0 P0)
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Inferéncia para Proporcio

Exemplo 1: Para cada um dos Vermifugos:

(a) Construir o 1C(0.90) para a probabilidade do animal ter
verminose (7);

(b) Testar a hipétese Hy : m = 0.25.

Verminose

Vermifugo —— "~ Totais
Sim Nido
1 48 152 200
2 68 132 200

Totais 116 284 400
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Inferéncia para Proporcio

(a) 1C(0.90) usando Wald

Para Vermifugo 1: ep; = 0.030 e

4
a8 1.645x0.03; —8 — 1.645x0.03| = [0.191;0.289]
200 200

Para Vermifugo 2: ep, = 0.033 e

68 68
— _1.64 3; — — 1.645x0.033| = [0.286; 0.394
[200 645x0.033; x } [ ]
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Inferéncia para Proporcio

(b) Teste Ho : m =0.25 x H,: 7w # 0.25.
Regido critica do Teste com a =0.1: {Q, > 2.7}

Para Vermifugo 1: usando Escore ep; = 0.031 e a estatistica do
teste

_ 2
2 — M —0.11
(0.031)2

Decisdo: Nao rejeita-se Hp.
Valor — P = 0.74

Obs: Usando Wald ep; = 0.030 e todos os resultados sdo
praticamente iguais.
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Inferéncia para Proporcio

Para Vermifugo 2: usando Escore

, (0.34—-0.25)?

= = 8.64
(0.031)?
Decisdo: Rejeita-se Hp .
Valor — P < 0.004.
Estatistica usando Wald com ep, = 0.033
.34 — 0.25)?
72— M —7.44

(0.033)2

Valor — P < 0.007 .
Mantém-se a decisdo de rejeitar Hy.
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Inferéncia para Proporcio

@ Fazendo uma analise separada das duas amostras, notamos
que o Vermifugo 1 parece mais eficiente que o Vermifugo 2.
Os IC indicam uma probabilidade de verminose menor para os
animais que foram tratados com Vermifugo 1.

@ No entanto, para uma comparacdo mais adequada deveria ser
feito um teste de comparacio de proporcdes:

Ho : m > m versus H; 1 m1 < mo .

o Alternativamente, poderiamos realizar um teste Qui-quadrado
de homogeneidade e depois comparar as proporcdes amostrais.
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Teste da Razdo de Verossimilhanca

O Teste da Razido de Verossimilhanca: uma alternativa a
Wald e Escore

Estatistica do teste:

Ly
2| —
og<L0>

Lo & a funcdo de verossimilhanca restrita a Hp e
L1 é a funcio de verossimilhanca restrita a H,,
ambas avaliadas no ponto de maximo.

Sob condicBes de regularidade esta estatistica converge para uma
distribuicdo Qui-quadrado com v graus de liberdades, em que v =
(parametros livres em H,) - (parametros livres em Hp) .
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Teste da Razdo de Verossimilhanca

No caso especial de Hy : m = pg versus H, : 7 # pg , temos que

Ly oc #5(1 — 7)™

Lo o pi(L — po)™ ™

A estatistica do teste é dada por

2 {x[log &t — log po] + (n — x) [log(1 — #) — log(1 — po)]} =

7 (1-7)
2 |xlog— +(n—x)log—=| .
Po ( ) (1= po)
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Teste da Razdo de Verossimilhanca

O ndmero de graus de liberdades é v =1 -0 = 1.

No exemplo, para o Vermifugo 2, o valor observado da estatistica é

0.34 0.66
2 |68 log 025 + 132 log 075l = 8.07

Regido critica do teste com @ = 0.1 : {Qry > 2.7}.
Portanto, rejeita-se Hy : @ = 0.25 com Valor — P < 0.005 .
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Teste da Razdo de Verossimilhanca

@ Para modelos normais os trés testes (Wald, Escore e RV) sdo
equivalentes.

@ Sem a suposicdo de normalidade sua equivaléncia ocorre
apenas para amostras grandes (assintético).

@ Para amostras moderadas o teste de Wald é o menos
confiavel.

@ Para amostras pequenas deve-se buscar outras alternativas de
testes. Testes exatos (binomial) ou Inferéncia Bayesiana.
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Inferéncia Bayesiana para proporcdo

Seja X ~ Binomial(n, ) . Para conduzir a inferéncia bayesiana é
necessario primeiro estabelecer uma distribuicdo a priori para .
Considerando o fato de 0 < m < 1 uma possivel proposta é

7 ~ Beta(a, b).

A distribuicdo a posteriori &€ obtida via férmula de Bayes e sera
proporcional a

f(7r | X) e 7_[_a—i-x—l(]_ - 7_l_)b+n—x—1

Resultando em

7 | x ~ Beta(a+ x, b+ n — x).
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Inferéncia Bayesiana para proporcdo

Um Intervalo de Credibilidade (ou probabilidade) (1 — «) pode ser
construido usando os quantis da distribuicdo a posteriori. Assim,

[gbeta(a/2,a+ x, b+ n — x); gbeta(l — /2,2 + x, b+ n — x)]

Esse intervalo é denominado intervalo de caudas iguais.

1C(0.95) simétrico para Beta(5, 2)

\
/-\ \
\

1-a

Densidade
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Inferéncia Bayesiana para proporcdo

@ Quando a distribuicio a posteriori apresenta muita assimetria,
o IC de caudas iguais ndo é o mais adequado e pode ser
substituido pelo intervalo HPD (Highest Probability Density ) .

Voltando ao exemplo dos Vermifugos.
Vamos considerar a = b = 1, resultando em uma distribuicdo a
priori Uniforme. Portanto,

m | x1 ~ Beta(l1+ 48,1+ 152) e mp | xp ~ Beta(1l + 68,1 + 132)
As médias a posteriori sdo dadas por

49 69

Valores muito préximos das estimativas de maxima verossimilhanca.
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Inferéncia Bayesiana para proporcdo

As medianas a posteriori sio dadas por

Med|m1 | x1] = gbeta(0.5,49,153) = 0.2417

Med([r, | x,] = qbeta(0.5,69,133) = 0.3411

Os limites para os intervalos de probabilidade 0.90 (quantis de
ordem 0.05 e 0.95 ) sdo

gbeta(0.05,49,153) = 0.1946 , gbeta(0.95,49,153) = 0.2935

gbeta(0.05,69,133) = 0.2877 , gbeta(0.95,69,133) = 0.3972
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Inferéncia Bayesiana para proporcdo

Intervalo de credibilidade 0.90 para Vermifugo 1 : [0.19;0.29].

Intervalo de credibilidade 0.90 para Vermifugo 2: [0.29; 0.40].

@ Os valores numéricos dos intervalos sdo muito préximos dos
intervalos classicos, no entanto, a interpretacdo é diferente.

@ Na inferéncia classica esses valores s3o a realizacdo de uma
variavel aleatéria. O valor do parametro 7 é fixo.

@ Na inferéncia bayesiana, a incerteza sobre m € modelada
usando uma distribuicio de probabilidades. A probabilidade a
posteriori de 1 (m2) pertencer ao respectivo intervalo é 0.90.

@ Para comparacio entre os dois Vermifugos pode-se calcular
P(7T1 < T | X1,X2). Como?
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