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Topicos
» Estado de tensao geral sobre um elemento
» Equacoes gerais para a tensao normal e cisalhante
» Tensoes principais
» Transformacoes de tensoes
» Circulo de Mohr
» Construcao do circulo de Mohr
» Circulo de Mohr para o estado geral de Tensoes
» Circulo de deformacao de Mohr
» Relacdes adicionais entre tensao e deformacao
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@ado de—tensao geral sobre um elemento

( 9,\2\*

Desel;wcﬂ'vendo as equacoes de equilibrio estatico para o corpo

\
y‘ rfgldo abaixo EF’; o0 F+ R—b,: _

Ra, + Rp, =0
Ray = —P.sin 6

R,., = P.sinf

Ry, L+ F. |CL?) =0
R, .L+ F.(L.—sin®) =
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-a’.L.cosBJr a’.sinﬂ =0
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-~ R’esultantes Internas

-
—~ =~ Anilise individual dos esforgos
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Estado de tensao geral sobre um elemento
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e@%@?t‘ado ge—tenséo geral sobre um elemento
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Estado de tensao geral
sobre um elemento
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_
\

i
6‘@5& o de’tansao geral sobre um elemento

e\ - o
1% _ = Elemento infinitesimal com

- , tensoes e forgas atuando

doy, 0Ty

— X=0
dx i dy i

01y, 0doy

do 0T 0T
Y =0 X Xy Xz
o + 5 + ‘ + + + X =

ZMZ:O = Tyy = Tyx

PMR-3307



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Introducao
Estado de tensao em um ponto sob diferentes planos
;y
5 f
2?/:
P, | X
— ~ —————p
< <« z_i—bo-x »
e L

T
yx
\_
i 4A—
Oy t )
i =
- [
T eeeees *-__--_
\ tensées que atuam em
Em muitos casos tensdées normais e quaisquer planos

cisalhantes atuam simultaneamente 10
PMR-3307
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Estado de tensao geral sobre um elemento

L . o
Estado tridimensional *
Tyy

o

T.'xx = O'x

Estado

bidimensional \\

PMR-3307 >

11




ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Estado de tensao geral sobre um elemento

Elemento plano
Estado bidimensional

TyydA cosb »
S~ A

-
o,dA cosO

12
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TyydA cos6

~— | 0 0, dA = 0ydA.cos 6 .cos b + 0,dA.sin6 .sin6
ddcoso NN\ . .
7x 0, dA +TyydA.cos 0 .sin6 +1,,dA.sinb.cos 6
A
s ‘ ? o,+o, o0,—0
Ty2dASINY 3 g,dA sing Op=——>4+—"—2 cos20 + Tyy-Sin 26

2 2

Oy — Oy

\ K Tyryr = > .Sin 260 + Ty.cos 20

Equacoes gerais para a
tensao normal e cisalhante 13
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Tensoes principais

Determinacao do plano principal

Ox T 0y, 0y — 0y

Oy = 5 + > .COS 260 + Tyy.SIN 26
Diferenciando f

com relacao a 0

PMR-3307

g,/ o, — O
6; — > >, 2.5in 26 + 21y, cos 26
Oy — Oy _

.2.8in 20 + 27,,.cos20 =0

Tyy
tan 20, =
a P (O'x_o'y)/z

14
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Tensoes principais

Oy — Oy
2 o +o\*
: : A 04 =0B = > + Txy
26p2 \
Tx
/ 3 Xy o, + 0y Ox — Oy |
~lxy ° 6|01 Ox= > + > .COS 260 + Tyy.SIN 26
B L R .
o max
2
Ox+0y
Oy = >
De forma analoga G0\ 2
determinamos as T min = i\/( ) 1F Ty
tensdes cisalhantes max
maximas _ ox—0y
Umax = 2
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Transformacao de Tensoes

Caso particular

» Uma transformacao significativa de uma descricao de um
estado de tensao ocorre quando a tensao de cisalhamento

pura é convertida em tensodes principais.

45°

N i 01 = Ty ‘\y

X X 16
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Circulo de Mohr

» Tomando por base as equacdes gerais para a tensao normal e

cisalhante
O, + O g, — O
Op=— > Lo > 20520 + Ty, 5in 26
Oy — 0y
Tyryr = — > .Sin 260 + Ty,,.cos 20

» Essas sao as expressoes gerais para tensao normal e

cisalhante em qualquer plano definido pelo angulo 6 ,

Observem que oy, 0y e 7,, Sa0 conhecidas inicialmente.

17
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Circulo de Mohr

» Tomando por base as equacdes gerais para a tensao normal e

cisalhante
O, + O o, — O
0, = ad > A - > y.c0529+’cxy.sin29 )
O, + O o, — O
Oy — ad ; Y — % 2 Y cos 26 +Txy.sin29
Oy — 0y | )
Tyryr = — > .Sin 26 + Tyy.COS 20

» (Elevando ao quadrado, substituindo e simplificando):

—_—

2 _ 2
Ox T 0y 5 Ox — Oy >
(O'xl — > ) + Txly/ == ( 5 ) + Txy

18
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Circulo de Mohr

Para um problema onde o, , o, € 1,, SA0 conhecidos, € c,. € T,

sao variaveis

____________________________________________________

( O'x,—a)z + Tilyl = b2

'
(x —a)*+ y* = (r)’

19
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Circulo de Mohr

T
+0 X
A ) 4 +Txryr y Tyl oL AD D A(0x, Txy)
y ,g\(l)‘ 'tyz \ ///
+0-x, ///
y’ P //’ Zep 01
Txy
“ +0, 0 7| C
< 3 G

A *@bo \\\\ +Txy /,’,

\ \ ~ B(oy, —Txy) !

6 o\ Lyz
'(,ﬂ‘(l)‘ 6y :( < < >
Ox + 0y Ox — Oy
2 2
|Timin| = Tmax
2 2
Ox t+ 0y Ox — Oy
(O'xl — ) + TQZC/ ] = ( ) + T%y 20
2 Y 2
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Circulo de Mohr

O circulo de Mohr € uma representacao geomeétrica o estado

plano de tensao.

Permite visualizar a relacao entre a tensao normal e a

cisalhante atuantes em varios planos do componente

E muito util para realizar estimativas eficientes e rapidas de

falha em trabalhos mais complexos.

O circulo de Mohr pode ser construido de varias formas,
dependendo de qual tensao € conhecida, e qual deve ser

determinada

Esta interpretacao visual do estado plano de tensdes foi

proposta pelo engenheiro alemdo Otto Mohr em 1882 21
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Construcao do Circulo de Mohr

> 1. desenhe 0S eixos
coordenados g; como abscissa
(>+) e T como ordenada (T+)

2. Localize o centro C do

circulo
01

Conhecidos

Ox T 0y
a=(=5") .

PMR-3307
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Construcao do Circulo de Mohr

3. Localize o ponto A, que

>T 4 ’ representa a condicdo de
tensdo na face X do
________________________________________________ I A X X
Fay | : (O Txy) elemento.
0, 01 O ponto A representa a

0 c . 0 condicdo onde 6=0.

identifique este ponto
Ox T 0y Ox — Oy
“= ( 2 ) ( 2 ) 23
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Construcao do Circulo de Mohr

A

B(ay, —Txy)

W o oo

-3 |

PMR-3307

Y
A

Oy — Oy

4. Localize o ponto B, que
representa a condicao de
tensao na face Y do

elemento.

O ponto B representa a
condicao  onde 8=90°.

identifique este ponto

24
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Construcao do Circulo de Mohr

4. lLocalize o ponto B, que
representa a condicao de
tensao na face Y do
elemento.

O ponto B representa a
condicao  onde 8=90°.
identifique este ponto

0 C . Oig 5. Trace a linha AB, que
representa o didmetro do
| circulo.

B y - tx i ~
(T, ~Txy) ! AB representa as tensoes de
. 1, . planos a 90° (apesar de
o, + 0y 0, — 0, estarem a 180 ° no circulo)
a—( 2 ) ( 2 ) 25
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Construcao do Circulo de Mohr

6. Trace o circulo usando o
ponto C.

26
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Construcao do Circulo de Mohr

>
A T A
T /A/- Tmax | =
7
________________ //’ A0y Ty) A(0y, Txy)

/ P\ g

/ oy

! 20p 1 26

(o)) , : \lo-l X » 0P P a4
' C o 0 C
0 ! (02

‘\ \ Il (9)
\ 'y
\ W/

/l
> pad E B(J y T Ty )
B (O'y,\—\Txy) R y
il i Tmax |7
B 2 2 _
Irminl = Thax 97
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Exemplo 1

» Considere um ponto na superficie de um cilindro pressurizado.
O material esta sujeito a um estado biaxial de tensdes o, =
90MPa, o,

elemento abaixo. Construa o circulo de Mohr e determine as

= 20MPa, e 1,,= 30,3Mpa, conforme mostrado no

tensdes atuantes em um elemento inclinado a 6=30°.
Considere somente o estado plano de tensbOes, e mostre um.,

desenho do elemento orientado.

28
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Exemplo 1

» Dados: o, = 90MPa, 6, = 20MPa, e Txy= 30 MPa

» Determinar as tensoes atuantes em um elemento inclinado a
0=30°

» Considerar: estado plano de tensoes.

_Gtoy 90420 110
T ¢

_G—0y _90-20_70
2 2 2 ¢

PMR-3307
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Exemplo 1

30

20 —

30
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Exemplo 1
le
40 |
30
20
10 |
] - ‘
ol — T I T T T T T {1 T 1 T 1T 171
10 20 30 40 50 | 60 70 80 9 1000
55MPa
a
oy + 0y
a = | 31
2
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Exemplo 1
5 A(O'x»rxy)
fc A :
40 | |
30 —
20
10—
B cC i
ol — T I T T T T T {1 T 1 T Tt 7171
10 20 30 40 50 | 60 70 80 9 1000
55MPa . 35MPa
a
=)
2
32
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Exemplo 1
A(O'x»rxy)
T A
40 —|
T,y =303MPa A
1C 10 I i""""""""""""""""i ______________
20 —
10 —
. - ‘
N L L L L
10 20 30 40 50 { 60 70 80 9 199 O
55MPa . 35MPa
a+b =55+35=90MPa |
) 5 A 33
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Exemplo 1

A(0oy, Txy)

20  0Ad=ad=55

a+b =55+35=90MPa

A

PMR-3307
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Exemplo 1

A(0oy, Txy)

20  0Ad=ad=55

=

a+b =55+ 35=90MPa

A

PMR-3307
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Exemplo 1
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vy Exemplo 1

50
Tmax = 46,3 MPa [~~~

]
40,1MPa o

30 —

20 —
— CA = /352 + 30, 32

10 —

—40,1MPa [ :
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CA = /352 +30,3?
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35MPa

PMR-3307
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01 =j101,

MPa
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Exemplo 1
A(0oy, Txy)
T1 D
40 | 0A = aA =R5
7., = 30,3 MPa A
‘ [T ESRRSY/ZSSNNSUNSS E— < SN—
20 orr
CA = /352 + 30, 32 /?‘//b‘
0 ¢ 20
C e
ol "t T T T 1 R
0 20 30 40 56 60 70 8 90 Jo O
o, =8 7MPa g1 :j101, BMPa
55MPa 35MPa
B
a+b =55+ 33 =90MPa |
< =§A 39
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CA = /352 +30,3?
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35MPa
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Exemplo 1
y
gy, = 20MPa T,
Toge = DOMPQG |-
40,1MPa |
o, = 90MPa L
Ty =303MPa— |
X H
\A 20 —}
o] .
Ty z — 31,9 MPa
31,9MPa v ' (RS o e ;
’ a 78 2 MP o, =8 7MPa | 78,2MPa  ; - 101,8MPa
1 a |
)
_____ ’ I:
X ~40,1MPa |
\\~_1

TVZ

40,1MPa mostre um desenho do elemento orientado. 41
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\
0"
p
’ ~y
_ - -~  Deformacgao
Iy Definicao matematica ou
v +—d ou . 5y
y y u +$dy:._‘/{ ): =
___________ , L - /
: y I / ,’I
1 ! /
1 / U 1
: ’I ll 0
: dy S e B i
------ S il L
, ’_’u 2 g ‘\E—Elemento original
i i S ox " U ‘
dx dx ou ov
YVxy = Vyx = +
ou v ow gy gx
Ex =7 & = € =5 w . ou
*ox Y oy £ 0z Yxz = Yax =5~ + -
ow  0dv
yyZ — ny — ay + aZ

PMR-3307



,I-\ A”
1
I L N B |
L4 P
o [ 7
/ e /
,I ,z/’ ,I i A”,
/ ;7
, e I 1
/7 -7 4 i
k- Voo
0 7—»
Yxy dy

45
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_‘_‘_"‘--\.I -~ -_\\\-.__
g, dy T A
‘\\ A:
dy
0
I" - -7 :?N
' - ’ 1
! -7 - .f! : m
F - ¢ A
/ - /!
! ! !
i K :
0 :7_~:
Yxy dy
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Elemento

’ y /,\\
y AN \/ deformado
‘\ D \

N A A
Elemento o dx d
original S |

46
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Equacao para transformacao de Deformacao Plana

Definicao
y 1 i Elemento o c = v
y' deformado X x X .
I / Exr= 2+ Y cos 20 +—=2.sin 26
Y 2 2 2
B N
Vxryr _(SX — & ) . Vx
f'l , P Y = 7~ sin 20 + —% cos 26
dy g 2 2 2
Ele_m_ento i 5 £ d,,
original AN -
\ dx’
2 2
ExtE& Eyx—E Y
(&) min = g0UE, = —2 i\/( = y) + (ﬂ)
— 2 2 2
max
Vx
tan 20 = 4 47
(gx o gy)

PMR-3307
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Circulo de Deformacao Mohr

? Z X 10*
2 Ey v
. N N E yxy
i (Ex’ 2
Ymax| || |
2 Vxy
v €2 S 2 ‘
Ymax 0 C € X 10*
€y
e te ] .
2
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Relacoes adicionais entre tensao e deformacao

» Relacao entre as tensoes principais e deformacoes

01 )

B=p - Vp =7 @Etve)
07 01

32=f_ VE 02= 1 — V2 (€2+V81)

49
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Medicao de tensoes e deformacoes

Extensometria

Em muitas situacdes de engenharia conhecer ou monitorar o nivel
de deformacao, € de extrema importancia, e pode ser realizado de
diversas formas.

reldgio detector detector

comparador  €letrénico Gptico-eletrénico  Stran-gauge

fotoelasticidade camada fragil

50
Tudo depende da amplitude e da precisdo
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Medicao de tensoes e deformacoes

ExtensometrlaA

Stonecutters Q
Tower >

Exemplo

¥ _Temperature Sepsers (295) _

‘5._Q\Lnam|c Strain Gau_gn_s ' _19607—‘
Sfatic Strain Gauges (61)

‘- -GUEEI'P'os'tuonmng Sy§téms-(ﬁ:o.)

= Buffer Sensors (40)
=) Bea.rmg-Sensors-(48~)—---____
-Flactro-Magnetic Sensars {32y~
<A Barmoeters, Rainfall Gauges & Hygrometers (26)
¢> Corrosion Cells (33)

Total Number of sensors " > Digital Video Cameras (24)
1723 DWIMS: Dynamic Weigh-in-Motion Stations (4) 51

P M R"B 3 07 https://www.invicom.com/applications/continuous-stress-monitoring.html
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Medicao de tensoes e deformacoes
Extensometria

A extensometria € uma técnica utilizada para a analise
experimental de tensdes e deformagdes em estruturas dos mais
diversos tipos.

http://www.marshinst.com/instrumentation_services-14.html

PMR-3307
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Medicao de tensoes e deformacoes
Extensometro

Extensometros sdo sensores cujo o principio de funcionamento esta baseado na
alteracao da resisténcia elétrica de um corpo condutor geometricamente definido é
proporcional ao comprimento e inversamente proporcional a area da secao transversal.

R = Resisténcia elétrica
R = A L = comprimento
A = area da secao transversal
p =constante de resistividade do material

« O aumento da deformacao aumenta do comprimento (L) e diminuicao da secao
transversal (A) - Lei de Hooke - levam a um aumento da resisténcia elétrica (R)

« Para a maioria dos materiais 0 aumento da deformacao leva ao aumento da
resistividade eletrica (p)

- A temperatura constante a resisténcia do corpo aumenta linearmente com a
deformacao

SR Onde: S =fator adimensional de extensometria (strain gage factor)

Usualmente S = 2 para extensometros comerciais £3

PMR-3307
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Medicao de tensoes e deformacgoes

ExtensOometro

A resisténcia elétrica tipica de Extensdmetros comerciais sao 120 Q ou 350 Q),
considerando que as deformacoes tipicas em elementos de maquina na ordem

de 107% < g, < 1073, e o fato de extensometria de S = 2.

SR
Temos: Seq = R = 0R = R.S¢,; = 0,000240 < SR 0,240

—

Entao R /R é muito pequeno, o que é dificil de medir.

Ponte de Wheatstone

AN

l; S

i oo 5% L S
0 ° (R, +R +R
\/

PMR-3307
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Medicao de tensoes e deformacoes
Extensometro

—

Ponte de Wheatstone

l NS L 5/\774 Ry SR, R |
’ S v & ; (R, + Ry g ) (R + R, )
Vs { o + ; v_p R.R, —R,R, ‘ '
I;o— I,ro— ] 5 RF’ + R + R - B 5
B I/LL Xrl ( ) 3)(R1 4) RI‘?L R; v, 1 (RZ+R3,injtial)
T R, R g oo
\/ R; = strain gage VS S R2R3,initial
n=1 o1
l R; = strain gage E, X 4?35
R, Ry
+ -

f e
e e v
o ot TR R

R; = strain gage =2 n=4
4 (Vo =V, et 1 n
&, 1‘:—( o EME)—‘ V V,reference +£EGSI—/;
n V. S -

PMR-3307 n = numero de extensometros ativos na ponte
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Medicao de tensoes e deformacoes
Roseta de deformacao

—

- A roseta de deformacao parte do principio que trés
pontos nao colineares definem um, e somente um,

L R, /’/\ j?
b f_ i ?'-'1' h=3 circulo
ou1/3 ° Esta permite a definicao dos pontos a partir das

u ~ = N - ~
T- ’aﬁ'\ﬁ tensGes normais em trés diregdes.

« Assim o uso da roseta de deformacgao permite
45° (‘Corner’) Rosette definir um Unico circulo de Mohr de deformagao.

- Para este caso especifico

56
PMR-3307
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Medicao de tensoes e deformacoes
Roseta de deformacao

—

PMR-3307

Outra configuracao para a roseta de deformacao ¢é a
de 60° ou Delta

Para este caso especifico as equacgoes de
deformacao ficam:

57
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FIM DA AULA

PMR-3307



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45
	Slide 46
	Slide 47
	Slide 48
	Slide 49
	Slide 50
	Slide 51
	Slide 52
	Slide 53
	Slide 54
	Slide 55
	Slide 56
	Slide 57
	Slide 58

