Lista 6 - Base e Dimenséo‘

Exercicio 1. Determinar uma base do espaco vetorial real (R*,+, ), que contenha os vetores u; = (1,1,1,1)
eus =(2,1,2,1) como dois de seus elementos.

Exercicio 2. Sejam W;j,W, subespacos vetoriais do espaco vetorial real (W ,+,-) e consideremos V =

W1 @ Ws. Mostre que se o conjunto A = {v;,vs, - ,vx} é uma base do espago vetorial real (W;,+,-)
e o conjunto B = {w;,ws, -+ ,w,} é uma base do espago vetorial real (Wy,+,-), entdo o conjunto v =
{v1,v2, "+, Uk, w1, wa, - ,w,} serd uma base do espaco vetorial real (V,+,-).
Exercicio 3. Suponhamos que o conjunto B = {uy,---,u,} é uma base do espago vetorial real (V,+,-).
Mostre que:

(a) o conjunto v = {uy ,u; +ug,u; +us+us, -+ ,u;+- -+ u,} também é um base do espago vetorial real

V.,+,).
(b) sejam o # 0, para cada j € {1,--- ,n}. Entdo o conjunto § = {aq -u1,--- ,ap - uy} também serd uma

base do espago vetorial real (V',+, ).

Exercicio 4. Verificar em cada um dos casos se o subconjunto B é uma base do espago vetorial real (V ,+,-).
(a) B={p1,p2,p3,pa} e V=L3(R), munido das operacoes usuais, onde

pi(t) =1, pa(t)=1+¢t, ps(t)=1—1t>, ps(t)=1—t—t>—13, paratcR.

(b)B{((l) é),(g (1)>’((1) (1)>,(8 g)}evMZ(R),munidodasoperagéesusuais.

(¢) B={(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)} e V =R* munido das operacdes usuais.

Exercicio 5. Verifique que o espaco vetorial real (#(R),+,-), formado pelos polinémios com coeficientes em
R, nao pode ser gerado por um nimero finito de elementos do mesmo, ou seja, nao possui uma base finita.

Exercicio 6. Ache uma base e a dimensao do subespago vetorial W do espago vetorial real (Z(R),+,-), que
é gerado pelos seguintes polinémios:
(a) {u,v,w}, onde

u(t) =13 +2t2 -2t +1, vt)=t3+3t> —t+4, wt)=2t3+t>—7t—7, parat € R.
(b) {u,v,w}, onde

u(t) =3 +12 =3t +2, vt) =28 +t*+t—4, w(t)=4t>+3t>-5t+2, parat € R.
Exercicio 7. Mostre que os subconjuntos Wy, Wy C R3, dados por

Wi ={(z,y,2) €ER®; 20 —3y+42=0} e Wo={(z,y,2)eR®; 30 +2y—52z=0},
sdo subespacos vetoriais do espaco vetorial real (R?,+,-). Encontre bases para os subespagos vetorial W; e
Ws,. Quais s@o as dimensoes dos subespagos vetoriais Wi e Wa? Ache um vetor v € Wy N Wa \ {O}.
Exercicio 8. Considere os seguintes subespacos vetorias do espaco vetorial real (R, +,-):

S=11,-1,2),(2,1,1), T=I0,1,-1),(1,2,1)],
U={(z,y,2);x+y=4x—2=0} e V={(zr,y,2);3x—y—2=0}.

Determine bases e as dimensdes dos seguintes subespacos vetoriais do espaco vetorial real (R?,+,-):
(@ s, (b) T, (¢) U, (d) V, (e) S+T, (f) SNT, (g) T+U, (h) TNU.

Exercicio 9. Determinar uma base e a dimensao do espago vetorial real formado pelas solucoes de cada um
dos sistemas lineares homogéneos abaixo:

20 —-2y+2=0 z—y=0
(@) { Bz—y+32=0 , (b) { 27 3y=0
3y+42=0 Sxfiy:()

Exercicio 10. Sejam U e W os seguintes subespacos vetoriais do espacgo vetorial real (R*,+,):
U={(a,b,c,d); b—2c+d=0} e W={(a,b,c,d); a=d,b=2c}.
Ache uma base e a dimensdo dos seguintes susbespacos vetoriais do espaco vetorial real (R*,+,-):

(@U, (W, (UMW, (dU+W.
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Exercicio 11. Sejam U e W subespacos vetoriais do espago vetorial real (R*,+,-), que tém dimensoes 2 e 3,
respectivamente.

(a) Mostre que a dimensao do subespago vetorial U N W deverd ser, pelo menos, 1.
(b) O que ocorre se a dimensdo do subespago vetorial U N W for igual a 27
(¢) A dimensao do subespago vetorial U N W pode ser igual a 37

Exercicio 12. Sejam U e W dois subespacos vetoriais de um espago vetorial real (V',+ ), que tem dimensao
n. Suponha que
. n ) n
dimU > 5 © dim W > 3
Mostre que U N W # {O}.
Exercicio 13. Seja V ={x € R; 2 > 0} e considere em V as seguintes operagoes:
udv=uv e adu=u".
(a) Mostre que (V,+,.) é um espago vetorial sobre R.
(b) O subconjunto B = {1} é uma base para o espago vetorial real (V ,+,.)? Justifique sua resposta.

(¢) Determine uma base e a dimensao do espago vetorial real (V,+,.).

Exercicio 14. Encontrar em cada um dos itens abaixo uma base e a dimensao do subespago vetorial W do
espago vetorial real (V' ,+,-).

(@) W={(z,y,z,t)eR';2—y=0ex+2y+t=0} e V=R* munido das operacdes usuais.
1 2
0 1
(c) W={pe P(R); p"(t) =0, para todo t € R} e V = P5(R), munido das operagdes usuais.

1 0
1 1

(b) Sejam A = ( ), W ={X € M2(R); AX = X} e V= M>(R), munido das operagbes usuais.

(d) Sejam A = ( ), W={X e MyR); AX =X A} e V = My(R), munido das operagdes usuais.

Exercicio 15. Dados U, W subespagos vetoriais do espago vetorial real (V' ,+ ), determinar:
(i) uma base e a dimensao do susbespaco vetorial U
(ii) uma base e a dimensao do susbespago vetorial W
(iii) uma base e a dimenséo do susbespago vetorial U + W
(iv) uma base e a dimensao do susbespago vetorial U N W
em cada um dos seguintes casos:
(a) U= {(az,y,z) ER} z+y+z= O}, W = {(z,y,0); 2,y € R} e V = R3 munido das operagoes
usuais.
(b) U={A€e MyR); tr(A) =0}, W ={A € My(R); A" = —A} e V = M>(R), munido das operagoes usu-
ais, onde tr(A4) denota a soma dos elementos da diagonal principal da matriz A, chamado de traco da
matriz A.

(c) U={pt)eV;p'(t)=0 paratodot e R}, W = {p(t) € V; p(0) =p(1)} e V = F5(R), munido das
operagcoes usuais.



