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Capitulo 1

Avisos Gerails sobre a Disciplina

4.08.2015 - 1.a

1.1 Professores que ministrarao a disciplina

Os professores que minstrardo a disciplina SMA304-Algebra Linear, sio:

e Wagner Vieira Leite Nunes (coordenador) - Turma 1 (Matematica e Mat. Aplicada)
e Carlos Henrique Grossi Ferreira - Turma 6 (Eng. Mecatronica)

e Daniel Levcovitz - Turma 4 (Eng. Elétrica-Automagdo)

e Miguel V. S. Frasson - Turma 9 (Fisica Computacional)

e Miriam Garcia Manoel

— Turma 3 (Eng. Elétrica-Eletronica)

— Turma 5 (Eng. Mecéanica)
e [gor Mencattini

— Turma 2 (Eng. Computagio)
— Turma 7 (Eng. Aerondutica)

e Victor Hugo Jorge Pérez - Turma 8 (Fisica)

1.2 PAaginas da disciplina na web

As paginas da disciplina SMA304-Algebra Linear serdo:

Wwww.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304 /sma304.html
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1.3 Enderecos de email

O endereco dos emails dos professores, que ministrardo a disciplina SMA304-Algebra Linear
sao:

e Wagner Vieira Leite Nunes (coordenador) - [wvInunes@icmc.usp.by

Carlos Henrique Grossi Ferreira - [Erossi@icmc.usp.b

Daniel Levcovitz - [ev@icmc.usp.by

Miguel V. S. Frasson - [rasson@icmc.usp.bj

Miriam Garcia Manoel - [miriam@icmc.usp.b]

Igor Mencattini - [gorre@icmc.usp.bq

Victor Hugo Jorge Pérez - [hiperez@icmc.usp.by

1.4 Salas no ICMC

As salas do professores no ICMC, que ministrardo a disciplina SMA304-Algebra Linear séo:
e Wagner Vieira Leite Nunes (coordenador) - 3-128 (ICMC)
e Carlos Henrique Grossi Ferreira - 3-163 (ICMC)

e Daniel Levcovitz - 4-116 (ICMC)

Miguel V. S. Frasson - 4-224 (ICMC)

Miriam Garcia Manoel - 4-215 (ICMC)

Igor Mencattini - 3-106 (ICMC)

Victor Hugo Jorge Pérez - 3-234 (ICMC)

1.5 Telefones / Ramais

O telefone/ramal das salas do professores no ICMC, que minstrardo a disciplina SMA304-
Algebra Linear sio:

e Wagner Vieira Leite Nunes (coordenador) - (33) 73-9745

Carlos Henrique Grossi Ferreira - (33) 73-6622

Daniel Levcovitz - (33) 73-9753

Miguel V. S. Frasson - (33) 73-6617


mailto:wvlnunes@icmc.usp.br
mailto:grossi@icmc.usp.br
mailto:lev@icmc.usp.br
mailto:frasson@icmc.usp.br
mailto:miriam@icmc.usp.br
mailto:igorre@icmc.usp.br 
mailto:vhjperez@icmc.usp.br
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e Miriam Garcia Manoel - (33) 73-9714
e Igor Mencattini - (33) 73-9720
e Victor Hugo Jorge Pérez - (33) 73-8629

1.6 Horario das aulas

Os horérios e locais das aulas da disciplina SMA304-Algebra Linear sio:
e | Wagner: | Matematica e Matematica Aplicada - Turma 1

— 3.as e 5.as-feiras, das 10:10 as 11:50, na sala 4-001, do ICMC

e | Grossi: | Engenharia Mecatrénica - Turma 6

— 3.as e b.as-feiras, das 10:10 as 11:50, na sala 7?7, do 77

° Engenharia Elétrica - Automacao

— 2.as e 4.as-feiras, das 8:10 as 9:50, na sala B7 e C1, da EESC, respectivamente

° Fisica Computacional - Turma 9

— 3.as e 6.as-feiras, das 8:10 as 9:50, na Anfiteatro Novo, do IFSC

e | Miriam:

— Engenharia Mecanica - Turma 5
3.as e 5.as-feiras, das 8:10 as 9:50, na sala C3, da EESC

— Engenharia Elétrica - Eletronica - Turma 3
3.as e 5.as-feiras, das 10:10 as 11:50, nas salas C1 e D8, da EESC, respectivamente

« [Teor

— Engenharia Aerondutica - Turma 7
3.as e b.as-feiras, das 10:10 as 11:50, na sala 77, do 77

— Engenharia de Computagdo - Turma 2
- 3.as das 14:20 as 16:00 e 5.as-feiras, das 8:10 as 9:50, na sala 7?7, do 77

° Fisica - Turma 8

— 3.as e b.as-feiras, das 10:10 as 11:50, na Anfiteatro Verde, do IFSC

Outras informagdes podem ser obtidas nos seguintes enderecos da web:

Wwww.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304 /sma304.html
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1.7 Ementa da disciplina
A ementa da disciplina SMA304-Algebra Linear é:
1. Espacos vetoriais reais e complexos.
2. Dependéncia linear.
3. Base.
4. Dimensado.
5. Subespacos.
6. Soma direta.
7. Transformagdes lineares.
8. Ntcleo e imagem.
9. Isomorfismo.
10. Matriz de uma transformagdo linear.
11. Autovalores e autovetores.
12. subespagos invariantes.
13. Diadonalizagdo de operadores.
14. Forma candnica de Jordan.
15. Espagos com produto interno.
16. Ortogonalidade.
17. Isometrias.
18. Operadores auto-adjuntos.

Outras informagdes podem ser obtidas nos seguintes enderecos da web:

Wwww.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/ementa304.html
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1.8 Bilbiografia da disciplina
Os livros sugeridos para texto e/ou consulta séo:

e Callioli, C.A. & Domingues, H.H & Costa, R.C.F. - Algebra Linear e Aplicacdes, Sao
Paulo, Atual, 1983.

e Zani, S. - Algebra Linear, Notas de Aula do ICMC, USP.

e Boldrini,J.L. & Costa, S.I.R & Figueiredo, V.L & Wetzler, H.G.- ALgebra Linear, Séo
Paulo, Harper-Row, 1980.

e Lay, D. - Linear Algebra and Its Applications, Reading, Mass, Addison-Wesley, 1997.

Outras informagdes podem ser obtidas nos seguintes enderecos da web:

Wwww.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304 /bibliografia3d04.htm]

1.9 Notas de aula

No endereco

Wwww.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304 /notas304.html

estardo disponiveis as notas de aula relativas ao contetido desenvolvido pelo professor
Wagner em sala de aula.
As notas de aula serdo atualizadas semanalmente.

1.10 Horarios de monitoria da disciplina

Os monitores da disciplina SMA304 - Algebra Linear, excetuando-se a Turma 1, seréo:
e Alex Freitas de Campos - alex.freitas.campos@usp.br (Voluntério)

e Dione Andrade Lara - dione@icmc.usp.br (PAE)

Ian Rodrigues Duléba - ian.duleba@usp.br (Voluntario)

e Jodo Vitor Ignacio Costa - joao.ignacio.costa@usp.br (Monitor pelo PEEG)

José Fernando B. Boro - jfbarbosa.boro@gmail.com (Monitor pelo SMA)

Leandro Nery de Oliveira - leandroner@gmail.com (PAE)
O monitor da Turma 1 seréa:

1. Victor Simdes Barbosa - victorrsb@gmail.com (PAE)


www.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/bibliografia304.html
www.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/notas304.html
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Todos os monitores ministrardo aulas de exercicios e plantdo de dividas semanalmente.
Os dias, horéarios e locais das monitorias da da disciplina SMA304 - Algebra Linear,
excetuando-se a Turma 1, serdo:

e Para os plantoes:
- 2.as, 3.as, 4.as, b.as-feiras, das 19:00 as 21:00, na sala 3-012 do ICMC

e Para as aulas de exercicios de todas as turma, excetuando-se a Turma 1:
- 2.as e 3.as-feiras, das 19:00 as 21:00, na sala C2 da EESC
- 4.as e 5.as-feiras, das 19:00 as 21:00, na sala C3 da EESC

Os dias, horarios e locais das monitorias da disciplina SMA304 - Algebra Linear para a
Turma 1, serdo:

e Para as aulas de exercicios para a Turma 1:
- 2.as-feiras, das 16:00 as 18:00, na sala C2 do ICMC

e Para os plantoes:
- 4.as-feiras, das 19:00 as 21:00, na sala 3-012 do ICMC

Outras informagdes podem ser obtidas nos seguintes enderegos da web:

Wwww.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304 /monitores304.html

1.11 Horarios de atendimentos dos docentes da disciplina

Os horarios de atendimentos dos docentes da disciplina SMA304-Algebra Linear sio:

e Wagner (coordenador) - 3.as-feiras das 16:00 as 18:00 na sala do professor

Carlos Grossi - 7.as-feiras das 77:77 as 77:77 na sala do professor

Daniel - 4.as-feiras das 12:30 as 14:30 na sala do professor

Miguel - ?7.as-feiras das 77:77 as 77:77 na sala do professor

Miriam - 6.as-feiras das 14:00 as 16:00 na sala do professor

Igor - 7.as-feiras das 77:77 as 77:77 na sala do professor

e Vitor - 5.as-feiras das 16:00 as 18:00 na sala do professor

Outras informagdes podem ser obtidas no seguinte endereco da web:

Wwww.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304 /atendimento304.html



www.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/monitores304.html
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1.12 Listas de exercicios da disciplina

As listas de exercicios da disciplina SMA304-Algebra Linear podem ser encontradas nas se-
guintes paginas da web:

Wwww.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304 /exercicios304.htm]

1.13 Frequéncia na disciplina

Uma condigdo necesssaria (mas ndo suficiente) para o aluno ser aprovado na disciplina mi-
nistrada pelo professor Wagner, é que sua frequéncia na disciplina, que denotaremos por F,
seja maior ou igual a 70%.

A lista de presenga da disciplina ministrada pelo professor Wagner serd controlada.

S6 serao aceitas ASSINATURAS ou NOME COMPLETO POR EXTENSO na lista
de presenca.

Qualquer outro modo NAO seré aceito e sera colocado falta na lista de presenca.

1.14 Critério de avaliacao e aprovacao da disciplina

A avaliagdo da disciplina SMA304-Algebra Liear, constara de duas provas, a primeira prova,

que serd denotada Py, valendo — da nota final, a segunda prova, que serd denotada P,, valendo

3 . . .
— da nota final, ou seja, a média final, que denotaremos por MF, serd dada pela seguinte

férmula:

L 2xP1+3xP;
= = .

Para ser considerado aprovado na disciplina SMA304-Algebra Linear, a média do aluno
na disciplina devera ser maior ou igual a 5,0 e sua frequéncia ser maior ou igual a 70%, ou

MF

seja:
50<MF e 70% <F.

Outras informagdes sobre os dois itens acima podem ser encontradas nos seguintes ende-
recos da web:

Wwww.lcmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304 /criterio304.html

1.15 Prova substitutiva da disciplina

O aluno que nao obtiver média maior ou igual a 5.0 apés as duas provas Py e P,, podera se
submeter a, assim denominada, prova substitutiva cujo valor denotaremos por PS.

A nota desta prova substituird uma das duas notas das provas iniciais (a saber, P; ou P;),
com os respectivo peso, isto &,

2xP P 2xP P
MF, = * S;—3>|< 5 ou MF, = * 1—15—3* S)



www.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/exercicios304.html
www.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/criterio304.html
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para que o aluno obtenha o maior valor entre os dois valores acima.
Caso
5.0 < max{MF;, MF,},

a média final do aluno sera
MF =5.0,

caso contrario, a média final sera
MF = max{MF;, MF,}.

SOMENTE poderé fazer a prova substitutiva o aluno que tem média, nas duas primeiras
provas, menor que 5.0.

Para ser considerado aprovado na disciplina SMA304-Algebra Linear, a média do aluno
na disciplina, ap6s a prova substitutiva, devera ser maior ou igual a 5,0 e sua frequéncia ser
maior ou igual a 70%, ou seja:

50<MF e 70% <F.

Observacao 1.1 O conteudo da prova substitutiva serd todo o conteudo desenvolvido
durante a disciplina.

Outras informagoes sobre o item acima podem ser encontradas nos seguintes enderecos
da web:

Wwww.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304 /criterio304.html

1.16 Prova de recuperacao da disciplina

Os alunos que obtiverem meédia maior ou igual a 3.0 e menor que 5.0 e frequéncia maior ou
igual a 70%, ou seja,
3.0<MF<50 e 70%<F,

poderdo se submeter a uma tltima avaliagao, denominada prova de recuperagao, cujo valor
serd indicado por PR.
O aluno, na situagdo acima, que obtiver nota, na prova de recuperacao, maior ou igual a

5,0 serad considerado aprovado na disciplina, ou seja, se
5,0 < PR.

Na situagdo acima, a média do aluno, apds a prova de recuperagao, que indicaremos por
MR, seré obtida da seguinte forma:

MF + PR
5.0, se TJF < 5,0
MR =
MF + PR MF + PR


www.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/criterio304.html

1.17. DATAS DAS PROVAS, PROVA SUBSTITUTIVA E DE RECUPERAGAO DA DISCIPLINA15
Observacao 1.2 O conteudo da prova de recupera¢ao serd todo o conteudo desenvolvido
durante a disciplina.

Outras informagdes sobre o item acima podem ser encontradas no seguinte enderego da
web:

Wwww.lcmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304 /criterio304.html

1.17 Datas das provas, prova substitutiva e de recuperacao
da disciplina

As datas das provas da disciplina SMA304-Algebra Linear seréo:

° Turma do:

prof. Daniel - 5/10 - 2.a-feira - nova data

dos profs. Wagner, Miriam, Grossi, Igor e Vitor - 29/09 - 3.a-feira

prof. Miguel - 25/09 - 6.a-feira - nova data

. Turma do:

‘prof. Daniel - 25/11 - 4.a—feira‘
dos profs. Wagner, Miguel, Miriam, Grossi, Igor e Vitor - 24/11 - 3.a-feira

e |Prova Substitutiva: | Turma do:

prof. Daniel - 2/12 - 4.a-feira
dos profs. Wagner, Miguel, Miriam, Grossi, Igor e Vitor - 1/12 - 3.a-feira

e | Prova Recuperacao:

Sera marcada ap6és a finalizagao das aulas da disciplina.‘

Outras informagdes sobre os itens acima podem ser encontradas nos seguintes enderecos
da web:

Wwww.lcmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/datas304.htm]

1.18 Gabaritos das provas da disciplina

Os gabaritos das provas da disciplina SMA304-Algebra Linear, que serdo aplicadas durante o
desenvolvimento da mesma, estardo a disposigao dos alunos, logo apds as mesmas terem sido
aplicadas, e se encontrardo nos seguintes enderegos da web:

[www.licmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/gabaritos304.htm]



www.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/criterio304.html
www.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/datas304.html
www.icmc.usp.br/pessoas/wvlnunes/sma304/gabaritos304.html
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1.19 Trancamento da disciplina

A data méaxima para o trancamento da disciplina é 22 de setembro de 2015.
Procure a segdo de graduagao da sua unidade para maiores esclarecimentos de como
proceder o trancamento.

1.20 Numeros de aulas

O numero total de aulas a serem ministradas pelo professor serdo de 34 aulas, sendo que 3
destas serdo destinadas as avaliagdes.

1.21 Calendario USP

O inicio do semestre serd no dia 8 de agosto de 2015 e o término do mesmo serd no dia 8 de
dezembro de 2015.
N&o haveré atividade nos seguintes dias/semana:

e 15 de agosto

7 a 12 de setembro

12 de outubro

28 de outubro

2 de novembro

4 de novembro

15 de novembro

1.22 Observacoes finais



Capitulo 2

Introducao

Estas notas de aula serdo utilizadas para as disciplinas cujas ementas tratam de espagos
vetoriais reais e complexos de dimensao finita, transformacdes lineares e aplicagoes.

Serdo exibidos todos os conceitos relacionados com o contetido acima, bem como proprie-
dades e aplicagdes dos mesmos.

As referéncias (ver [CIOQ]) ao final das notas poderdo servir como material importante
para o entendimento do contetido aqui desenvolvido.

17



18

CAPITULO 2. INTRODUGAO



Capitulo 3

Espacos Vetoriais

16.08.2015 - 2.a

3.1 Introducgao e Exemplos

Neste capitulo introduziremos o conceito de espago vetorial real que serd utilizado em todo
o decorrer do curso.

Porém, antes de apresentarmos a definigdo de espaco vetorial real, passaremos a analisar
em paralelo dois objetos, a saber, o conjunto formado pelas fungdes f : R — R, que sera
denotado por .# (R ; R), ou seja,

F(R; R) ={f; f:R — R é uma funcao}

e o conjunto das matrizes quadradas de ordem n, com coeficientes reais, que denotaremos
por M, (R), ou simplesmente, por M,,.
A soma de duas funcées f e g de .#(R; R) é definida como sendo a fungdo (f 4+ g) €
Z(R; R) dada por
(f+g)(x) =f(x) +g(x), para x €R.

Note também que se A € R, que chamaremos de escalar, podemos multiplicar a fungado f
pelo escalar A, da seguinte forma

(A-f)(x) =A[f(x)], para x € R,

resultando num elemento de .7 (R; R).
Com relagdo a M, (R), podemos definir a soma de duas matrizes quadradas de ordem n,
A = (aj)nxn € B = (bij)nxn, como

A+B = (aij +bij)

nxn ?

ou seja, somando-se as correspondentes entradas das matizes, e esta soma resiltard em um
elemento de M, (R).
Com a relagdo a multiplicagdo de uma matriz quadrada de ordem n, A = (ajj)nxn, POI
um escalar A € R, definimos
A-A=(A aij)nxm

19
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ou seja, multiplicando-se por A, cada entrada da matriz A, o que também resultard em um
elemento de M,,(RR).

O que estes dois conjuntos acima, munidos das respectivas operagoes de adicbes de ele-
mentos dos conjuntos e das respectivas multiplica ¢oes de seus elementos por escalares, tém
comum? Vejamos:

Verifica-se facilmente a partir das propriedades dos ntimeros reais que, para quaisquer
fungdes f,g,h € #(R; R) e para todo A, 1 € R, sdo validas as seguintes propriedades:

1. f+g=g+f;
2. f+(g+h)=(f+g)+h;
3. se 0 € Z(R; R), representa o fungdo nula, isto &,
O(x) =0, paracada x € R,

entdo teremos

O+ f="f,
4. a fungdo —f € .Z(R; R) definida por
(—f)(x) = —[f(x)], paracada x € R,
satisfaz
f+ (—f) =0,

5. A (p-f)=(Ap)-f;

6. A+ -f=A-f+u-f;
7. A-(f+g)=A-f+A-g;
8. 1-f=7.

Por outro lado, para quaisquer matrizes A,B,C € M,(R) e para todo A, u € R, também
sdo validas as seguintes propriedades:

1. A+B=B+A;

22.A+B+C)=(A+B)+C;

3. se O € M,(R) representa a matriz nula, isto &,
O = (0)nxn,

entdo teremos
O+A=A;
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4. se A = (aij)nxn, entdo a matriz —A € M, (R), definida por
—A = (_aij)nxna

satisfaz

5. A-(n-A)=(Au)-A;

6. A+u -A=A-A+pu-A;
7.A-(A+B)=A-A+A-B;
8. 1T-A=A.

Podemos ver que tanto o conjuntos das fungdes definidas na reta, a valores reais, como
o conjunto das matrizes quadradas de ordem n, quando munidos das respectivas adigdes de
elementos dos correspondentes conjunto e as respectivas multiplicacdes por escalares corres-
pondentes, apresentam propriedades algébricas comuns.

Na verdade muitos outros conjuntos munidos de operagbes apropriadas apresentam pro-
priedades semelhantes as apresentadas acima.

E por isso que, ao invés de estudarmos cada um desses modelos separadamente, estudare-
mos um conjunto arbitrario e ndo vazio, que indicaremos por V, sobre o qual supomos estar
definidas uma operagao de adigdo, isto é, para cada u,v € V, existe um inico elemento do
conjunto V associado, chamado a soma de u com v e denotado por u + v, e uma multipli-

cagao por escalar, isto é, para cada u € V e A € R, existe um tinico elemento do conjunto V
associado, chamado de produto de u, pelo escalar A e denotado por A - u .
Mais precsimante, temos a:

Definicao 3.1 Um conjunto V, nao vazio, munido de uma “operacdo de adig¢ao”, isto

Pe

e)
+:VxV-=V

e de uma "“operacao de multiplicagao por escalar”, ou seja,
-t RxV -V

serd denominado espago vetorial real (ou sobre R), se sdo vdlidas as sequintes proprie-
dades:

(Evl) (Comutativa)
u+v=v+u, (3.1)

para cada w,v €V,

(Bv2) (Associativa)
ut+v+w)=(u+v)+w, (3.2)

para cada w,v,w € V;
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(Bv3) (Ezisténcia do elemento neutro) podemos encontrar um elemento O € V, tal que
O+u=u, (3.3)
para cada w eV ;

(Ev4) (Ezisténcia do elemento oposto) para cada uw € V, podemos encontrar v € V, de

modo que
u+v=0; (3.4)
(EV5) (Associativa da multiplicagdo)
A(pn-u) =) - u, (3.5)
para cadau eV eA,peR ;
(Ev6) (Distributtiva da multiplicagao)
A+u) - u=A-ut+p-u, (3.6)

para cadaueV eA,peR ;
(EVT) (Distribuitiva da multiplicagao pela adi¢do)
A(u+v)=A-u+A-v, (3.7)
para cada u,vEV eAeR ;

(EV8) (Euzisténcia de elemento unitdrio)
T-u=mu, (3.8)
para cada u € V.

Observagao 3.9 No caso acima a terna (V,+,-) serd dita espago vetorial real (ou sobre
R), e quando as operagbes envolvidas forem as naturais de V diremos, apenas, que V €
um espago vetorial real (ou sobre R).

E comum chamarmos os elementos de um espaco vetorial de vetores, independen-
temente da natureza dos mesmos.

Também chamamos de escalares os niumeros reais, quando esses desempenham o
seu papel na ag¢ao de multiplicar um vetor por esses numero real.

Observagao 3.10 O elemento O € V na propriedade (EV3) (isto €, (B3)) é unico.
De fato, qualquer outro O’ € V, satisfazendo a mesma propriedade (EV3) (isto €,
(B3)), pela Definigdo (B), itens (EV3) e (EV1) (isto é (B3) e (BEX)), deveremos ter:

E3
O !/ ( :) \O/_/ + O /
elemento neutro de +
(Em) /
= @) +0
——
elemento neutro de +
(B39)
= )

1isto €, 0=0".
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Devido a este fato, chamaremos o vetor O de elemento neutro da adicdo, do espago
vetorial real (V,+,-).

Observagao 3.11 Em um espago vetorial real (V,+,-), pela Definicdo (B), item (EV4)
(isto €, (BA) ), para cada u € V, podemos encontrar v € V tal que

u+v=0.

Na verdade, para cada u € V, existe somente um Gnico elemento v € V, com esta
propriedade.
De fato, dado u € V, suponhamos que existem v,v’' € V, tais que

u+v=0 e u+v'=0. (3.12)

Entao, combinando estas equagdes com a Definigao (BE), itens (Ev1),(Ev2) e (EV3)
(isto €, (B), (BXA) e (B3)), deveremos ter:
v&vio

(B::u)v+(u+v’)

= (v+u)+v’

= (u4+v)+v’

= o4y

= _ .,
= )

ou seja, v=v',

Denotaremos o (unico) vetor v acima, por —u e chamaremo-lo de vetor oposto do
vetor u em (V,+,-).

Também denotaremos por u—v, o vetor u+ (—v), isto €,
u—v=u+(—v).

Observacao 3.13 As quatro primeiras propriedades da Definicao [Z1, referem-se apenas
a operagdo de adigdo e sdo (isto ¢, (Edl), (BEX), (E3) e (BEA)) conhecidas, respectiva-
mente, por propriedade comutativa, assoctativa, existéncia do elemento neutro (da adi-
¢@o) e existéncia do elemento oposto (da adigdo).

A gquinta e a oitava propriedades da Defini¢cdo [T (isto €, (EH) e (BXR)), sdGo exclusi-
vas da multiplicagdo por escalar e também podem ser chamadas de associativa (da multipli-
cagdo) e elemento unidade (da multiplicagdo), respectivamente.

A sezta e a sétima propriedades da Definigdo E (isto €, (BM) e (B)), relacionam
as duas operagoes e sao ambas conhecidas por distributivas.
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Observagao 3.14 A rigor, a defini¢do de espacgo vetorial real (introduzida na Defini¢Go
[F2) que extbimos, se refere a multiplicacdo de vetores por ndmeros reais, visto que

estamos permitindo que os escalares sejam, apenas, numeros reais.

A nogdo de espago vetorial complexo (ou sobre C) pode ser introduzida natural-
mente a partir da da Definicao I, com as devidas adaptagoes.

Mazs precisamente, pedimos que sejam satisfeitas as propriedades (EV1) até (EV4)
e (Ev8), da Definigdo E1, enquanto que as propriedades (EV5) até (EVT) devem valer
para cada A, n € C.

No entanto, embora importante, nao usaremos com freqiiéncia, neste curso, o con-
cetto de espago vetorial complezo (ou sobre C).

Um outro exemplo de espaco vetorial real, além dos dois apresentados no inicio do texto, é
o conjunto dos vetores de R?, ou R?, como apresentados na disciplina de Geometria Analitica,
munidos das respectivas operagoes de adigdo de vetores e de multiplicacdo de escalar por
vetores, introduzidos no curso de Geometria Analitica.

Dessa forma, o adjetivo "vetorial” utilizado na Definicdo Bl acima, deve ser entendido
de uma forma mais ampla, sendo uma referéncia aos elementos de um espaco vetorial real
(V,+,-), independentemente de serem ou ndo vetores estudados na disicplina de Geometria
Analitica.

O exemplo mais simples de espago vetorial real é dado pelo:

Exemplo 3.15 O conjunto dos niumeros reais, munido da adi¢do + e da multiplicagdo
- de numeros reais, ou seja, (R,+,-) € um espaco vetorial real.

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Temos também os seguintes exemplos sdo espagos vetoriais reais:

Exemplo 3.16 Para n € N fizado, consideremos o conjunto das n-uplas ordenadas de
numeros reais, que indicaremos por R", isto €,

Rni{bﬁ y X2y >Xn);xi €R> para cadaieﬂ )2 ,TL}},
munido das operagdes de adicdo de duas n-uplas ordenadas, a saber:

bara X:(X1>X2>"' »Xn)> y:(y1>92)"' )yn) GRTL,

definiremos
X+Yy=0a+yi, X2 +Yz, X +Yn) €RY,

ou seja,
+ : R"xR" = R",

e o produto de uma n-upla por um escalar, a saber:

para AER e x=(x1,X2, "+ yXn)
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definiremos
Ax=(Ax1,AX2,- - yAXy) € R™

- RxR"— R".
Pode-se mostrar, que (R™,+,-) serd um espacgo vetorial real.

Resolugao:
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

O

Observagao 3.17 Observemos que, no Exemplo 148 acima, o vetor nulo de (R™,+,-)
serd a n-upla nula, isto €,
O=(0,0,---,0) e R".

Além disso, se
n
X:(Xl)XZ)"' )Xn) eR y

entao o vetor oposto, associado ao vetor x, serd n-upla
hd n
—x = (=X1,%2,+,—Xy) €R".
A verificagao destes fatos serd deixada como ezercicio para o leitor.

Exemplo 3.18 Para m,n € N fizados, indiqguemos por
V =Mpxn(R),

o conjunto das matrizes de ordem m X n com coeficientes reais, munido de operagoes
andlogas daquelas definidas em M, (R), introduzidas no inicio desta segdo.
Com 1sto temos que (M «n(R),+,-) serd um espaco vetorial real.

Resolucao:
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
OJ

Observagao 3.19 Observemos que o vetor nulo O de (Muyxn(R),+,-) serd a matriz
nula, 1sto €,

0= (aij)mxn € men(R) y
onde ay=0, paracada i€{l,2,---,m}eje{l,2,---nj}.

Além disso, se
A= (aij) € men(R)>

entao o vetor oposto, associado ao vetor A, serd a matriz
—A = (_aij)mxn € men(R) .

A verificagao destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.
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Exemplo 3.20 Para n € N fizado, consideremos
V= Z,.(R)

o conjunto formado por todos os polinémios de grau menor ou tgual a n, com coefici-
entes reais.
Observemos que

p € Zn(R)
se, e somente se, r(x)=a,+arx+---+a,x*, para cada x€R,

onde
QoyAry:-- )aneR-

Definimos a adigdo de elementos de &2,,(R) e a multiplicagdo de elementos de &, (R)
por escalar da seguinte maneira (como a introduzida no inicio da segdo em #(R; R)):

e Sep,q e Z(R), temos que
p(x)=ac+arx+---+a,x" e q(x) =by+byx+---+b,x", para cada x€R,

onde
ao>b0)a1>b1"' )an>bn€R-

Entao defintremos a fungdo (p + q), como sendo a fungdo (p+q): R — R, dada
por:

(P+q)(X) = P(X)+q(x) = (ao+bo)+(a1+b1)x+' ' '+(an+bn) Xn) para cada x € R.
Observemos que
(p+4q) € Zu(R),

ou seja, adicao de polinémios de grau menor ou igual a n, € um polindmio de
grau menor ou igual a n, ou ainda:

. P.(R) x Z.(R) = P (R).

e Sepc Z,(R) entdo
r(x)=a,+arx+---+ax", para cada x€R, onde a,,a;, --,a, €R.
Asstm, para A € R, definimos a funcdo (A-p), como sendo a fungdo (A-p):R — R,
dada por:
A-plx)=MAas) +(Aar)x+ -+ (Aay)x", para cada x € R.
Observemos que
(AP) € gzn(R))

ou seja, a multiplicagao de um polinédmio de grau menor ou igual a n por um
numero real € um polinémio de grau menor ou tgual a n, ou ainda:

- Rx Z,(R) — P, (R).
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Deste modo (£.(R),+,-) serd um espago vetorial real.

Resolugao:
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
O

Observagao 3.21 Observemos que o vetor nulo de (#,(R),+,-) serd o polinémio iden-
ticamente nulo, 1sto €,

0 e Z,(R),
onde CO(x)=0, paracada x€R.

Além disso, se p € Z,.(R), entdo o vetor oposto, associado ao vetor p, serd o
polinémio

—p € Zn(R),
onde (—p)(x) =—p(x), para cada x€R.
A verificagao destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.
Exemplo 3.22 Sejam I C R um wntervalo de R e
V=Z(;R),

o conjunto de todas as funcgoes f: 1 — R.
Para f,g e Z(I;R) e A € R, definamos as fungdes

f+g,A-f:I1 =R,
dadas por
(f+g)x)=f(x)+g(x) e (A-f)(x)=Af(x), paracada x€A.
Com 1sto temos definidas as operagoes
+ . (L R)x Z(I;R) » Z(I;R) e .: RxZ(I;R)— Z(I;R).
Afirmamos que (% (1; R),+,-) € um espago vetorial real.

Resolucgao:
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
O

Observagao 3.23 Observemos que o vetor nulo de (% (1; R),+,-) serd a fungdo identi-
camente nulo, 1sto €,

0 e 7(1;R),
onde O(x)=0, paracada xE€R.
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Além disso, se f € .Z(1; R) entdo o vetor oposto, associado ao vetor f, serd a funcdo

—fe Z(I; R),
onde (—f)(x)=—1f(x), paracada xé€R.

A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

111.08.2015 - 3.a

Exemplo 3.24 Indiquemos por
C(I; R),

o conjunto das funcoes continuas definidas num intervalo I C R, munido das operacoes
de adicdo de fungdes e multiplicacdo de fungdes por numero reais, definidas em % (1; R)
no Ezxemplo acima.

Assim temos que (C(I; R),+,-) serd um espago vetorial real.

Resolucao:
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
OJ

Observagao 3.25 Observemos que o vetor nulo de (C(I;R),+,-) serd a funcdo identi-
camente nulo, isto €, (é uma fungdo continua em 1)

0 e C(I;R),
onde O(x)=0, paracada xE€R.

Além disso, se f € C(I; R) entdao o vetor oposto associado ao vetor f serd a fung¢do
(€ uma funcdo continua em 1)

—fe C(LLR),
onde (—f)(x)=—1f(x), paracada xé€R.

Exemplo 3.26 Seja k € N fizado. Denotemos por
CY(I; R),

o conjunto das funcdes continuas, com deriwadas continuas até ordem k € N, definidas

num wntervalo aberto I C R, munido das operagdes de adigao de fungoes e multiplicagao

de fungbes por numero reais, defintdas em .%(1; R) no Exemplo acima.
Afirmamos que (Ck(I; R) ,+,-) serd um espago vetorial real.

Resolugao:
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
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Observacao 3.27 Observemos que o vetor nulo de (C*(I; R),+,-) serd a funcdo iden-
ticamente nulo, isto €, (é uma fungao continua com deriwada até a ordem k continuas
em 1)

0 € C1;R),
onde CO(x)=0, paracada x€R.
Além disso, se f € C¥(I; R) entdo o vetor oposto associado ao vetor f serd a funcdo
(€ uma funcgdo continua com deriwvada até a ordem k continuas em 1)

—fe CYI; R),
onde (—f)(x) =—1f(x), paracada xé€R.

A verificagao destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Exemplo 3.28 Indiquemos por
C*(I; R),

o conjunto das fungbes com todas as derivadas continuas definidas num intervalo aberto
I € R, munido das operagoes de adicao de fungdes e multiplicagcao de funcgodes por
numero reais, defintdas em % (1; R) no Ezemplo acima.

Deste modo (C*(I; R),+,-) serd um espaco vetorial real.

Resolucao:
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
OJ

Observagao 3.29 Observemos que o vetor nulo de (C*(I; R),+,-) serd a fungdo identi-

camente nulo, isto €, (€ uma fungcdo continua com derivada de qualquer ordem continua
em 1)

0 € C>®(I; R),
onde CO(x)=0, paracada x€R.

Além disso, se f € C*°(I;R) entdo o wvetor oposto associado ao vetor f serd a funcdo
(é uma funcdo continua com derivada de qualquer ordem continua em 1)

—fe C®(I; R),
onde (—f)(x)=—1(x), paracada xe€R.

A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Os espagos vetoriais reais acima envolvem operacoes com as quais estamos familiarizados.
O préximo exemplo é um pouco mais sofisticado do que os anteriores e por isso verifica-
remos que as oito propriedades ocorrem.
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Exemplo 3.30 Consideremos o conjunto
V=(0,00),

ou seja, o semi-ewxo positivo da reta real.

Este conjunto se munido das operacoes usuais de soma e multiplicagdo de numeros
reais nao serd um espac¢o vetorial real, pois nao satisfaz, entre outras, a propriedade
da ezisténcia de um elemento neutro para a adi¢do (pois 0 € V).

No entanto, para

x,yeV e AeR,

defintremos a adigdo de x com y, que serd indicada por x Hy, como sendo

xBHy =xy, (%)

(o produto usual entre os niumeros reais x e y) e o produto de x pelo escalar A\, que serd
denotada por A[1x, como

A x =x", (%)
(a potenciagdo usual de numeros reais).

Afirmamos que (V,H,[]) € um espago vetorial real.

Resolucao:
De fato, observemos que

B : (0,00) x (0,00) = (0,00) e [ : Rx(0,00)— (0,00)
e verifiquemos, uma a uma, as oito propriedades da definicdo de espago vetorial real :
1. Para x,y € V, temos que

xEBy(*:)xy

propriedade de ntmeros reais

yx(*:)yBHx.

Logo vale a propriedade (EvV1) (isto é, (BE)).

2. Notemos também que

xEE(yBHz)(;)xBH(yZ)

(%)
=x(yz)

propriedade de niimeros reais (

xy)z
Y (xBy)z

2 (xBy) Bz,

Logo vale a propriedade (Ev2) (isto &, (BX)).
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3. Para x € V entéo, como 1 € V, temos

1BHx(;)1x

propriedade de nmeros reais
= X
)

ou seja, 1 é o elemento neutro da adigdo H, o qual denotaremos por O, ou seja,

O0=1.

Logo vale a propriedade (Ev3) (isto ¢, (B3)).
4. Sex €V, isto é, x>0, entdo x ' >0, ouseja,x ' €Ve

1 (%)

xBx "= xx

propriedade de niimeros reais 1

=0,

ou seja, o elemento oposto de x € V, relativamente a adigio M, sera x~' € V, ou seja

—x =x.

Logo vale a propriedade (Ev4) (isto &, (BA)).

5. Notemos que, para x € V e A, n € R, termeos:

AL (nEx) A E K

= ey

propriedade de: nameros reais XW\
A (%)
=x" = (An) Lx.

Logo vale a propriedade (EV5) (isto &, (B3)).

6. Notemos também que, para x € Ve A, u € R, teremos:

(A+up) Bx () u

propriedade de numeros reais ) mn

(i—)x)‘Eﬂx”

D ADx) B (LExX).

Logo vale a propriedade (EV6) (isto &, (EM)).

31
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7. Notemos que, para x,y € V e A € R, termeos:

AQ (xBy) 2 A0 (xy)

()

= (xy)*

propriedade de_ numeros reais X)\ A

() e ()

=  (ADx)BADy).

Logo vale a propriedade (EV7) (isto &, (B2)).

8. Notemos também que, para cada x € V, teremos:

1Dx(2)x1

propriedade de nameros reais
- )

ou seja, logo vale a propriedade (EV8) (isto &, (EXF)).

Com isto podemos concluir que (V,H,[]) é um espago vetorial real.

3.2 Propriedades

Das oito propriedades que definem um espago vetorial real (respectivamente, complexo) po-

demos concluir vérias outras.
Listaremos algumas destas propriedades no seguinte resultado:

Proposicao 3.31 Seja (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo).
Entao:

1. para cada A € R, temos que
A-O0=0,

onde O € o elemento neutro da adigdo de (V,+,-).

2. para cada u €V,
0-u=0,

onde 0 € R e O € o elemento neutro da adi¢do de (V,+,-).

3. se

Au=0,

entao deveremos ter: A=0 ou u=0,

onde 0 € R e O € o elemento neutro da adi¢do de (V,+,-).
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4. para cada A € R e u €V, temos que

5. para cada A,n € R e u €V, temos que
A—pu)-u=A-u—(u-u.

6. para cada A € R eu,v €V, temos que
Aru—=v)=A-u—(A-v).

7. para cada Ay, Uy €ER ewyy -+ ,u, €V, temos que

n

A (wa) =Z(7\uj)-ua'-
j=1

=1

8. para cada u €V, temos que
—(—u) =u.

U+w=v+w,
entdo deveremos ter: u=v.
10. seu,v €V, entao existe um unico w € V tal que

ut+w=v.

Demonstragao:

1. Pelas propriedades (Ev3) e (EVT7) (isto é, (E3) e (B)) temos que

=)

A-O'="A-(0+0)
Erx.04n.0. (3.32)

Utilizando as propriedades (Ev1) a (Ev4) (isto é, (BE) e (BE4)) e a notagdo da Obser-
vagdo (BZ), obtemos

@ N0+ 1-(-0)
) A 0+A-0)+[—(A-O)]

SN0+ -0+[-(1 0]}

(=2)

@)

A-O+0

=50,
isto &, A-O0=0,

como queriamos demonstrar.
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2. Pela propriedades (EV6) (isto é, (B8)) temos que
O-u=(04+0)-u
0. ut0-u. (3.33)

Utilizando a identidade acima, as propriedades (EV2) e (EV4) (isto é, (EX) e (EH)) e a
notagdo da Observagdo (B), obtemos

020 u+[(—(0-w)
=) O0-u+0-u)+[—(0-u)
0. u+{0-ut 0w
@o.uro
I
isto &, 0-u=0,
como queriamos demonstrar.

3. Se
Au=0 e A#O0,

pelas propriedades (Ev8) e (EV5) (isto é, (BR) e (EX)) e pelo item M. desta Proposigo,
segue que

ou s€ja, u=0,
como queriamos demonstrar.

4. Utilizando a propriedade (EV6) (isto é, (BH)) e o item O. desta Proposigdo, obtemos
Aut (A uE At (A u=0-u™E 0.
Pela Observagdo (BZ), segue que
—(A-u)=(—A)-u.

Analogamente, utilizando-se a propriedade (Ev7) (isto é, (B22)), mostra-se

—A-u)=A-(—u).
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A prova deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

As provas dos itens B., B.,, @., B. e B. serdo deixadas como exercicio para o leitor
(Exercicio 2 da 1.a Lista de Exercicios).

Para finalizar temos a

Proposicao 3.34 Seja (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo).
Entao, se V #{0}, temos que o conjunto V terd infinitos elementos distintos.

Demonstragao:

Notemos que se encontrarmos uma fungao f : R — V que seja injetora, entdo o conjunto
V tera infinitos elementos.

De fato, pois para cada A € R, correspondera um elemento distinto f(A) de V.

Como R tem infinitos elementos distintos e a fungado f é injetora, teremos que o conjunto
V também terd infinitos elementos distintos.

Mostremos que existe funcao f: R — V, para isto, seja v € V, de modo que v # O.

Definamos a fungao f: R — V por

f(A)=A-v, paracada AcR. (3.35)

Para mostrar que a funcdo f é injetora, tomemos A, u € R, tais que

f(A) = f(u)
Devemos mostrar que
A=,
e assim a fungao f serd injetora.
Como
Ay =5
= f(u)
(E=3)
= K-V,
ou seja, Av=pn-v,
ou, equivalentemente:
Av—(pn-v)=0. (3.36)

Pelo item B. da Proposigdo (BE=1) e (BM), deveremos ter

O (B::m))\-v—(u-v)
Prop. (E=T) item @.

Av+(—p) v

D a—wv.



36 CAPITULO 3. ESPACOS VETORIAIS

Como v # O, pelo item B. da mesma Proposigado, segue que

isto é,
A=,

mostrando que a funcdo f é injetora e completando a demonstracao.

3.3 Exercicios



Capitulo 4

Subespacos Vetoriais

4.1 Introducao e Exemplos

[13.08.2015 - 4.a]

Muitas vezes nos depararemos com certos subconjuntos de um espago vetorial real (res-
pectivamente, complexo) que possuem a propriedade que a soma de dois de seus elementos
é um elemento do préprio subconjunto, bem como quando multiplicamos um elemento do

subconjunto por um escalar, o resultado continua pertencendo ao subconjunto. A estes sub-
conjuntos daremos um nome, como veremos na:

Definigao 4.1 Seja (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo).

Diremos que um subconjunto W C V, W # (), é um subespacgo vetorial do espaco
vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-) se forem satisfeitas as seguintes con-
digcoes:

(svl) Deveremos ter
Oew, (4.1)

onde O € o elemento neutro da adigdo de (V,+,-);

(sv2) Seu,veW, deveremos ter
(u+v)eW; (4.2)

(sv3) SeueW eAeR (ouleC), deveremos ter

A-u) eW. (4.3)

Observacao 4.4 Notemos que todo subespaco vetorial W de um espago vetorial real
(respectivamente, complezo) (V,+,-), €, ele préprio, um espago vetorial sobre R (res-
pectivamente, C) com as operagdes induzidas de V, ou seja,

(W, +

v 'v)
é um espago vetorial sobre R (ou (C).

37
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Na situagcdo acima, estamos indicando a operac¢do de adi¢cdo de elementos de (V,+, )
por +y e operagdo de multiplicacdo de escalar por elementos de (V,+,-) por -v.

As propriedades comutativa (isto é, (BO)), associativa (isto €, (BEX)), distributivas
(isto €, (BEH) e (B)) e (EV8) (wsto €, (ER)) sdo herdadas do proprio espago vetorial real
(respectivamente, complezo) (V,+,-).

Pela propriedade (sv1) actma (isto €, (E) ), o elemento neutro da adigdo de (V,+,-)
serd um elemento de W, ou seja, vale a propriedade (ev3) da Defini¢do (B) (isto €,
(E3)).

Finalmente, pelo item [J. da Proposi¢do (IZ=21) e por (sv3) (isto ¢, (E3)), seuec W
deveremos ter

—u=(—1)-ueWw,

ou seja, vale a propriedade (ev4) da Definicao (BE) (isto €, (BA)), mostrando com tsso
que, realmente, (W, +v,-y) € um espago vetorial real (respectivamente, complezo).

Observagao 4.5 Observemos também que a propriedade (sv1) (isto €, (E)) pode ser
obtida da propriedade (sv3) (isto €, de (E3)) e da Proposi¢do (BX) ttem B..
De fato, pois se w € W teremos que

do item B. da Proposi¢do (BE=)

@) 0O-we W,

Logo para que um subconjunto ndo vazio W de uma espago vetorial real (respecti-
vamente, complezo) (V,+,-), seja um subespago vetorial basta que ocorram as propri-
edades (sv2) e (su3).

Observacao 4.6 Obuviamente
W={0} ou W=V
sdo subespacos vetoriais do espaco vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+,-).

Definigao 4.7 Os subespagos vetoriais da Observagdo (EB) acima, serdo denominados
de subespacgos vetoriais triviais do espago vetorial real (respectivamente, complezo)

(V>+>')'

Observacao 4.8 Notemos que, na situag¢ao actma, W C V é um subespago vetorial do
espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-) se, e somente se, sGo vdlidas
as segquintes condigoes:

(svl’) Deveremos ter
Oew, (4.9)

onde O € o elemento neutro da adig¢do de (V,+,-);

(sv2’) Parau,ve W eAeR (ou A € C) deveremos ter

(W+A-v)EW. (4.10)
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Dewzaremos a verificagcdo deste fato como exercicio para o leitor.

Vale notar que, pela Observagao (E1), para que um subconjunto nao vazio W, de um
espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-), seja um subespaco vetorial,
basta que ocorra a propriedade (sv2’).

Vejamos alguns exemplos de subespagos vetoriais de um espago vetorial real:
Comecgaremos pelo:

Exemplo 4.11 Mostre que o conjunto
W= {(x,y,z) eR’; x+y+z=0} (4.12)

€ um subespaco vetorial do espago vetorial real (R3,+,-) (onde + e - sdao as operagdes
usuais de adicdo de elementos de R3 e multiplicacdo de niumero real por elemento de
R, respectivamente).

Resolucao:
De fato:

1. Notemos que o vetor nulo de R? pertence ao conjunto W, isto &,
0=(0,0,0) eR3,

pertence ao conjunto W.

De fato, pois
0+0+0=0.

Logo, de (E12), teremos que
0=(0,0,0)eW.

2. Se (x,y,z),(u,v,w) € W assim, de (ET2), deveremos ter

x+y+z=0 e u+v+w=0. (4.13)
Notemos que
+ em R3
(x,y,z) + (u,v,w) " =" (x+u,y+v,z+w).
=X Y =7

Mas

X+Y+Z=x+uw+(y+v)+(z+w)

=x+y+z)+ut+v+w)
(“;';’o (c;é)o
=0.
Portanto, de (E12), segue que
m 3
(x,y,z) + (w,v,w) "2 x+u,y+v,z+w)eW.
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3. Se (x,y,z) € WeAe€R, de (), deveremos ter

x+y+z=0. (4.14)

Notemos que
3

A (x,y,2) Y (Ax,Ay,Az).
Mas

AX+AYy+Az=A(x+y+2z)
| S ——

(=),

=0.

Portanto, de (E12), segue que

A (x,y,z) = (Ax,Ay,Az) e W.

Logo o conjunto W C R3, dado por (EIJ), é um subespago vetorial do espago vetorial
real (R, +,").

OJ

Deixaremos para o leitor a resolugdo da seguinte generalizagdo do Exemplo (E—L1) acima:

Exercicio 4.15 Sejam a;,a; ---,a, € R fizados e
W={(x1,x2, -+ yx%a) ERY; arxs+azxa+---+ anxn =0} . (4.16)

Mostre que o conjunto W € um subespago vetorial do espago vetorial real (R™, +,-)
(onde + e - sGo as operagbes usuars de adigdo de elementos de R™ e multiplicacdo de
numero real por elemento de R™, respectivamente).

Um outro exemplo importante é dado pelo:

Exemplo 4.17 O conjunto W, formado por todas as matrizes simétricas quadradas
de ordem m, com coeficientes reais, isto €,

A€W, se esomente se, A'=A, (4.18)

(ver mais detalhes na Definicdo (ET14) do Apéndice (A)) é um subespago vetorial do
espaco vetortal real (M, (R),+,-) (onde + e - sdo as operagbes usuais de adigdo de
elementos de M, (R) e multiplicacdo de numero real por elemento de M,(R), respecti-
vamente).

Resolugao:
De fato:
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1. O elemento neutro de M,(R) é a matriz identicamente nula

O = (0)n € My(R)

e esta matriz satisfaz
O'=0, ouseja, Oc W

. Se Ay, A; € W, entdo, de (E13), teremos

Af=A1 e A=Ay, (%)
Com isto, teremos
(A] 4 Az)t (EZT1m) da Proposigéo (I;EIITJ), do Apéndice (@) A1t i Azt
—~ =~
@A, @a,
- A] + AZ )
que de (E13), implicard que
(AT +Ay) e WS,
Se A € W, e A € R entdo, , de (E18), teremos
At =A. (%)
Mas
(A- A)t (ETT) da Proposigéo (I;EIITJ), do Apéndice (I) A, At
N~
(:)A

=A-A,

que de (E13), implicara que
(A-A)eW,.

Portanto W € M,(R) é um subespago vetorial do espago vetorial real (M, (R),+,-).

O

Deixaremos para o leitor o:

Exercicio 4.19 O conjunto W,, formado por todas as matrizes anti-simétricas qua-

dradas de ordem n com coeficientes reais, 1sto €,

AcW, se esomentese, A'=—-A, (4.20)

(veja a Definicdo (BE-IT4) do Apéndice (B) para mats detalhes) é um subespago vetorial

do espacgo vetorial real (M,,(R),+,-) (onde + e - sdo as operagdes usuais de adi¢Go de

elementos de M, (R) e multiplicacdo de numero real por elemento de M,(R), respecti-
vamente).
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Observacgao 4.21 Veremos, mais adiante, que toda matriz A € M,,(R) pode ser escrita
como
A=A;+Aq, (4.22)

onde A; € Ws e A, € W,.
Além disso, também mostraremos que

W, N W, ={0}. (4.23)

As propriedades (E222) e (EZ3) serdo de grande importdncia, como veremos mais
adiante.

Temos também o:
Exemplo 4.24 Seja & (R) C &,(R), dado por
Pi(R) = {p € Po(R); p(0) =0} . (4.25)

Verifiquemos que & (R) é um subespaco vetorial do espago vetorial real (Zn(R),+,-)
(onde + e - sGo as operagdes usuais de adigdo de elementos de 7, (R) e multiplicagao
de numero real por elementos de &,(R), respectivamente).

Resolucgao:
De fato:

1. O polinémio nulo, O € &, (R), pertence a &7 (R), isto é, se anula em x = 0, ou ainda:

0(0) = 0.

Logo, de (E223), segue que
O0e Z:(R).

2. Sep,q € Z:(R) entdo, de (E=23), teremos

p(0)=0 e q(0)=0. (4.26)

Logo, de (E23), segue que

definigdo de adigdo de fungdes
(p+q)(0) = “= p(0) +q(0)
~
=, =),

=0.

Portanto, de (E223), teremos
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3. Sep € Z:(R) e A € R entdo, de (E223), teremos
p(0) =0. (4.27)
Logo, de (EZX2), segue que
(A p)(0) definigo de multiplicago de nimero real por fangdo 5 p(0)

=),

=0.

Portanto, de (E223), teremos
(A-p) € ZLR).

Logo o conjunto Z7(R) C &, (R), dado por (E=2H), é um subespago vetorial do espago
vetorial real (Z2,(R),+,").

OJ
Um outro exemplo importante é dado pelo:
Exemplo 4.28 Considere o segquinte conjunto
W={ye C*R;R);y"(x) —y(x) =0, para cada x € R} (4.29)

onde y”(x) denota a dertwada de sequnda ordem da fungdo y = y(x), no ponto x € R.

Mostremos que W é um subespago vetorial do espago vetorial real (Cz(R; R) ,+,-)
(onde + e - sdo as operacdes usuais de adicdo de elementos de C*(R; R) e de multipli-
cacdo de mimero real por elemento de C*(R; R)).

Resolucao:
De fato:

1. O elemento neutro de C*(R; R) é a fungio identicamente nula O € C*(R; R) e esta
fungao satisfaz
0”(x) —O(x) =0, paracada xcR.
Logo, de (E=29), segue que
OeWw.

2. Se yi,y2 € W entdo, de (E29), teremos que y;,y, € C*(R; R) e além disso satisfazem
y"(x)—y1(x) =0 e y"(x)—y2(x) =0, paracada xeR. (4.30)

Logo (y1 +1y2) € C*(R; R) e, de (E220), segue que

(1 +2)" () = (Y1 +y2) (x) PPEET I 1y (5) — g ()] + 2" (x) — ya ()]

~"

=), =),

ou seja,
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3. Sey € W e A € R entdo, de (E229), teremos que y € C*(R; R) e além disso satisfaz

y”(x) —y(x) =0, paracadaxeR. (4.31)

Logo, de (E29), segue que (A-y) € C3(R; R) e, de (E=21), segue que

propriedade _da derivagdo

A-y)"(x) =N -y(x) Ay (x) —y(x)]
~ —

(=),

=0,

mostrando que
(A-y)eWwW.

Portanto o conjunto W C C?(R; R), dado por (E=29), é um subespago vetorial do espago
vetorial real (CZ(R; R),+, )

Deixaremos a resolugao pelo leitor dos:

Exercicio 4.32 Sejam m,n € N fizados, com m < n.
Entao
W= Z,.(R)

€ um subespaco do espago vetorial real (#,(R),+,:) (onde + e - sGo as operagdes
usuats de adigcdo de elementos de &, (R) e multiplicacdo de numero real por elemento
de Z,(R), respectivamente).

Exercicio 4.33 O conjunto W = C(R; R), € um subespaco vetorial do espago vetorial
real (#(R;R),+,:) (onde + e - sGo as operagdes usuais de adi¢Go de elementos de
F(R; R) e multiplicagdo de niumero real por elemento de .7 (R; R)).

Exercicio 4.34 O conjunto

W = {fE C(la,b]; R); be(x) dsz}

a

é um subespago vetorial do espago vetorial real (C([a,b]; R),+,-) (onde + e - sd@o as
operagdes usuais de adicdo de elementos de C([a,b]; R) e multiplicagGo de numero real
por elemento de C([a,b]; R), respectivamente).

4.2 Intersecao e Soma de Subespacos

Temos a:
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Proposicao 4.35 (Intersegao de subespagos) Sejam U e W subespagos vetoriais do es-
pago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-).
Entao o conjunto
unw

é um subespago vetorial do espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-).

Demonstragao:
De fato:

1. Como U e W sdo subespagos vetoriais do espago vetorial real (V,+,-) temos que

OeU e 0Oew,.

Logo
Oeunw;

2. Sex,y € UNW e A € R (respectivamente, C), como U e W sdo subespagos vetoriais
do espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+,-), teremos que

(x+A-ylelU e (x+A-yew.

Logo,
x+A-yeunw.

Portanto, da Observagdo (ER), segue que o conjunto U N W é subespago vetorial do
espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+,-), completando a demonstracdo do
resultado.

Questao: Com a notagdo da Proposigdo (E=H) acima, podemos afirmar que o conjunto

uuw
é subespaco vetorial de V 7
Resposta : Nao.
Para ver isto, basta considerar
VvV =R?,
U={(x,y) eR* x=0}
={(x,0); x e R}, W = {(x,y) eR*; y=0}
={(0,y);y € R}.

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que os conjuntos U e W sdo subespacos
vetoriais do espago vetorial real (Rz,—i—, ) (onde + e - sdo as operagdes usuais de adigdo
de elementos de R? e multiplicagio de niimero real por elemento de R®, respectivamente -
geometricamente, correspondem aos eixos Oy e Ox, respectivamente, do plano xOvy).
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Notemos que
u=0,)eUCcUUW e w=(1,00eWCUUW
mas
u+w=(0,1)4+(1,0)
adigéio:deRz (1,1)€UUW,

ou seja,
u,welUW, mas u+w&UUW.

Portanto o conjunto U U W nao é subespaco vetorial do espago vetorial real (Rz s+, )
[18.08.2015 - 5.a]

Observagao 4.36 Notemos que se U e W sao subespagos vetoriats de um espago vetorial
real (respectivamente, complezo) (V,+,-) e V' também é um subespago de (V,+,-), que
contém U e W, 1sto €,

uuwcv’,

entdo o conjunto V' terd que conter todos os vetores da forma
u+w, paracada ueld e weW.

Isto motiwvamos a wntroduzir a:

Definigao 4.37 Sejam U e W subespagos vetoriais de um espago vetorial real (respec-
tivamente, complezo) (V,+,-).
Definimos a soma de U e W, indicada por U+ W, como o conjunto

U+W={u+w;ueclleweWj. (4.38)

Com isto temos a:

Proposicao 4.39 (Soma de subespagos) Sejam U,W e V como na Definicdo F-37
acima.
Entao o conjunto U+ W € um subespago vetorial do espago vetorial real (respecti-
vamente, complezo) (V,+,-).
Além disso,
Uuuwcu+w.

Demonstragao:
Verifiqguemos que o conjunto U + W é subespago vetorial do espago vetorial real (respec-
tivamente, complexo) (V,+,-).
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1. Como os conjuntos U e W sdo subespagos vetoriais do espago vetorial real (respectiva-
mente, complexo) (V,+,-), temos que

OeU e 0Oew,.

Logo
)
0 O é o elemento neutro da adigéo

2 O +0 eu+w,
ceu ew

mostrando que o elementro neutro da adigdo de (V,+,-) pertence ao conjunto U+ W,

isto é,
OceuUu+WwW.
2. Notemos que, se
X1, € U+ W,
entao
Xj=u;+wj, com wyeU e wyeW, paracada je{l,2}. (4.40)

Por outro lado, se
A € R (respectivamente, C),

entdo, das propriedades comutativa e associativa da operacdo + e do fato que U e W
sdo subespagos vetoriais do espacgo vetorial real (V,+,-), teremos:
£zn
X1 A% = g 4wl A - i + )l
=W +Aw)+w+A-w) e U+ W

~~

eu ew

Logo, da Observagdo (EH), segue que o conjunto U + W é subespago vetorial do espago
vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+,-).
Para finalizar, mostremos que

uuwcu+w.
Para isto, seja

ve UUW,
istoé, vel e veW.

Como
velU, entdo v:\v/+\q/€ u+w,
eu ew

ou, de outro modo, temos

ve W, entdo v:\q_/—l—\v/ell—l—w,
eu  ew
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ou seja, em qualquer um desses dois casos teremos
uuwcu+w,

completando a demonstragdo do resultado.
|

Observagao 4.41 Ainda usando a notagdo da Definicdo .37 acima, suponha que o
congunto V' seja um subespago vetorial do espago vetorial real (respectivamente, com-
plezo) (V,+,-) que contenha os subconjuntos, nao vazios, U e W, isto &,

u,wcv.

Neste caso, para
ueluUcvVv e wewcCcV’,

deveremos ter

ut+weV',
ou seja, U+WCV',

Esta observacao nos fornece a demonstragao da:

Proposicao 4.42 Sejam U e W subespacgos vetoriais do espago vetorial real (respecti-
vamente, complezo) (V,+,-).

Entao o conjunto U+ W é o menor subespago vetorial do espago vetorial real (res-
pectivamente, complezo) (V,+,-) que contém o conjunto U U W.

Em outras palavras, se o conjunto V' € um subespaco vetorial do espaco vetorial real
(respectivamente, complezo) (V,+,-), que contém o conjunto UUW, entdo deveremos
ter

uuwcu+wcVv.

Demonstracao:
Veja a Observagdo (EZT) acima.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

Podemos agora introduzir a importante nogao dada pela:

Definigao 4.43 Sejam U e W subespagos vetoriais de um espago vetorial real (respec-
tivamente, complezo) (V,+,-).
Diremos que a soma U+ W € a soma direta de U e W se

unw ={0}.

Neste caso, usaremos a notag¢ao
uew

para representar a soma (que serd direta) U+ W.



4.2. INTERSECAO E SOMA DE SUBESPACOS 49

Observacao 4.44 Notemos que sempre temos
{oycunw,

pois os conjuntos U e W sdo subespagos vetoriats do espago vetorial real (respectiva-
mente, complezo) (V,+,).

Logo U &V nos diz que o subespaco vetorial UN W, somente poderd conter o vetor
nulo O.

A seguir daremos uma caraterizagdo equivalente a fornecida pela Defini¢do (EZ3) acima,
a saber:

Proposicao 4.45 (Soma direta de subespacgos vetoriais) Sejam U e W subespagos ve-
toriats do espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-).

Temos que
V=UsW

se, e somente se, para cada v € V, existir um unico u € U e existir um dnico w € W
tal que
v=u-+w,

ou seja, cada elemento do conjunto U+ W se escreve, de modo tinico, como soma de
um vetor de U com um vetor de W.

Demonstracgao:
Suponhamos que
V=UaeW,
isto é,
V=U4+W e UNW={0} (4.46)
Entdo, dado v € V, como
V=U+W,
existem u € U ew € W, de modo que
v=u+w.

Queremos mostrar que tal decomposigdo é dnica.
Para isto, suponhamos que existam u’ € U e w’ € W tais que

v=u'+w’.
Entao, das propriedades de espagos vetoriais, segue que

ut+w=u’'"+w’
o que implicara em: u—u'=w’'—w.
—_—— —

eu ew
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Mas
(u—uYelu e (W' —-w)ew,

assim teremos:

hipétese
u—u'=w'—welunw =" {0},
ou seja, u—u'=w-w=0

ou, equivalentemente, u=u’' e w=w’,
mostrando que u € U e w € W sdo os Gnicos vetores de modo que
v=u+w.

Reciprocamente, suponhamos agora que, para cada v € V, existam um tnico u € U e um
inico w € W, satisfazendo:

v=u+w. (4.47)
Em particular, teremos
V=U+W.
Resta mostrar que
unw ={0}.

Como os conjuntos U e W sdo subespagos vetoriais do espago vetorial real (respectiva-
mente, complexo) (V,+,-), segue que

OelU e 0O0eWwW,
logo: OeuUnw.

Mostremos que O é o Gnico elemento em U N W.
Para isto seja

velunWw,
isto é, vel e veW.

Por hipétese, existem um tnico u € U e um tinico w € W, de modo que
v=u+w. (4.48)

Observemos que, das propriedades da existéncia do elemento neutro, comutativa, associ-
ativa do espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+,-), segue que:

(=3)
v ="u+w

= wt+w)+0

= (u+w)+(v—v)
YW L )+ (w— ) (4.49)
ceu ew
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e notemos que
(u+v)el e (w—v)eW.

Da hipétese da unicidade da decomposicdo (EZR), deveremos ter
u=u+v (e w=w-—v),
o que, da unicidade da existéncia do elemento neutro O, implicard que
v=0.

Portanto,
unw ={0j},

ou seja,
V=UsWwW,

como queriamos mostrar.

Observagao 4.50 Uma prova alternativa para mostrar que
unw ={0}
seria supor a existéncia de
v#0, demodoque veUnNW.
Como

veluUnWw,
teremos vel e veWw,

Com 1sto obteriamos

v=2-v —Vv
<~
cu ew
=4-v-3-v,
NN
cu cw

ou seja, duas decomposi¢bes distintas (pois v # O) para o vetor v, jd que
2-vi4-vel, 2-v#4.v e —v,-3-veW,
o que seria um absurdo.

Apliquemos as ideias desenvolvidas acima aos:
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Exemplo 4.51 Verifique se o espaco vetorial real (R3 s+ ) (onde + e - sdo as operagées
usuais de adicdo de elementos de R? e multiplicacdo de mimero real por elementos de
R3) € a soma direta dos seguintes subespacos vetoriais

U={(x,y,z2) eR’; x=y=0} e W={(x,y,z2) eR’; x+y+z=0} (452)
do espago vetorial real (]R3,+,-).

Resolucgao:
Notemos que U é de fato um subespago vetorial do espaco vetorial real (R3, +, -), pois

u={(x,y,z) eR’; x=0}n{(x,y,z) eR’; y=0}

que sdo dois subespacos vetoriais do espago vetorial real (]R3 ,+, )

Deixaremos a verificagao destes fatos como exercicio para o leitor.

Uma outra verificagdo alternativa para mostrar que U é, de fato, um subespago vetorial
do espago vetorial real (R3, +, ) seria utlizar a Definigdo (EZT), ou seja:

1. Notemos que
O =(0,0,0) € U;
2. Se
w = (x1,y1,21), w=(x2,Y2,22) €U

entdo, de (ER32), segue que

x1=yYy;=0 e x,=y,=0.

Logo,
u = (O)O)Zl) € u; = (030»22)3
assim teremos

w 4w T2 0,0,21) +(0,0,2)

or (E3)
=(0,0,2 —f—Zz)p €

e assim teremos (u; +uw,) € U;
3. Se A€ Reu=(x,y,z) € U entdo, de (E1J), segue que
x=y =0,
ou seja,
u=(0,0,z).
Portanto

Au=A-(0,0,z)

- em R3

25 (AO,A0, A z)

por (E3)

=(0,0,Az) € U

e assim A -u € U.
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Logo, dos itens ., . e B. acima, segue que U é um subespago vetorial do espago vetorial
real (R?,+,).
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que W é um subespago vetorial do espago
vetorial real (R®,+,-).
Observemos que, de (E53J), teremos
W ={(x,y,z) eR*5z=—x—y}
:{(Xay >_X_U) y XY € R} .

Logo, dado (x,y,z) € R?, podemos escrever

(X>U>Z) = (0,0,Z—FX—FyJ—I—(X,y,—X—y)

eu,pg(m) EW,p;,r (=3)
e assim
(0,0,z+x+y)el, (x,y,—x—y)eW e (x,y,z)ecU+W,
ou seja,
R =U+W.
Resta agora mostrar que
unw ={0}.

Para isto, seja
(x,y,z) e UNW.

Notemos que,

se (x,y,z) e U,

por (ERZ), deveremos ter: x=y=0
e se (x,y,z) e W,
por (E22), deveremos ter: x+y+z=0.

Logo, temos que encontrar todas as solugdes do sistema linear:

x =0
y=0 ’
x+y+z=0

ou seja, (x,y,z)=(0,0,0)=0.

Portanto
unw ={0j},

mostrando que
RE=UaW.

Temos também o:
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Exemplo 4.53 Considere U e W os sequintes subespagos do espaco vetorial real (R3, +, )
(onde + e - sdo as operagées usuais de R®) dados por

u={(x,y,z) eR’; x=0} e W={(x,y,z) eR’; y=0}. (4.54)
Mostre que
R =U+W,
mas a soma nao € direta.

Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que U e W, dados por (E=4), sdo
subespacos do espacgo vetorial real (R3, +, )

Dado (x,y,z) € R?, podemos escrever

(X)U)Z): (03932) + (X>O)O) eU—H/V,
~—— ——
eu, por () €W por ()

pois
0,y,z) el e (x,0,0)eW.

Portanto,
RP=U+W.

No entanto, a soma nao ¢ direta, isto ¢,
unv#{(0,0,0)}.

De fato, pois, por exemplo,
(0,0,1)eunv.

Deixaremos a cargo do leitor os:
Exercicio 4.55 Vimos no Ezemplo (I-11) e no Ezercicio (Z-13) que
W, ={AeM,(R); A'=A} e W,={BeM,R);B" =-B}

sao subespagdes vetoriais de (M, (R),+,-) (onde + e - sdGo as operagdes usuais de adig¢do
de matrizes e multiplicagGo de numero real por matrizes, respectivamente).
Mostre que (Ezercicio 12 (c) da 2.a lista de Ezercicios)

M, (R) =W, & W,.

Resolucgao:
Sugestao: mostre que se C € M, (R), entdo podemos escrever:

_c+c o c-c
-2 2

=A =B

C

e que
AeW, e BeW,.
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Observagao 4.56 Logo, da Proposi¢do (EZ3), o Ezercicio (EBH) acima nos diz que
toda matriz C € M,,(R) pode ser escrita, de modo Winico, como soma de uma matriz
stmétrica com uma matriz anti-simétrica.

Exercicio 4.57 Sejam

P(R; R) ={f € #Z(R;R); f(—x) = f(x), para cada x € R}

[([R;R)={g € #(R); g(—x) = —g(x), para cada x € R},
onde (F(R; R),+,-) € o espago vetorial real do Exemplo (B22) (com I =R).

1. Mostre que P(R; R) e I(R; R) sdo subespagdes vetoriais de (. (R;R),+,-).
2. Mostre que (Ezercicio 5 da 2.a lista de Ezercicios)

FZ(R;R)=PR;R)pI(R; R).

Resolucgao:
Sugestao: mostre que se h € .%(R; R), podemos escrever:

h(x) + h(—x) h(x) —h(—x)

h(x) = : > + 3 , paracada x€R
=f(x) =g(x)

feP(R;R) e gel(R;R).

Observagao 4.58 O conjunto P(R; R) (o conjunto I(R; R), respectivamente) é o con-
junto formado por todas as fungdes de .7 (R; R) que sao fungdes pares (fungbes impares,
respectivamente).

Logo, da Proposi¢do (EZ3), o Ezercicio (ERD) actma nos diz que toda funcgdo de
Z(R; R) pode ser escrita, de modo tinico, como soma de uma fun¢do par com uma
funcao impar.

Podemos estender a nogdo de soma de subespagos de um espago vetorial real (respectiva-
mente, complexo) para um nimero finito de subespagos vetoriais, a saber:

Definigcao 4.59 Sejam U;,U; --- , U, subespacos vetoriais de um espago vetorial real
(respectivamente, complezo) (V,+,-).
Definimos a soma dos n subespagos vetoriais U;,U,,---,U,, que serd indicada

n
por E U;, como sendo:
j=1

> U=U+Uy+ -+ U,

j=1
={wm+w+--+uy;wely, para cadaje{l,2--- ,nj}. (4.60)
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Como isto podemos enunciar e demonstrar a:

Proposicao 4.61 Sejam U;,U; --- , U, subespacos vetoriais de um espaco vetorial real
(respectivamente, complezo) (V,+,-).
Entao

U, +uU,+---+ U, e unwn---Nnu,

sao um subespagos vetoriais do espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-).

Demonstragao:
As demonstragdes sdo semelhantes a da Proposicdo (E=39) e da Proposigdo (E=33), respec-
tivamente.
As suas elaboragdes serdo deixadas como exercicio para o leitor.
|
Com isto podemos estender a nogao de soma direta para um nimero finito de subespagos
vetoriais de um espacgo vetorial real, a saber:

Definicao 4.62 Sejam U;,U,,---, U, subespagos vetoriais de um espago vetorial real
(respectivamente, complezo) (V,+,-).

Dizemos que a soma dos n subespagos vetoriais U;, para j € {1,2,---n} € uma soma
direta se, para cada j € {1,2,---,n}, temos que:

W N (U + -+ Uy + Uy - + Uy) ={0}.

Neste caso usaremos a notacao

WLo---aol, ou P,

para denotar a soma (direta) dos n subespagos vetoriais Uy, Uy, -, U,.

Observacao 4.63
1. A expressao
(U, + -+ Uy + Uy 4+ Uy)
serd denotada por
(u1 +---+uj+---+un) ,

onde simbolo fl\] significa que a parcela U; deve ser omatida da soma considerada.
2. Notemos que, para cadaj € {1,2,---,n}, temos que o conjunto U; é um subespago

vetorial do espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,).

Logo O € Uj, assim sempre teremos que

—

OEUjm(u1+~-+uj+-~+un).
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Com isto temos a:

Proposicao 4.64 Sejam U;,U,, .-, U, subespagos vetoriais de um espaco vetorial real
(respectivamente, complezo) (V,+,-).
Entao

Vv=Uo---ou, (4.65)
se, e somente se, dado v € V, para cada j € {1,2,---,n}, existe um unico u; € U;, de
modo que

vV=w + -+ Uy. (4.66)
Demonstragao:

A prova é feita por indugdo sobre n e é andloga a da Proposigdo (EZ3).
Devido a este fato, deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

Apliquemos isto ao:

Exemplo 4.67 Mostre que o espago vetorial real (92;(R),+,-) (onde + e - sGo as ope-
racdes usuars de adicdo de elementos de Z7,(R) e multiplicacGo de numero real por
elemento de &;(R), respectivamente) é soma direta dos sequintes subespagos vetoriats

U, ={po; Polx) =a,, para x € R, para algum a, € R}, (4.68)
U ={p1; pi(x) =arx, para x € R, para algum a; € R}, (4.69)
W ={p2; , p2(x) =@, x*, para x € R, para algum a, € R} . (4.70)

Resolucgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que os conjunto U,,U; e U, sdo
subespacos vetoriais do espago vetorial real (Z2(R),+,-).
Afirmamos que
AHR)=U, U U,.

Mostremos, primeiramente, que

WZ(R) :uo+u] —|—UZ.
Para isto, seja p € Z,(R).
Logo existem a,,a;,a; € R, tais que

pP(x)=a,+ajx+ ax?

= px) + pilx)] +  pax]
S~ S~ N el
€U, , por (BEE8) €lU;, por (EEYd) €U, , por (Em)

, paracada x € R,

mostrando que
P (R) =Uy +U; + Uy,

Verifiquemos que a soma é direta.
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1. Afirmamos que

U, N (Uy +Uy) ={O}.
Para mostrarmos isto, seja

peuom(u1+u2)3
isto &, relU, e pe (U +U).

Entao existem a,,a;,a; € R, tais que

P(x) = po(x)
—
€U,

C==)
="qa,

p(x) = pi(x) +pa(x)
——  ——

el elUuy
() ¢ ()

a1x+a2x2, para cada x € R.

(4.71)

(4.72)

Se o polinémio p néo fosse o polinémio nulo teriamos, por (EZ71), que o polinémio p
deveria ter grau 0, e coincidindo com o polinémio p, dado por (EZZ2), que tem grau no

minimo 1, o que seria um absurdo.
Logo, o polinémio p deve ser o polindmio nulo, ou seja,
p(x) =0, paracada x€R,

mostrando que
U, N (U + Uy) ={O}.

. Afirmamos que

u; N (U, + U,) ={0}.
Para mostrarmos isto, seja

PGU]ﬂ(uo—f—uZ),
isto &, pel; e pe(U,+Uy).

Entao existem a,,a;,a; € R, tais que

p(x) =pi(x)
~——
cel,

() a1 X

p(x) = po(x) +pa(x)
—~— =

cl, el,
2

=a,+ a;x°, paracada xe€R.

(4.73)

(4.74)
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Se o polinémio p néo fosse o polindmio nulo teriamos, por (E2Z3), que o polinémio p
teria grau 1, e coincidindo com o polinémio p, dado por (E=Z4), que tem grau O (se
a; =0) ou 2 (se a; # 0), o que seria um absurdo.

Logo, o polinémio p deve ser o polindmio nulo, ou seja,
p(x) =0, paracada x€R,

mostrando que
U N (U + Uz) ={0}.

3. Afirmamos que
W N (U, + Uy) ={O}.

Para mostramos isto, seja

peln (U, +U),
isto é, pel, e pe (Us+U).

Entdo existem a,, a;, a; € R tais que

p(x) = pa(x)
—
el,

= a x* (4.75)

p(x) = po(x) +pi1(x)
clo el;

=a,+arx, paracada xe€R. (4.76)

Se o polinémio p ndo fosse o polindémio nulo teriamos que o polindmio p, dado por
(EZ3), deveria ter grau 2, e coincidindo com o polindmio p, dado por (EZH), que tem
grau O (se a;j =0) ou gaur 1 (se a; # 0), o que seria um absurdo.

Logo, o polinémio p deve ser o polindmio nulo, ou seja,
p(x) =0, paracada x€R,

mostrando que
U, N (U, + Uy) ={O}.

Com isto, podemos conlcuir que

ZR)=U Uy d Us.

4.3 Exercicios
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Capitulo 5

Combinacoes Lineares

5.1 Introducao e Exemplos

Vimos no capitulo anterior que um subespago vetorial € um subconjunto de um espago vetorial
real que é fechado com relagdo a adigdo de vetores e também com relacdo a multiplicagao
de vetor por escalar. Em outras palavras, quando somamos dois vetores de um subespago
vetorial ou multiplicamos um vetor do subespago por um escalar, o resultado é um elemento
deste subespago. Quando combinamos repetidas vezes estas acoes temos o que chamamos de
combinacao linear entre vetores.

Mais precisamente,

Defini¢ao 5.1 Sejamwy,u,,--- ,u, vetores de um espago vetorial real (respectivamente,
complezo) (V,+,-).
Diremos que o vetor u € V é uma combinagao linear dos vetores

U, Uz, 0y Un,
se existirem escalares
X, 0,y &y € R (respectivamente, C),
de modo que
U=0g W+ U+ 4+ Xy Uy . (5.2)

Observacao 5.3 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) e
U CV € um subespago vetorial de (V,+,-).
Se
w,u, -, uy €U e og,00, 0,y € R (respectivamente, C),

entao a combinacao linear
oK W+ 0 Uy + s Oy Uy

pertence a U, 1isto €,
(o-wr+og U+ 4oy -uy,) €U,

61
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Apliquemos essas ideais ao:

Exemplo 5.4 Consideremos o espago vetorial real (£;(R),+,-) (onde + e - sdo as
operagoes usuals de adicdo de fungodes e multiplicagdo de numero real por funcao, res-
pectivamente) e o polinémio p € #;(R), dado por

p(x) =2+x%x*, para cada, x€R. (5.5)

Mostre que o polinémio p € uma combinagdo dos polinémios p,,p1,p2 € Y1 (R),
onde

Pox) =1, pi(x)=x, p2(x)=x* para cada, x€cR. (5.6)

Resolucao:
Observemos que

para cada x € R, isto é,

P=2-Po+0-p1+1: p2, (5.7)
mostrando que realmente o polinémio p € 4 (R), dado por (EXH), é uma combinagdo dos
polinémios p,,p1,p2 € Z(R), dados por (E8).

O

Exemplo 5.8 Mostre que no espago vetorial real (#;(R),+,-) (onde + e - sdGo as ope-
ragoes usuais de adi¢cao de fungdes e multiplicacdo de miumero real por funcdo, respec-
tivamente), o polinémio p € Z;(R) dado por

p(x) =1+x%x*, paracada x€R, (5.9)
€ uma combinagdo dos polinémios q,,q1,q2 € Z(R), onde
Go(x) =1, qix)=14+x e qux)=1+x+x*, paracada xcR. (5.10)

Resolucgao:
Para mostrarmos o que é pedido precisamos encontrar nimeros reais «, , &; , &;, de modo
que
P=0 - Qo+ -qi+x-q2. (5.11)
Ou seja, para cada x € R, precisamos encontrar «,,«;,x; € R, de tal modo que:

142 @ p)

= ®Xo qol(Xx) + &1 q1(x) + x2 q2(x)

= %+ o (1+x)+ o (14+x+x)

= (0t + 01 + &) + (@1 + 0tg) X + 2 X%,
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que é equivalente ao sistema linear:

X+ 01+ =1
o+ o =0 y

\0(2 =1

>
x =1,

cuja (tnica) solugdo sera: o =—1
\O(z =1 y
ou seja, p=1-qo+(—1)-q+1-qz, (5.12)

mostrando que o polinémio p é combinagéo linear dos vetores qo, q1, q2, em (Z2(R), +,-).
0
120.08.2015 - 6.a]

5.2 Geradores

Tendo a definicdo de combinagao linear podemos introduzir a:

Definig¢ao 5.13 Sejam (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) e
S um subconjunto nao vazio de V.

Denotaremos por [S], o conjunto formado por todas as combinacdes lineares dos
elementos do conjunto S.

Em outras palavras, u € [S] se, e somente se, existirem

Xy, 0,y &y € R (respectivamente, C) e wj,uy,---,u, €8S,

tais que
U=0 -W+og U+ + - Uy, (5.14)
ou ainda,

[S] ={og-w+og- U+t U
comu €8S e o € R (respectivamente, C), parai€{1,2,--- n}}. (5.15)

Com isto temos a:

Proposicao 5.16 Sejam (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
e S um subconjunto nao vazio de V.

Entdo o conjunto [S] é um subespago vetorial do espago vetorial real (respectiva-
mente, complezo) (V,+,).

Demonstragao:
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1. Como, por hipootese, S # (), existe u € S.

Com isto teremos que

item O. da Proposigdo (E=1) 0 (B39
— <UL

o) e [S],

ou seja, o vetor nulo é uma combinagdo linear (o escalar serd o namero real 0) do vetor
u € S, assim
O e [S].

. Se u,v € [S], de (ETIH), deverdo existir escalares

Ky 0y Oy P1yB2y s Pm € R (respectivamente, C)
e vetores
Uiy U2y s yUpy V1, V2, ,vaS,

de modo que

Uu=og-w+og U+ -+oy-U € v=PR1-vi+PrVva+ -+ Pm V. (517)
Assim, para cada A € R, segue, das propriedades béasicas de espagos vetoriais reais, que

BT
u—l—?x-v(:)[oq-u1+oc2-uz+---+ocn-uﬂ]+7\-[[31-v1+[32-v2+---+[3m-vm]
=X U+ U+ Oy Uy

()
+ (AR vi+AB2) - vat -+ (APm) v € [S],

mostrando que
(u+A-v)€ls].

Portanto, dos itens . e O. acima e da Observagdo (ER), segue que o conjunto [S] sera
um subespago vetorial do espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+,-),
completando a demonstragao do resultado.

Definigao 5.18 Sejam S e (V,+,+), como na Defini¢do (EEI3) actma.

Diremos que o subespaco vetorial [S] € o subespacgo vetorial gerado pelo conjunto S.

Os elementos do conjunto S serdo denominados geradores do subespaco vetorial [S].
Se

S={w,uy, - ,uy}

utilizaremos a sequinte notacao

[u1)u2)"' )un]:[s]
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Observagao 5.19 Com as Defini¢des (EE13) e (E2I8) actma, sew, Uy, -+ , U, € V, temos
que

(W, upy -y un ={og-wtog-u+- 4o Uy &,0, -, &, € R (respectivamente, C)}.
(5.20)

Com isto temos a:

Proposicao 5.21 Sejam S e T subconjuntos, nao-vazios, de um espaco vetorial real
(respectivamente, complezo) (V,+,-).

1. Temos que

S CI[S]. (5.22)
2. Se
SCT, entdo [S] C [T]. (5.23)
3. Temos que
[[S)] =[S]. (5.24)

4. Se S é um subespago vetorial do espago vetorial real (respectivamente, complezo)
(V,+,-), entao

S=1IS]. (5.25)
5. Vale a seguinte identidade:
[SUT] = [S]+[T]. (5.26)
Demonstracao:
1. Notemos que
se uesS, entdo u=1-u,

ou seja, o vetor u é combinagdo linear (com escalar igual a 1) do préprio vetor u, que
pertence a S.

Logo

mostrando que

como queriamos demonstrar.
2. Notemos que, se u € [S], de (E013), segue que existirdo escalares
X, 0, &y € R (respectivamente, C)

e vetores
WUypyUz,y:- - )uHES»



66

CAPITULO 5. COMBINACOES LINEARES

tais que
U=0o1 U+ -Uut+- -+, Uy.

Como
SCT, teremosque uj,uy,---,u, €T.

Portanto, o vetor u é combinagao linear de vetores de T, ou seja,
u e [T],

ou seja,
[S] C [T1,

como queriamos demonstrar.

. Pelo item @M. desta Proposicdo, segue que

S CIS].

Logo, do mesmo resultado, segue que

[S] C [[S]].

Para mostrar a outra inclusdo, consideremos

u € [[S]].

Segue, da Definigdo (ECT3) de subespago gerado, que o vetor u é uma combinagéo linear

de elementos de [S].

Novamente pela Definigdo (E213), como cada elemento de [S] é uma combinagdo linear
de elementos de S, resulta que o vetor u serd uma combinagao linear de elementos de

S, ou seja, u € [S], mostrando que

Portanto

como queriamos demonstrar.

. Pelo item M. desta Proposigdo, segue que

SCIS].

Mostremos a outra incluséo.
Para isto, seja u € [S].

Entdo, o vetor u é uma combinagdo linear de elementos de S.
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Como S é um subespago vetorial do espago vetorial real (respectivamente, complexo)
(V,+,), esta combinacdo linear serd um elemento de S, ou seja,

[S]CS
Portanto

S =I[S],
como queriamos demonstrar.

5. Mostremos que
[SUT] C[S]+[T].
Para isto, seja
uel[SUT].

Da Definigdo (EI3) de subespago gerado segue que, existirdo escalares
Ky 0y Oy B1yB2y s Pm € R (respectivamente, C)

e vetores
u1>u2>"'>LLn€S € V])VZ)"'>VmET>

tais que

u=o0;-w+o-wt-+xy U +PBr-vi+Prvat A+ P
=(og- Wt -u+--+an-u)+Pr-vi+Pr-va+--+Pm-vm) €[S+ [T],

(.

g

€ls] €[T]

ou seja, vale
[SUT] C[S]+[T].

Mostremos agora que
[S]+[TTC[SuT].

Para isto, seja
u e [S]+[T].

Entao
u=v+w, onde vel[S] e welll.

Da Definigao (ET3) de subespago gerado, deverdo existir escalares
01,0y 5 0y, B1y B2y -y Bgq € R (respectivamente, C)

e vetores
Vi, V2, -,V €S & Wwi,wy,--- ,weeT,
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tais que

u=v+w
= (1 -vi+ - vyt oy vp) + (Br-wi + B wa -+ By - W)
:oq-\\)1/+---+ocp-\v£/+[31-lv)_/+---+[3q-lv/$ c[SUTI,

€SCSUT €SCsuT ETCSUT €TCSuT

ou seja, vale
[S]+ [T C[SuT],

completando a demonstragdo do resultado.

Com as definigdes acima podemos introduzir a:

Definigao 5.27 Dizemos que um espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V ,+,-)
€ finitamente gerado, se ezistir um subconjunto finito S C V, tal que

VvV =[S], (5.28)
ou seja, V € igual ao subespago gerado pelo conjunto S.

A seguir exibiremos alguns exemplos de espacos vetoriais reais finitamente gerados e nao
finitamente gerado.

Exemplo 5.29 O espaco vetorial real (R4,+,-) (onde + e - sGo as operagbes usuais
de soma de 4-uplas e multiplicagdo de numero real por 4-uplas, respectivamente) é
finttamente gerado.

Resolucao:
De fato, consideremos os seguintes vetores de (R“ y )

er =(1,0,0,0), e=(0,1,0,0), e3=(0,0,1,0) e e;=1(0,0,0,1).
Entao, se
ue R,
temos que existem escalares
a;,a,a3,a4 € R,
tais que

u=(ay,a;,as, a4 .

ou seja,

u=(a,a,a;s,a)
- (a1,O,O,O)+(O,az,O,O,O)+(O,O,a3,0)+(0,0,0,a4)
=a-(1,0,0,0)4+a,-(0,1,0,0,0)+a3-(0,0,1,0)+as-(0,0,0,1)

=a;-ept+ay-e;+az-e3+ag-es,
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mostrando que qualquer vetor u € R?*, pode ser escrito como combinagio linear dos vetores
er,e,e3,e; € RY ou seja,
4
R* = [61 ,62,63,64] .

Portanto o espacgo vetorial real (R“ s+, ) é finitamente gerado.

Observacao 5.30 Notemos que o conjunto
S={er,ez,e3,e4}
€ um conjunto finito formado por geradores do espago vetorial real (]R“,—F,-).
Podemos estender o exemplo acima a seguinte situagao:

Exercicio 5.31 Seja n € N fizado. O espago vetorial real (R",+,-) (onde + e - sdo
as operagoes usuars de soma de n-uplas e multiplicagcao de numero real por n-uplas,
respectivamente) € finitamente gerado.

Resolucao:
De fato, consideremos os seguintes vetores de R™:

€ i(])of" >O)) €z£(0>1>0>"' )O)>"'> eni(o)"' )O>1)°
Entao, se
ueR",
temos que existem escalares
aj,az,--- ,anER,
tais que
u:(a1,a2,--- »an)-
ou seja,

u:(aMaZ)"' >an)
:(a1>o)"')O)"l'(o)al)o)"')0)+"'+(O>"'>0>an)
:a1'(1)())"'>O)+a2'(0)]>oa"'>O)+"'+an'(oa"'>o)”

=ar-e+ay-e+---+a,-e,,
mostrando que o vetor u € R™, pode ser escrito como combinagao linear dos vetores
n
€1,€2, - )eneR )

ou seja,
Rn:[e1)62)"' )en]-

Portanto o espaco vetorial real (R™,+,-) é finitamente gerado.
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Observagao 5.32 Notemos que o conjunto
S ={e y €2y >en}
€ um conjunto finito formado por geradores do espago vetorial real (R™,+,-).

Exemplo 5.33 O espago vetorial real (My,3(R),+,-) (onde + e - sdo as operagbes usuais
de soma de matrizes e multiplicacGo de miumero real por matrizes, respectivamente) é
gerado pelas sequintes 6 sequintes matrizes, de tipo 2 x 3:

(100 L (o1 0 L (001
En—(o 0 0)» E12—<O 0 O)’ EB_(O 0 O)’
{0 0 0 L [(0 00 . (o0 o0
EZ‘_(1 0 o)’ EZZ_(O 1 o)’ EB_(O 0 1)'

Em particular, (Myy3(R),+,-) € finitamente gerado.

Resolucao:
De fato, se
A€ M2><3(R) )

segue que existirdo escalares

ap,ap,as,a,an,ascR,

ap a2 agz
A= ,
az az azs

tais que

ou seja,
A:(a” a2 013>
azy az azs
_a1100+0a120+00a13+ 0 OO+O 0 O—|—00 0
VL0 0 0 0O 0 0 0 0 O a; 0 0 0 ap O 0 0 axp
. 1 00 Y 010 Y 0 0 1
—Mlo oo 2710 0 0 B o 0 0
Y- 0 0 O - 0 0 O Y 0 0 0
T\1 00 2 lo1 0 Z\lo 01

=an-En+apn-BEop4+ai-BEi3+axn-EBEx+ap-Exn+axp-EBxs,

mostrando que a matriz A € M;,3(R), pode ser escrita como combinacdo linear das matrizes
Eir, Bi2, i3, By B2z, B2z € Mpus(R), ou seja,

Myy3(R) = [Eq1,E12,Ei3,Ea1, B2z, B3l

Portanto o espago vetorial real (M,.3(R),+,-) é finitamente gerado.
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Observagao 5.34 Notemos que o conjunto
S= {EH ) E12 ) E13 ) EZ] ) EZZ ) E23}
€ um conjunto finito formado por geradores do espago vetorial real (M. 3(R),+,-).

Podemos estender o Exemplo acima acima ao seguinte Exercicio, cuja resolugdo serd
deixada para o leitor:

Exercicio 5.35 Sejam m,n € N fizados. O espago vetorial real (M xn(R),+,-) (onde
+ e - sao as operagoes usuais soma de matrizes e multiplicagdo de numero real por
matrizes, respectivamente) é gerado pelas m -n matrizes:

F_kli(é(k,l))’ para cada k€{1,2,"',m} € 16{],2,"',“},

i
onde, para cada k €{1,2,--- ,m}ele{l,2,--- ,n} fizados, temos que:

M)i{h para  (i,j) = (k,1),
70, para (i) # (k1)
Exemplo 5.36 O espago vetorial real (92;(R),+,-) (onde + e - sGo as operagdes usuats

de soma de fungdes e multiplicacdo de numero real por fungdo, respectivamente) €
finitamente gerado.

Resolucao:
De fato, consideremos p,,p1,p2 € Z(R) os seguintes polindmios:

Po(x) =1, pi(x)=x, pilx)=x* paracada x€R.
Entdo se
p € 2(R),

temos que existirdo escalares
a,,a1,a; €R,
tais que
p(x)=a,+ ajx+ a;x*, paracada x €R,

ou s€ja,

p(x):ao.\]/—f—ar\?ﬁ_/—k---#—az'\xi/

=po(x) =p1(x) =p2(x)
= (Ao-Po + @i -p1+az-p2)(x), paracada xc€R,

mostrando que o polinémio p € &, (R) pode ser escrito como combinagao linear dos polind-
mios po,P1,P2 € Z2(R), ou seja,

P (R) = [po,p1,p2]-

Portanto o espaco vetorial real (#,(R),+,-) é finitamente gerado.
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Observagao 5.37 Notemos que o conjunto

S ={po, P1,P2}

€ um conjunto finito formado por geradores do espago vetorial real (£, (R),+,-).

Podemos estender o Exemplo acima a seguinte situagao:

Exercicio 5.38 Sejan € N fizado. O espago vetorial real (Z,(R),+,-) (onde + e - sdo
as operagoes usuais de soma de funcgoes e multiplicagcdo de numero real por funcgao,
respectivamente) € finitamente gerado.

Resolugao:
De fato, consideremos p,,pP1,P2, " ,Pn € Zn(R) 0s seguintes polindmios:
Po(x) =1, pi(x)=x, p2(x)=x*,---, palx)=x", paracada xecR.
Entao se
p € Zn(R)
temos que existirao escalares
Ao, A14yQ2,: - )anER)
tais que
p(x) =a,+ajx+ayx*---+a,x", paracada x€R,
ou seja,
f— . . 2 .« .. . n
p(x)—ao.\]/+a1 \\X/#—az \X,./—’_ T an \X,./
=po(x) =p1(x) =p2(x) =pn(x)

:(ao'p0+a1 'P1+C12'P2+"'+an'Pn)(X)> paracada XER)

mostrando que o polinémio p € #,(R) pode ser escrito como combinagdo linear dos polind-
mios Po,P1,P2," " ,Pn € Zn(R), ou seja,

'@n(R) - [PO,TM yP2,y - >pn] .

Portanto o espago vetorial real (£2,(R),+,-) é finitamente gerado.

Observacao 5.39 Notemos que conjunto

S i{PmPl,Pz»“' )pn}

€ um conjunto finito formado por geradores do espaco vetorial real (Z,(R),+,-).

Um outro caso importante é dado pelo:
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Exemplo 5.40 Consideremos o espago vetorial real (#(R),+,) (onde + e -

operacgdes usuais de soma de fungdes e multiplicagdo de mnumero real por fung¢do, res-
pectivamente), onde Z(R) denota o conjunto formado por todos os polinémios com

coefictentes reais.
Afirmamos que &(R) nao € finitamente gerado.

Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que (Z(R),+,-) é um espago vetorial

real.
Note que
Zn(R) € Z(R),

para cada n € N fixado.

Suponhamos, por absurdo, que o espago vetorial real (#(R),+,-) é finitamente gerado,

ou seja, existe um namero finito de polindémios py,p2,- - ,pn € Z(R) tais que
@(R) - [P] yP2y: - )pn]-
Seja N € N, o grau mais alto entre os polinémios da colegao

P15yP2y 5y Pny

que existe pois, temos somente um namero finito de polindmios da colegdo acima.
Com isto temos que o polinémio p € #(R), dado por

p(x)=x""", paracada x€R,

nao poderd ser escrito como combinagao linear dos polinémios

P1yP2y -y Pny
pois o maior grau dentre esse polindmios é N, que € menor que o grau do polinémio p, que
éN+1.
Assim,

pEIPi,p2, -, Padl = Z(R),

o que seria um absurdo, pois p € Z(R).
Portanto o espacgo vetorial real (#(R),+,-) nao é finitamente gerado.

Observacao 5.41 Observemos que

[p0>p1)"' )pnf"]:y(R))
onde, os polinémios p; € Z(R), para j €{0,1,2,---}, sdo dados por:

2

Po(Xx) =1, milx)=x, palx)=x",---, palx)=x",---, paracada xeR.

A verificagao deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor.
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O préximo resultado serd de grande importancia nas préximas segoes:

Proposicao 5.42 Seja (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) ge-
rado pelos vetores Uy, Uy, -+ ,U,, 1Sto €,

V= [‘LL] y WUy oo )un]-
Suponhamos que o vetor u; é uma combinagao linear dos vetores
Uz, U3,y yUp,

ou seja,
u € [u2>u3)"' )un]

Entdo o espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-) serd gerado pelos

vetores
U2, U3y -y Un,
1sto €,
[u2>u3>"' >un] = [ul y Uy ,U,n] =V.
Demonstragao:

Devemos mostrar que qualquer vetor u € V, pode ser escrito como uma combinagao linear
dos vetores

Uz U3y yUn,
ou seja,
V=[uz,uz, -, unl.
Notemos que se
uevV=[uw,uy, - ,uUl,
temos que existirdo escalares
X, 0, &y € R (respectivamente, C),
tais que
U= U+ U+ 0y - Uy - (5.43)
Mas, por hipdtese,
w € [uZ»uSV" »un]>
isto é, o vetor u; € uma combinagéo linear dos vetores u;,usz,- - ,un, ou seja, deverdo existir
escalares
B2,B3, -+, Pn € R (respectivamente, C),

de modo que
w=R-w+Ps-us+--+PBn-uUn. (5.44)
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Logo, de (EZ3) e (EZA), e das propriedades bésicas de espagos vetoriais, podemos obter:
ED)
u = o- U Fo U+ Kyt Uy
v

=854+ +Bntn

=o- (B2 up+ - Baitn) F o Up e Uy
= (1 B2+ a2) w4+ (1 B+ 0tn) - Un,

ou seja, o vetor u pode ser escrito como como uma combinagao linear dos vetores
U2, U3,y - yUn,

isto &,
ue[ul)u3)"')un]) Ouainda, V:[uz)ug’...)uﬂ])

como queriamos mostrar.

Observagao 5.45 O resultado acima nos diz que se um espago vetorial real (respectiva-
mente, complezo) € gerado por um miumero finito de vetores e um desses vetores pode
ser escrito como combinagdo linear dos restantes, entdo o espago vetorial real (res-
pectivamente, complezo), dado incialmente, poderd ser gerado pelos vetores restantes,
retirando-se o vetor que pode ser obtido como combinag¢ao linear dos outros da lista
dada wnicialmente.

125.08.2015 - 7.a]

Apliquemos isto ao:

Exemplo 5.46 Consideremos o espag¢o vetorial real (]R“,—i—,-) (onde + e - sGo as ope-
racoes usuais de soma de 4-uplas e multiplicacao de numero real por 4-uplas, respecti-
vamente) e os seguintes seus subespagos vetoriais

ui{(xﬂ:l»z)t) eR* y X—Y —|—t—|—Z=O}
wW={(x,y,z,t) eER*; x+y—t+z=0}. (5.47)

Encontre um conjunto finito de geradores para os sequintes subespagos vetoriais do
espaco vetorial real (R4 y T+ )

U, W, uUnw e U+W.

Resolucgao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que U e W sdo subespacos vetoriais
de (R*,+,-).

Encontremos geradores para cada um dos subespagos vetoriais acima:
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1. Para o subespago vetorial U:

Notemos que se
ui (va)zat) Eu)

entdo, de (E21), deveremos ter
x—y+t+z=0 ou, equivalentemente, y=x+z+t.
Portanto,
sz ) =(x,x+z+1t,z,t)
= (x,x,0,0)+(0,2,2z,0)+ (0,t,0,t)

=X-(1,1,0,0)—i—Z-(O,],],O)—i—t-(O,],O,”,

~\~

=uy =u, =ug

ou seja, o vetor u € U, pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores
U, Uz,U3
(os coeficientes serdo os numeros reais x, z e t, respectivamente), isto &,

U =[wy,u;,us]
:[“)])O>O))(O)])1>O)>(O)1)O>])]) (5'48)

mostrando que o subespago vetorial U é finitamente gerado.

2. Para o subespago vetorial W:

Notemos que se
u=(x,y,z,t) e W,

entdo, de (E23), deveremos ter

x+y—t+z=0 ou, equivalentemente, t=x+y+z.
Portanto,
(X)U)Z) t ):(X»U»Z>X+U+Z)

= (X»0>0>X)+(0>U>O»H)+(0>O>Z>Z)
=x-(1,0,0,1)+y-(0,1,0,1)+z-(0,0,1,1),
N " \%/_/

LRV 2w, 2w

ou seja, o vetor u € U, pode ser escrito como combinagao linear dos vetores

W1 ,W2,W3
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(os coeficientes serdo os nimeros reais x, y e z, respectivamente), isto é,

W = [w;,w;, w3l
= [(1’030)1)3(())130)1)3(())0)])1)])

mostrando que o subespago vetorial W é finitamente gerado.

. Para o subespaco vetorial UNW:

Notemos que se
(x,y,z,t) eUNW,

entdo
(x,y,z,t) el e (x,y,z,t)eW,
ou seja, de (B41), deveremos ter que resolver o seguinte sistema linear
x—y+t+z=0
{x +y—t+z=0
—X

7z =
cujas solugoes sao: ,
t=y

para cada x,y € R.

Deste modo, teremos:

(X,y,\Z/_/,\t/_/) = (X,U,—X,y)

=X =y
= (x,0,—x,0) +(0,y,0,y)
=x-(1,0,—1 )O)+y(0>1 ,0,1)
~— ~———

=V =v,

ou seja, o vetor u € U, pode ser escrito como combinagao linear dos vetores
Vi,V2
(os coeficientes serdo os nimeros reais x € y, respectivamente), isto é,

UﬂW: [V],Vz]
- [(1>Oa_130)>(0>1>03”]>

mostrando que o subespago vetorial U N W ¢é finitamente gerado.

7

(5.49)

(5.50)

Em particular, temos que a soma dos subespacos vetoriais U + W nao é uma soma

direta.
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4. Para o subespago vetorial U + W:
Do item B. da Proposigao (EZZ1), segue que
U=[U e W=WwW,
assim

(

u Eﬁ)hﬂ NIBINTEY e_W()[Wl W2 W3] [

u+w u1,u2,u3]—|—[w1,wz,W3]

doitemB.daProp. (EZZ0)
= [uhUz,Ug,Wth,Ws]-

Com isto teremos que:
U+W:[(])1’O?O)’(O)1 ’]?O)?(O)]30’1)3(1)030)1)?(0’1)031)?(0’0)])1)]
— —_—
TR ,(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)],  (5.51)

mostrando que o subespago vetorial U + W é finitamente gerado.

Observacao 5.52 Observemos que no Ezemplo (EZ8) actma, temos que:

:(130>O>1)+(O>1>130)_(0>0)]>1)-

=W +Uu; +ws.

Portanto, pela Proposi¢do (b-Z23), seque que podemos excluir o vetor

da lista dos geradores do subespaco vetorial real U+ W, que os vetores restantes conti-
nuarao gerando o subespaco vetorial U+ W, 1sto é:

U+V:[(O,1,1,0),(O,],0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)]. (5‘53)

Veremos mais adiante que, no Exzemplo (EZB) acima, este serd o nimero minimo de
geradores para o subespaco vetorial U+ V, ou seja, nao podemos retirar mais nenhum
vetor da lista formada pelos gquatro vetores em (ER3) e ainda continuar gerando o
subespaco vetorial U+ V.

Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagao desta afirmacao.

5.3 Exercicios



Capitulo 6

Dependéncia Linear

6.1 Introducao e Exemplos

No Capitulo anterior, ao estudarmos os geradores de um espago vetorial real (respectivamente,
complexo) procuramos encontrar um determinado conjunto de vetores do mesmo, de modo
que qualquer vetor, do espago vetorial real (respectivamente, complexo) em questdo, pudesse
ser escrito como combinagdo linear dos vetores deste conjunto.
Por exemplo, se os vetores
v e w

geram o espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+,-) entdo, para qualquer u €
V, sera possivel encontrar escalares
o, € R (respectivamente, C),
tais que
u=o0-v+p-w, (6.1)

ou, equivalentemente,
x-v+pB-w—1T-u=0. (6.2)

Note que a combinagao linear acima é igual ao vetor nulo, embora nem todos os escalares
que aparecem em (EJ), sejam necessariamente nulos.
Vejamos agora a seguinte situagao: serd sempre possivel encontrar escalares

o,B,y €R,

nao todos NECESSARIAMENTE nulos, de modo que, em (R3 s+, -), tenhamos

“(]>O>0)+B(O>1)0)+Y(050)]) :(O>O>0)? (63)

E facil verificar que a resposta, neste caso, é nio.

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar essa afirmacao.

Logo a resposta a questdo (E3), significa que nao serd possivel escrever um dos vetores
da combinagdo linear acima, como combinagao linear dos outros dois, no espaco vetorial
(R, +,-).

79
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Isto contrasta com o que ocorreu com os vetores
u, v e w,

que satisfazem (E) ou, equivalentemente (E2).

Em um certo sentido, os vetores que satisfazem (ETI), ou equivalentemente, (E2), guardam
uma certa “dependéncia” entre eles, enquanto no caso (E3), os trés vetores sdo, em certo
sentido, "zndependentes”.

Vejamos, com as defini¢gdes que se seguem, como podemos tornar estes conceitos mais
Precisos.

Definigao 6.4 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) e
UpyUzy -y Un eV.

Diremos que os vetores
U, U,y e Uy

sdo linearmente independentes, em (V,+, ), ou abreviadamente L.1., se a combinagao
linear

cw o Ut o u, =0 (6.5)

ocorrerd, SOMENTE quando os escalares
X, 0, &y € R (respectivamente, C)

forem todos necessariamente nulos, isto €, se, e somente se,

=0 =-=0o,=0. (6.6)
Observagao 6.7
1. Na situagdo da Defini¢cdo (EQ) acima, se os vetores
Wy Us, oy Un
sdo L.I., em (V,+,-), diremos que o conjunto
S={w,uy,-,un}

€ um conjunto L.I., em (V,+,).

2. Notemos que se
=0 ="-=0, =0,

entdo, das propriedades bdsicas de espago vetorial real (respectivamente, com-
plexo), necessariamente, deveremos ter:

o Wy 0 Uy s oy - u, = 0.
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Porém, a reciproca nem sempre € vdlida, isto €, podemos ter uma colecdo finita
de vetores,
ViyV2y:yVn

pertencentes a um espago vetorial real (respectivamente, complezo) e escalares
Ky, 0,y &y € R (respectivamente, C),

nao todos necessariamente nulos, de tal modo que

vt vatot o vy =0. (6.8)

Como um ezxemplo desta situagdo, consideremos no espago vetorial real (R2,+ , )
(onde + e - sdo as operagbes usuais de soma de pares ordenados e multiplicagdo
de numero real por par ordenado, respectivamente) os vetores

vi=(1,1) e vy =(=1,-1).

Neste caso temos que:

0 =(0,0)
=1-(1,1)+1-(-1,-1)
=L,

éo(] éo(z
mostrando que existem escalares
X1,0 € R,

ndo todos necessariamente nulos (mo caso ambos sao iguais a 1), de tal modo que
(E3R) se verifica.

A nocgao de independéncia linear para os vetores
Uy Uzt yUn,
introduzida na Definicdo (EQ) acima, € equivalente a dizer que: se existe
Bi A0, para algum ie€{l1,2,---,n},

entao, necessariamente, deveremos ter

Browi+ B2t By £ O,
independente dos escalares

Biy -+ Bi1yBiry -+ Pn € R (respectivamente, C)
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escolhidos, ou seja, se os vetores
u] )uz y .« .. ,‘len
sdo L.I., em (V,+,-), podemos escrever o vetor nulo

OecV

de uma, Gnica, maneira como combinacao linear dos vetores

Wiy, Upy s yUn,

a saber:
O=0-yy+0-u+---+0-uy,.

Podemos também introduzir a:

Definigao 6.9 Sejam (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) e
U, U, -, Uy € V.
Dizemos que os vetores
Wiy Uzy- sy Un
sdo ditos linearmente dependentes em (V,+,-) ou abreviadamente, L.D., se os vetores
nao forem linearmente independentes em (V,+,-).

Observacao 6.10
1. Na situagdo da Definicdo (EXQ) acima, se os vetores
Uy, Uz, Up
séo L.D., em (V,4+,-), diremos que o conjunto
S={w,uz, - un}

€ um conjunto L.D., em (V,+,).

2. A Definigao (EX), de dependéncia linear acima, para os vetores
UryUzy e yUn,
é equivalente a dizer que € possivel encontrar numeros reats (ou complezos)
KiyXpyrry&ny

nao todos nulos (ou seja, existe, pelo menos, um inidce i, € {1,2,---,n}, de
modo que oy, #0), tais que

w0 uU oy - u, =0,

ou seja, se os vetores
ul ,uz y e ,un
sGo L.D., em (V,+,-), podemos escrever o vetor nulo O € V de, pelo menos, dois

modos diferentes, a saber:

Ow+0-wuy+---+0-u, =0 e U+ uy o Uy = 0.
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Com isto temos a:

Proposicao 6.11 Sejam (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
eu, U, - ,u, €V.
Os vetores

O>u1)u2)"' y Un

sao vetores L.D., em (V,+,-), onde O denota o vetor nulo do espagco vetorial real
(respectivamente, complezo) (V,+,-).

Demonstragao:
De fato, basta verificar que

040w+ O e+ 0w =0,

= =0 ) Zan

ou seja, existem escalares
Oy 0,0y, &y € R (respectivamente, C),
ndo todos nulos (pois « = 1), de modo que
x-O+o-wm+o-w+--+o,-u, =0,

mostrando que os vetores

O,U],uz,"' y Un

sdo de vetores L.D. em (V,+, ), completando a demonstragdo do resultado.

Observacao 6.12 A Proposi¢do (ECL) actma mos diz que qualquer conjunto formado
por vetores de (V,+,-), que contenha o vetor nulo serd L.D., em (V,+,-).

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 6.13 Consideremos o espago vetorial real (R3,+,-) (onde + e - sGo as ope-
racoes usuals de soma de ternas e multiplicagcao de numero real por ternas, respectiva-
mente).

Mostre que os vetores

(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0) € R’
—_—— —— ——

=, =u, =ug

sao L.I. em (R3,+,-) .
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Resolucao:
Para tanto, precisamos encontrar todas as possiveis solucdes da equagao vetorial

w-w+pwt+y - u=0,
ou seja, de: o- (1,1, 1)+p-(1,1,0)+v-(1,0,0)=(0,0,0),
que é equivalente a: (0,0,0) = (axyx,o)+ (B,p,0)+ (v,0,0)
=(a+pB+v,x+p, .

Isto equivale a resolver o sistema linear

x+p+y=0
x+p3=0 ,
y=0

que possui uma tnica solugdo, a saber :

(X:B:‘y:o.

A verificagdo deste fato é simples e serd deixada como exercicio para leitor (para maiores
informacdes veja o Apéndice (B)).
Logo, os vetores
(] )1?1))(1 ?] )O)?(1 )O?O) €R3

sao L.D. em (R3 s+ -), completando a resolugao.

O
Temos também o:

Exemplo 6.14 Consideremos o espag¢o vetorial real (R3,—l—,-) (onde + e - sdGo as ope-
ragoes usuais de soma de ternas e multiplicacao de numero real por ternas, respectiva-
mente).

Consideremos os vetores em (R3,+, -), dados por:

w i(X],U],Z]), uzi(XZﬂ:JZ)ZZ) € U3£ (Xg,l_ﬁ,,lg)- (615)

Encontre uma condigcao necessaria e suficiente para que os vetores

u, U, us,
sejam L.I., em (RS,—i—,-) .

Resolugao:
Observemos que, os vetores
U, Uz, U3

serao L.I., em (R3 ,+, ~), se, e somente se, a equagao vetorial

o w ot oag-u3 =0, (6.16)
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apresentar como tnica solugdo os escalares
X :0622063:0. (6.17)
Por outro lado, observemos que

oW o UyF oz uz =0 (X1,Y1,21) F o (X2,Y2,22) + 30 (X3,Y3,23)
= (o %9 y X1Y1, &g z1) + (062X2>062y2>06222) + (0€3X3>0€3y3>0¢323)

= (o1 X1 + 02 X2 + 43 X3 yX1 Y1+ oY+ a3ys , & Z + 2y + o3 23)

N~ N~

que é equivalente ao sistema linear, de trés equagdes a trés incégnitas (que sdo os escalares
X1, X2, “3):

.
X X1+ oxy+ oz3x3 =0

oqy1+oczyz+oc3y3:0 y

Gkl + oz + o323 =0

X1 X2 X3 X 0
ou equivalentemente: Yr Y2 Yz x|=10]. (6.18)
T oz o3 0

Logo, para que a equagdo vetorial (ECI8) possua somente a solugdo (EI1), é necessario
e suficiente, que o sistema linear ou a equgdo matricial (E13), somente admita a solugdo

Mas, como se sabe, isto é equivalente a dizer que a matriz dos coeficientes do sistema
linear ou da equagdo matricial (ETI8), isto é, a matriz

X1 X2 X3
Y Y2 Y3
Z1 Zp Z3

possua determinante diferente de zero (veja o Corolario (BZ3) do Apéndice (B)).
Notemos que as colunas desta matriz acima, sdo formadas pelas entradas que compdoem

os vetores
up, u; € U3

em (B13).

Observacao 6.19 O mesmo resultado vale se colocarmos os coeficientes dos vetores
up, w e U3
como as linhas de uma matriz. Por qué? justifique sua resposta.

Deixaremos como exercicio para o leitor a extensdo do Exemplo (E14) acima, a saber:
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Exercicio 6.20 Consideremos o espago vetorial real (R",+,-) (onde + e - sGo as ope-
racoes usuais de soma de n-uplas e multiplicagao de numero real por n-upla, respecti-
vamente).
Enuncie e demonstre um resultado andlogo ao Ezemplo (E4) acima, para uma
colecao
Uy Uz, -y Uk

de vetores do espacgo vetorial real (R™,+,-), onde k € {1,2,--- ,n} estd fizado.
Temos também o:

Exemplo 6.21 Consideremos o espago vetorial real (M;(R),+,:) (onde + e - sdo as
operagdes usuats de M;(R) ).
Mostre que as matrizes

. (1 0 (101 . (0 1

sdo L.D., em (M,(R),+,").

Resolucao:
Para isto, precisamos estudar todas as possiveis solucdes, que denotaremos por

“1)“2)“3€R’

da equagao vetorial:
-t utoaz-uz =0, (6.23)

onde O, denota a matriz nula de (M;(R),+,-), ou, equivalentemente, encontrar todas as
possiveis solugdes da equagao matricial

S WY & R (IR A
"o 1 2lo 1 o o)/ " \o o)’

_ o+ o+ og
0 o+ o)

que é equivalente a equagao matricial

X+ o+ o _ 00 ) (6.24)
0 o1 + o 00
ou ainda, equivalente ao sistema linear, de quatro equagBes a trés incognitas (a saber,
K1, X2y X3 ER)Z

o +a,=0
o+ o3 =0 (625)
0=0 ’ ’

o +oa,=0
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que possui solugdes do tipo
(ot 0, 03) = (00, —ag, 011),

para cada oy € R.
A demonstragao desta dlitma afirmacdo é simples e serd deixada como exercicio para o
leitor.
Logo, escolhendo-se
X1 =1 ,

teremos que
xm=—1 e o=1,

serdo solugdes (ndo identicamente nulas) do sistema linear (E23) ou, equivalentemente, da
equagdo vetorial (E223).
Dessa forma, os vetores
wu, U € U3

serd L.D., em (M;(R),+, ), completando a resolugdo.
[

Observagao 6.26 Um outro modo de resolver o Ezemplo (EZ20) acima, € observar que
U =u; +us.

A verificagdo deste fato € simples e serd derxada como exercicio para o leitor.
Notemos que a identidade actma € equivalente a escrever

T-w+ (=1 u+1-u3=0,
ou seja, pela Definigdo (EH), os vetores
u, u e ug
s@o L.D., em (M;(R),+,").
Temos também o:

Exemplo 6.27 Consideremos o espago vetorial real (Cl (R; R),+,-) (onde + e - sao
as operacoes usuais de soma de funcoes e multiplicacao de numero real por funcao,
respectivamente).

Verifiqgue se as fungées f e g sGo L.I. ou L.D., em (C1 (R; R) ,+,-), onde

f(x) =cos(x) e g(x)=sen(x), paracada xé€R. (6.28)

Resolugao:
Como as fungdes f e g sdo funcdes definidas em R, a equagdo vetorial

oax-f+p-f=0, (6.29)
onde O, denota a fungao identicamente nula em R, serd equivalente a equagdo
af(x)+pg(x) =0, paratodo x€R.

Em particular, a identidade acima devera ser valida para:
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1. x =0, ou seja:
0=uof(0)+pg(0)

=)

acos(0) +3 sen(0)
W—/ W—/

=1 =0
ou seja, x=0.

2 = —, ou seja
. X u :
2’ !

ou seja, p=0.

Conclusao: a tnica solugdo da equagdo vetorial (E29) sera
x=p3=0,
portanto, as fungdes
feg

sdo L.I, em (C'(R; R),+,"), completando a resolugdo.
]
11.09.2015 - 8.a]

Um outro semelhante é dado pelo:

Exemplo 6.30 Consideremos o espaco vetorial real (C] (R; R),—i—,-) (onde + e - sdo
as operacoes usuais de soma de fungoes e multiplicagcado de numero real por funcgao,
respectivamente).

Verifique se as fungées f, g e h sGo L.D. ou L.I. em (C'(R;R),+,), onde

f(x) =cos’(x), g(x)=sen’(x) e h(x)=1, paracada xcR. (6.31)

Resolucgao:
Observemos que
cos’(x) + sen’(x) =1, paracada xe€R,

ou seja,
cos’(x) + sen’(x) —1 =0, paracada x€R,

que, devido a (EZ30), é equivalente a escrever

1-f+1-g+(—=1)-h=0,
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onde O, denota a fungdo identicamente mula.
Logo a equagdo vetorial

x-f+B-g+y-h=0,

possui uma solugdo ndo trivial, a saber

Portanto as funcoes

sdo L.D., em (C'(R; R),+,-).

Deixaremos a resolugdo para o leitor do:

Exercicio 6.32 Consideremos o espago vetorial real (CWR; R) ,+,-) (onde + e - sao
as operacoes usuais de soma de funcoes e multiplicagcdo de numero real por funcgao,
respectivamente).

Sejam

f(x) =cos(2x), g(x)=cos’(x) e h(x)= sen’(x), para cada x€R.
Mostre que as funcoes
f,g eh
sdo L.D., em (C'(R; R),+,") .

6.2 Propriedades da dependéncia linear
Comegaremos pela seguinte caraterizagao equivalente de dependéncia linear:

Proposigao 6.33 Consideremos o espaco vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,)
e

LL],LLz,"',LLnEV.

Os vetores

WUi,Uz,y--yUp

ségo L.D., em (V,+,-), se, e somente se, pelo menos um dos vetores da cole¢do pode

ser escrito como combinagdo linear dos restantes, ou seja, existem i, € {1,---,n} e
escalares

Ky y K1y Kig+1y - K €R ou (C)>
modo que

uiOZO(,]-LL]—{-..._{_oqo_].mo_]+mo+].mo+]+...+%,%.
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Demonstragao:
Observemos que se um dos vetores da colecdo de vetores

WU, Uzy 0y Up,

digamos u;,, para algum i, € {1,2,---,n}, se escreve como combinagdo linear dos restantes,
ou seja, dos vetores

WUry oy W1y W41y 777y Un,
entdo deverdo existir escalares
Oy vy Kig—1y Kig+1y " <, &y € R (respectivamente, C),
tais que
Uip = &1 - Wy Ky Wit + Qi1 - Wigyr 0 F G - Uy (6.34)

Mas (E234) é equivalente a

O=og w4+ &1 U1 — Uip + Kiga1 - Wigs1 + -+ X - Up
=0 W+ Kot Wi+ (=T) Wi, K Wiggr o0 o Un,

onde O, é o vetor nulo do espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+, ), ou seja,
a equagao vetorial

X1y R Wit K Uiy X1 Wi o F U = O
possui uma solugdo ndo trivial (a saber, o, = —1), o que mostra que a colegdo de vetores
U, Uy yUp

éL.D.em (V,+,).
Por outro lado, se a colegao de vetores

Ur,Uz,y-- U

éLD.em (V,+,-).
Entdo existem escalares

X, 0,y &y € R (respectivamente, C),
ndo todos nulos, digamos que «;, # 0, para algum i, € {1,2,--- ,n}, tais que
0 Uy e O Wit T g, Wiy T g1 Wigpl o G Uy = 0,
ou, equivalentemente,
—0, Wi, = 07 W e X Wi gt Wigr o Oy Uy

Como
O(’io ;A O)
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teremos

(04] XK, —1 K +1 (0.6
mozz.u]_{_..._{_ t Ui, + tot Ui+ n

o - 1.'O - 1.'0 - 1"0

s Unp,
ou seja, o vetor u,, , da colegao de vetores

Wiy Uy- - yUn,

pode ser obtido como combinagdo linear dos vetores restantes, a saber, dos vetores
Wiy sy Wig—1y Wig+1y "ty Uny

terminando a demonstragao do resultado.

Com isto temos a:

Proposicao 6.35 Consideremos o espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+, )
e
U, U2y yUp cV.

Suponhamos que o conjunto de vetores S = {u;,uy,---,u,t € L.D. em (V,+,:) e
T CV, satisfaz
SCT.

Entdo o conjunto T também serd L.D. em (V,+,-).

Demonstracgao:

Faremos a demonstragao supondo que o conjunto T é formado por um ntmero finito de
vetores.

O caso em que o conjunto T é ndo finito é consequéncia do caso finito e serd deixado como
exercicio para o leitor.

Vamos mostrar que se

Wiyt Uy Unty ooy Uy €V
sdo tais que
S={w,uy,- - un}

é um conjunto formado por vetores que sdo L.D. em (V,+,-), entdo o conjunto

Tﬁ{lh y U2y oy Upy Unyry - )um}

também é um conjunto formado por vetores que sdo L.D. em (V,+,-).
Como o conjunto S é L.D. em (V,+,-), existem escalares

X, 0,y &y € R (respectivamente, C),
ndo todos nulos, ou seja,

i, #0, paraalgum 1i,€{1,2,---,n},



92 CAPITULO 6. DEPENDENCIA LINEAR
tais que
o w0y Uy, o u, =0 (6.36)

Como S C T, segue que u;, € T e, de (E223), segue também que
o .u]_|_...+o(io.uio+...+o(n.un_|_o.un+]_|_..._|_O.u_m:O. (637)

possui uma solugdo ndo identicamente nula, pois «;, # 0.
Portanto o conjunto T é formado por vetores que sdo L.D. em (V,+,-), completando a
demonstracdo do resultado.

Observacao 6.38 O resultado acima nos diz que qualquer subconjunto de um espaco
vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-), que contenha como subconjunto, um
conjunto que € L.D. em (V,+,-), deverd ser, necessariamente L.D. em (V,+,-).

Um outro resultado importante é dado pela:

Proposicao 6.39 Consideremos o espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+, )
e
UpyUzy - )umev°

Suponhamos que os vetores
U, Uy y Uy

sdo L.I. em (V,+,-).
Entdo qualquer subcolecdo destes vetores também serd L.I. em (V,+,-).

Demonstragao:
Basta mostrar que se os vetores

Upy ooy Uny Unpgy oy Um
sdo L.I. em (V,+,-), entdo os vetores
u])”')LLn

também serdo L.I. em (V,+,).
Para isto suponhamos que

Notemos que a equagdo vetorial (EZ0) pode ser reescrita como:
Br-wi4 - +Pn-Un+0- U1+ +0-up,=0. (6.41)

Como os vetores

Upy oy UnyUnpry ooy Unm
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sdo L.I. em (V,+,-), segue que a tnica solugdo para a equagio vetorial (EZ1) sera

B]ZBZZ"':Bn:O)

ou seja, os vetores
W )uz y e )‘u/n

sdo L.I. em (V,+,-), como queriamos demonstrar.

Observagao 6.42 O resultado actma nos diz que qualquer subconjunto de um conjunto
de vetores que € L.I., em (V,+,-), deverd, necessariamente, ser L.I., em (V,+,-).

Um outro resultado importante é dado pela:

Proposicao 6.43 Consideremos o espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,)

e
U,U,Up, -, Uy € V.
Suponhamos que os vetores
Uy, Uy, -y Wy, S@o L.I. em (V,+,),
e 0s vetores
u,u,uy, -, Uy, sao L.D. em (V,+,-).

Entao o vetor u deverd ser escrito como uma combinac¢ao linear dos vetores

w ’uz e )‘u/n’
ou seja,
ueu,uy, - ,uUyl.
Demonstragao:
Notemos que, como os vetores
WyUpyUpy: sy Un,

sdo L.D. em (V,+,-), deverdo existir escalares
[3 ) [31 ) BZ y" T Bn-H ) nao todos nU-losy (6'44)

tais que
B-u+Br-w+Br st +Bu-u =0, (6.45)

Afirmamos que

p#0.

Suponhamos, por absurdo, que
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A expressdo (EZH) tornar-se-a:
Br-w+P2-up+---+Pn-u, =0.

Como, por hipétese, os vetores

ul)uz)... ,un

sdo L.I. em (V,+,-), deveriamos, necessariamente, ter

Br=PF2=-=Ppn=0, (6.46)

o que contrariaria (EZ4) (pois estamos supondo que = 0).
Portanto deveremos ter

p#0.

Com isto, (EZH) seréd equivalente a

—Bou=Brw B
61 Bn

e como 3 # 0, teremos: U=— U+ -+ — Uy,

ou ainda, o vetor u pode ser obtido como combinacdo linear dos vetores

U, Uz, 0y Un,

como queriamos demonstrar.

Pra finalizar temos a:

Proposicao 6.47 Consideremos o espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,)
e

U, Uy, -y Uy

vetores L.I. em (V,+,-).
Entao cada vetor

Ve ['LL],'LLZ,"' )un]

se escreve, de maneira inica, como combinag¢ao linear dos vetores
Upy U2y yUn,
1sto €, existem Unicos escalares
X, 0, 0y € R (respectivamente, C),

tais que
V=0 W o U s+ O Uy (6.48)
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Prova:
De fato, se
VE U, Uy, U,
temos que existem escalares
X, 0, &y € R (respectivamente, C),

tais que (EZR) ocorre.
Suponhamos que existam escalares

Xy 02y Oy P1yP2y Pn € R (respectivamente, C),
tais que
V:OC]‘U]+OCZ'U2+"'+O(“'U,H
=B w+Br-u+-+ PnUn, (6.49)

ou seja, o vetor v pode ser escrito de, pelo menos, duas maneiras como combinagao linear dos
vetores
Uy Up,y ey Uy

Mostremos que
oy =Bj, paracada je{l,2,---,nj.

Para isto, observemos que (EZ9) é equivalente a:
(0 -wi o -t am-un) = (Br-w +Pa-up+ -+ Ba-un) =0,
que, por sua vez, pode ser escrita como
(o1 —=B1)-w + (g —P2) -+ + (& —Bn) - un =0.

Mas, por hipétese, os vetores
U, Uy, - Uy

sdo L.I.em (V,+,-).
Logo, necessariamente, deveremos ter

oj—Pj =0, paracada je{l,2,---,n},

isto é, o =Bj, paracada je{l,2,---,nj},
como queriamos demonstrar.
Observagao 6.50 Vale uma certa reciproca da Proposi¢do (EZ4) acima, a saber: se

cada vetor
vE WU, U,
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se escreve, de maneira unica, como combinagao linear dos vetores

Upy, U2y yUp,

entdo os vetores
U, Uy ey Uy

deverao ser L.I. em (V,+,-).

De fato, pois, em particular, o vetor nulo O € V, por hipdtese, se escreve de modo
unico como combinagao linear dos vetores

Uy, Uzy - yUnp,
1sto €, se O=o0 W+ U+ -+ &y Un,
necessariamente, deveremos ter: ===, =0, (6.51)

pois este é o unico modo de escrever o vetor nulo como combing¢ao linear dos vetores
U, Uy, -+, Uy, mostrando que os vetores

U, Uy e Uy

serdo L.I. em (V,+,-), como afirmamos.

6.3 Exercicios



Capitulo 7

Base, Dimensao e Coordenadas

7.1 Base

A nog3o de base de um espago vetorial real (respectivamente, complexo) é semelhante a que
foi introduzida no curso de Geometria Analitica para o R? ou o R3.

Ela consiste em escolher um conjunto de geradores do espago vetorial real (respectiva-
mente, complexo) finitamente gerado em questdo, que contenha o menor niimero de vetores
possivel, isto é, um conjunto que gere o espago vetorial real (respectivamente, complexo),
mas que se deste conjunto for retirado qualquer elemento, o conjunto que restard nao gerara
mais o espago vetorial real (respectivamente, complexo) em questéo.

Mais precisamente, temos a:

Definigao 7.1 Seja V # {0}, (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, com-
plezo) finitamente gerado.
Definimos uma base do espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+,-),

como sendo um conjunto finito de vetores, que indicaremos por B, formado por vetores
L.I. em (V,+,) e que gera (V,+,-), isto €,

Bl=V e BéL.Iem(V,+,) .
Consideremos os seguintes exemplos:

Exemplo 7.2 Consideremos o espago vetorial real (R3,+,-) (onde + e - sGo as opera-
¢oes usuais de adicao de ternas e multiplicagao de numero real por terna, respectiva-
mente).

Mostre que o conjunto

B ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
é uma base de (R3,+,-).

Resolucao:
Notemos que o espago vetorial real (R3 s+, ) é finitamente gerado.
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

97
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E facil mostrar que os vetores do conjunto B sdo L.I. em (R3 s+ )
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Além disso se (x,y,z) € R3, temos que

(X,yﬂ) = (X>O>O)+(O>y>0)+(030>2)
=X'(1,O>O)+U'(OJ)O)‘FZ'(O»O»])»

mostrando que os vetores do conjunto B geram (]R3 s+ '), isto &,
Bl =R>.

Logo, segue da Definigdo (IZT), que o conjunto B sera uma base para (R*,+,-).
0J
Podemos estender o Exemplo () acima, como afirma o seguinte exercicio abaixo, cuja
resolugdo serd deixada a cargo do leitor.

Exercicio 7.3 Consideremos o espago vetorial real (R™,+,-) (onde + e - sGo as opera-
¢oes usuats de soma de n-uplas e multiplicacao de numero real por n-upla, respectiva-
mente).
Mostre que o conjunto
B ={e y €2y >en}an>

onde

eli(])oy"')OL"'»eji(o""»()) \]/_, )"'»O)>"'eni(ov"'>o>])

j—ésima posigdo

€ uma base de (R™,+,-).
Temos também o:

Exemplo 7.4 Consideremos o espacgo vetorial real (R2,+,~) (onde + e - sGo as ope-
ragoes usuats de soma de pares ordenados e multiplicacdo de numero real por par
ordenado, respectivamente).

Mostre que o conjunto

é uma base de (R*,+,").

Resolugao:
E preciso mostrar que os vetores de 3 sdo L.I. em (Rz s+ ) e que todo vetor do espago
vetorial real (Rz s+ ~), pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores do conjunto B.
Segue, da Observagdo (E20), que basta mostrarmos que todo vetor de (]R2 s+ ) Sse escreve,
de maneira Gnica, como combinagao linear dos vetores

w=(1,1) e w=(1,-1). (7.5)
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Para isto, consideremos
u=(x,y) e R?.

O nosso problema se resume a mostrar que existem dnicos
x, 00 €R,
tais que
u = (X»y)
=00 -U + - U

3
Do (1, )+ (1,-1)
= (o1, 000) + (02, —0x2)

= (o + a2, 1 —x2).

Esta identidade é equivalente ao seguinte sistema linear:

X+ o) =X
X —& =Yy
Resolvendo o sistema linear (deixaremos a resolugdo do mesmo como exercicio para o

leitor), obteremos uma tnica solugdo, dada por

X+ X —
_ Zy e - zy’

mostrando que o conjunto B é uma base para (]R2 s+ )

X1

Deixaremos, para o leitor, a resolucdo dos seguintes exercicios:

Exercicio 7.6 Consideremos o espago vetorial real (My(R),+,-) (onde + e - sdo as
operagoes usuais de soma de matrizes e multiplicagcdo de numero real por matrizes,
respectivamente).

Mostre que o conjunto

B 10 0 1 0 0 00
“J\o o)\o o/>\1 0)\0 1
€ uma base de (My(R),+, ")

Exercicio 7.7 Consideremos o espago vetorial real (#;(R),+,:) (onde + e - sdo as
operagoes usuats de soma de funcdes e de multiplicagcdo de numero real por funcgao,
respectivamente).
Mostre que o conjunto
B={p,q,r}

€ uma base de (%;(R),+,-), onde

px)=T4+x%x, qx)=1—x e 7v(x)=1—x*para cada x€R.
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Temos o seguinte resultado:

Proposicao 7.8 Constderemos o espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-)
e suponhamos que o conjunto B ={u;,u;,, - ,u,} € uma base de (V,+,-).
Entao o conjunto

Bli{‘l'u)uZ)"' )u’n.—]}

nao poderd ser uma base de (V,+,-).

Demonstracao:
Suponhamos, por absurdo, que o conjunto

B/:{'Lh,uz,,"' )un—1}

é uma base de (V,+, ).
Como u, € Ve B’ é uma base de (V,+, ), deverdo existir escalares

o € R (respectivamente, C), para je{1,2,--- ,n—1},
de modo que
Uy = X1 - U+ 0 U+ -+ Xpog - Up_1,
istoé, O=o-w+- - +& 1 U1~ Un
=0 W F e Ot Ung (1) U,
ou seja, os vetores

U, Uy ey Uy

sdo L.D. em (V,+,), o que seria um absurdo pois, por hipétese, os vetores
U, Uy, -y Uy

sdo L.I. em (V,+,-) (pertencem a uma base de (V,+,-)).
Portanto o conjunto

BIZ{Unuz,"' )un—l})

ndo podera ser uma base de (V,+,-), como queriamos demonstrar.

Temos também o seguinte importante resultado:

Teorema 7.9 Seja V # {0} tal que (V,+,-) € um espacgo vetorial real (respectivamente,
complezo) finitamente gerado.

Entdo (V,+,-) admite uma base.

Em outras palavras, existe um conjunto finito B, formado por vetores de (V,+,-),
que sdo L.I. em (V,+,-) e que gera (V,+,-), ou seja,

Bl=V e BéLI em (V,+,-).
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Prova:
Como V # {O} e (V,+,-) é um espago vetorial real (respectivamente, complexo) finita-
mente gerado, existem vetores

UpyUzy- sy Un EV,
tais que
V=[u,u, - ,ul.
Notemos que, se o conjunto
Bi{u1’u2>"' »un}

for formado por vetores que sdo L.I. em (V,+,-), entdo o conjunto B serd uma base de
(V,+,-), terminando a demonstragao.

Por outro lado, se o conjunto B é L.D. em (V,+,-) (isto é, os vetores u;,u,,---,u, sdo
L.D.em (V,+,")), como V # {0}, existe, pelo menos, um j, € {1,2,---,n}, de modo que

u, # 0.
Sem perda de generalidade, podemos supor que
w #0, istoé, j,=1.
Se todo vetor
uj, para je€{2,3,---,n}

puder ser escrito como combinacdo linear do vetor u;, entdo segue que
V= [w]

e o conjunto B = {u,} serd uma base de (V,+,-), terminando a demonstragao.
Caso isto ndo ocorra, é porque existe um vetor

W, paraalgum j1€{2,3,---,n},
tal que os vetores
Uy, Wy,

sdo L.I.em (V,+,-).
Sem perda de generalidade, podemos supor que o vetor u, seja tal vetor, ou seja, j; = 2,
isto é, os vetores
U, u;

sioL.I.em (V,+,").
Se todos os vetores
U3y Ug -y Uy,

puderem ser escritos como combinagdes lineares dos vetores

u,uy,
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entdo segue que
V= [u,uy]
e o conjunto B = {u;,u;} serd uma base de (V,+,).
Caso, contrario, podemos repetir o processo acima e como o numero de elementos do
conjunto

{wr,ug, - yun)

é finito, o processo ira findar, ap6és um nimero finito de passos.
Desse modo, podemos encontrar uma colegédo finita de vetores L.I. em (V,+, ), dentre os
vetores do conjunto

{LL] y U2y o »u’n}
que geram (V,+,-), isto é, uma base de (V,+, ), finalizando a demonstragao.
|

Observacao 7.10 Resumando, o resultado actma mnos diz que todo espago vetorial real
(respectivamente, complezo), nao identicamente nulo, finitamente gerado tem, pelo
menos, uma base, ou seja, uma colecao finita de vetores L.I. que geram o espaco
vetorial real (respectivamente, complezo) em questdo.

O exemplo a seguir trata de dois espagos vetoriais, um sobre R e o outro sobre C.

Exercicio 7.11 Consideremos V = C munido das sequinte opera¢cdes usuais e adigdo de
numeros complexos e de multiplicagcdo de numero real por nimero complezo.
Mazs precisamente, temos:

C={(a,b);a,beR} (=R?.
Constderemos a adig¢ao +: C x C — C definida do seguinte modo: se

z=(a,b), w=(c,d) eC
defintmos

z+w=(a+c,b+d)eC (7.12)
e a multiplicagio (por nimero real) -.R x C — C definida do sequinte modo: se

AeR e z=(a,b)eC
defintmos

A, z=(Aa,Ab) e C. (7.13)

Por outro lado, podemos definir a multiplicacGo por numero complexo, ou seja,
R x C — C definida do seguinte modo: se

A=(c,d)eC e z=(a,b)eC
defintmos
A.z=(ac—bd,ad+cb) eC, (7.14)

que € a multiplicagdo usual de numeros complexos.
Encontrar uma base e a dimensdo do espago vetorial real (C,+,-,) e do espago
vetorial complezo (C,+,-.).
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Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que (C,+,-,) é um espago vetorial real
e (C,+,-.) é um espago vetorial complexo.

Encontremos uma base e a dimensdo do espago vetorial real (C,+,-,).

Notemos que o conjunto

B ={(1,0),(0,1)}
é uma base para o espago vetorial real (C,+,-,), pois o conjunto B é L.I. em (C,+,-,) e se
z=(a,b) € C, segue que

()

Z:(a)b) (G,O)—I—(O,b)
(=3)

- a'm(1)o)+b'ﬂg(0)1))

ou seja, o conjunto B gera o espago vetorial real (C,+,-,).
Em particular, como veremos na préxima segdo, teremos

dim, (C) = 2.

Por outro lado, o conjunto
¢ ={(1,0)}

é uma base para o espago vetorial complexo (C,+,-.).
De fato, pois o conjunto C ¢ L.I. em (C,+,-.) ese z= (a,b) € C segue que
(=3)
z= (Cl,b) = ((l,b) C(] )O)
——
A

:)\'c(])o))

ou seja, o conjunto C gera o espago vetorial complexo (C,+,-.).
Em particular, , como veremos na préxima segao, teremos

dim (C) =1.

Conclusao: considerar, quando possivel, um espaco vetorial sobre os reais ou sobre os
complexos pode alterar a sua dimensdo, que serd definida na préxima segao.
13.09.2015 - 9.a]

7.2 Dimensao
Para iniciar esta secdo temos o seguinte resultado fundamental para o que segue:

Teorema 7.15 Seja V # {0} tal que (V,+,-) é um espaco vetorial real (respectivamente,
complezo) finitamente gerado.
Entao toda base de (V,+,-) possut o mesmo numero de vetores.



104 CAPITULO 7. BASE, DIMENSAO E COORDENADAS

Prova:
Observemos primeiramente que, do Teorema ([3), segue que (V,+,-) admite uma base.
Sejam
Bi{uJ)uZ)'”)un} € Ci{\/'],\)z,“‘,\)m}
duas bases do espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+,-).

Nosso objetivo é mostrar que
m=n,

ou seja, qualquer base de (V,+,-) devera ter, exatamente, n elementos.
Suponhamos, por absurdo, que

n>m. (7.16)
Como os vetores
Vi, V2,5, Vm
geram (V,+,-) (pois o conjunto C é uma base de (V,+,-)), para cada j € {1,2,---,n},

podemos escrever o vetor u;, como combinagao linear dos vetores
Vi,V2y: 3 Vm,
isto é, existem escalares
01y, Xojy -+ -y Xy € R (respectivamente, C),
tais que

U,j=OC1j'V1+OC]2'V2+"'+Oij-Vm

= ZO(;LJ' *Vi. (717)
i=1
Assim, de (I7), segue que, se
0= . u 4+ 4By 7.18
B1 Ny b \Un/ ( )
[ramw ) (T2)

(
m
E Xi1 - Vi E Kin * Vi

i=1 i=1

261.<Z%.vi>+...+5n. (i%%)

i=1

n

D B (Z i -vi>

i i=1

—.

Z ZB;’“H) Vi,

i=1 j=1
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ou seja,
n n
(ZBjOL]j) *Vq + 4 (ZBJOCm]> 'VmZO.
j=1 j=1
Como os vetores
'\)] )'\}2 y P )vm

sdo L.I. em (V,+,-), deveremos ter
Z%’ B; =0, paracada ie{l,2,---,m}.
j=1

As identidades acima correspondem a um sistema linear homogéneo de m equagdes com
n incognitas, a saber,
Bi» para 1€{J>2)"'an}-

Como
n>m,

existe uma solugdo ndo trivial deste sistema linear (hd mais incégnitas (no caso, n) do que
equagOes (no caso, m)), isto é, uma solugdo

B])BZ)"')Bn

onde
Bjo%o) paraalgum ]'06{1,2,'“,“},

pois a solugao trivial,
Br="=Bn=0

é sempre solugdo de um sistema linear homogéneo (veja Apéndice (B)).
Logo, de ([L13), segue que os vetores

U, Uz, Un

deverdo ser L.D. em (V,+,-), o que é um absurdo pois, por hipdtese, o conjunto
B={w,u, - ,u,}

é uma base de (V,+, ).

Logo deveremos ter

De modo semelhante, mostra-se que

ou s€ja,

completando a demonstragao do resultado.
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Observagao 7.19 Resumindo, o resultado acima nos diz que qualquer base de um espa-
¢o vetorial real (respectivamente, complezo), ndo identicamente nulo, finitamente ge-
rado, tem o mesmo numero de vetores.

Com o resultado acima podemos introduzir a:

Definigao 7.20 Seja (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) fini-

tamente gerado.
Se
V= {O})

defintremos a dimensao de V, como sendo 0 e escreveremos

dim(V) = 0.

Se
Vv #{0},

definiremos a dimensao de (V,+,:), como sendo o numero de elementos de uma base

qualquer de (V,+,-) e escreveremos
dim(V) = numero de elementos de uma base qualquer de (V,+,-),

ou seja, utilizaremos o simbolo dim(V), para denotar a dimensdo do espago vetorial
real (respectivamente, complezo) (V,+,-) que € finitamente gerado.

Defini¢ao 7.21 Se um espacgo vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-) nao é
finitamente gerado, diremos que ele tem dimensao nao finita.

Com isto temos a:

Proposicao 7.22 Seja (V,+,-) um espacgo vetorial real (respectivamente, complezo) de
dimensao nao finita.

Entao (V,+,-) possui, pelo menos, um subconjunto formado por um numero nao
finito de vetores L.I. em (V,+,-).

Prova:
Temos que
V #{0}
pois, caso contrario,
dim(V) =0,

o que contraria o fato de sua dimensao ser infinita.

Selecione u; € V, de modo que
w 75 0.

Como (V,+,-) ndo é finitamente gerado temos que

(Wl CV e V#l.
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Logo, existe

w eV, talque u; ¢ [y].

Desta forma, os vetores u;,u; sdo L.I. em (V,+,-) pois, caso contrario, se fosse L.D. em
(V,+,), deveriamos ter u,; € [uy] (pois u; # O).
Além disso, temos que
(W, wlCV e V#[u,uwl,

caso contrério, (V,+,-) teria dimensdo finita (no caso, igual a 2).
Prosseguindo com as idéias acima, suponhamos que tenhamos encontrado vetores

u1,uz,---,uﬂ€V

LI em (V,+,).
Como (V,+,-) ndo é finitamente gerado, segue que

[u1,uz,---,un]§V € V#hﬂ)uZ)"')ufn]-
Logo , existe

U1 €V, talque w1 & [w,uy, - ,unl, (7.23)

assim os vetores

UpyUp -y Uny Upg eV

deverdo ser L.I. em (V,+,-) pois, caso contrario, como os vetores

Up, -y Uy

sdo L.I. em (V,+,-), pela Proposi¢do (EZ3), deveriamos ter

W41 S [U.])U.z,"' )u'n])

o que contrariaria (23).

Portanto, para qualquer conjunto finito de vetores L.I. em (V,+,-), podemos sempre
encontrar um vetor, que nao estd no subespago gerado por esse conjunto finito, e que, além
disso, reunindo este vetor ao conjunto finito que tinhamos, obteremos um conjunto L.I. em
(V,+,), ou seja, existe em (V,+,-) um conjunto formado por infinitos de vetores L.I. em
(V,+,-), como queriamos demonstrar.

Como consequéncia da demonstragdo do Teorema (IH) temos a:

Proposigao 7.24 Seja um espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-) de
dimensao m fizada.

Entao qualquer conjunto de vetores de (V,+,-) com mais de m elementos €, neces-
saritamente, L.D. em (V,+,-).
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Demonstragao:
Suponhamos, por absurdo que, os vetores

u])uZ)"')u/neV

sdo L.I.em (V,+,-), com
n>m.

Entdo, seguindo a demonstragdo do Teorema (IIH), a partir de (IH), obteremos um
absurdo.

Logo, mais de m vetores em (V,+,-) deverdo ser L.D. em (V,+,-), como queriamos
demonstrar.

Como consequéncia temos o:

Corolario 7.25 Todo subespago vetorial de um espago vetorial real (respectivamente,
complezo) de dimensdo finita, também terd dimensdo finita.

Prova:

Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complexo) de dimensdo finita e
W um subespago vetorial de (V,+, ).

Suponhamos, por absurdo, que o espago vetorial real (respectivamente, complexo) (W, +,-)
tivesse dimensdo nao finita.

Pela Proposigdo (22), existiria um subconjunto L.I. em (V,+,-), formado por vetores
de W, com um ntmero nao finito de elementos.

Como estes vetores também sdo L.I. em (V,+,-), pela Proposigdo (24), o numero deles
deveria ser menor do que a dimensao de V, que é finita, o que seria um absurdo.

Logo a dimensao do espago vetorial real (respectivamente, complexo) W devera ser finita,
como queriamos demonstrar.

Observacao 7.26

1. Na verdade podemos ser um pouco mais precisos na conclusdo do Coroldrio ([ZH)
actma, a saber: suponhamos que W um subespago vetorial de (V,+,-), que tem
dimensao finita n.

Entao
dim(W) <n,

ou seja,
dim(W) <dim(V).

Para mostrar 1sto basta supor, por absurdo, que

dim(W) > m.
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Neste caso ezxistiria uma base de (W,+v,-v), formada por mais que m vetores,
em particular, existem mais que m vetores L.I. em (W, ,+vy,-y) (onde +v e -y
indicam as operacgoes de soma de elementos de V e multiplicacao de elementos de
V, respectivamente).

Assim os elementos desta base de (W ,+v,-y) também sergo L.I. em (V,+,-), ou
seja, existe um subconjunto formado por vetores L.I. em (V,+,-) que tém mais
que m elementos.

Como

m > dim(V),
pela Proposi¢do ([7-24), teriamos um absurdo.
Portanto

dim(W) < dim(V).

2. Se o espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-) tem dimensdo n, di-
remos que ele é um espago vetorial real (respectivamente, complezo) n-dimensional.

Temos também o:

Corolario 7.27 Suponhamos que (V,+,-) € um espago vetorial real (respectivamente,
complezo) n-dimensional e os vetores

Wy, Uy y Uy

sgo L.I. em (V,+,").
Entdo estes vetores formam uma base de (V,+,-).

Demonstragao:
Seja
B={u,u, - ,u,}
formado por n vetores L.I. em (V,+,-).
Mostremos que o conjunto B é uma base de (V,+, ), ou seja, que geram (V,+,-) (pois
eles jasdo L.I. (V,+,)).
Suponhamos, por aburdo, que exista

ueV, talque ué¢u,uy, - ,u,l.

Isto implicaré que os vetores
WU, U, Uy yUn

sdo L.I.em (V,+,-).

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor (veja a Proposigdo (EZ3)).

Mas isto contrariaria a Proposigdo (CZ4), pois terfamos um conjunto L.I. em (V,+,-),
com mais que n = dim(V) vetores.

Logo o conjunto B gera (V,+,-) e portanto o conjunto B serd uma base de (V,+,-),
como queriamos demonstrar.
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Exemplo 7.28 Consideremos o espago vetorial real (R™,+,-) (onde + e - sdo as ope-
racoes usuais de soma de n-uplas e multiplicagcao de numero real por n-uplas, respec-
tivamente).
Entao
dim (R") =n.

Resolucgao:
Lembremos que, do Exemplo ([Z3), temos que o conjunto

Bi{eheZ»"' )en}an>
onde

61£(1>O)"')O)f"»eji(o»”')O) 1 »"'»O)>"')eni(of")())”

j—ésima posigdo

é uma base de (R", +,-).
Logo
dim (R") =n.

Exemplo 7.29 Consideremos o espago vetorial real (Z(R),+,:) (onde + e - sdo as
operagoes usuais de soma de fungcdes e multiplicagdo de numero real por fung¢do, res-
pectivamente).

Entdo a dimendo de (Z(R),+,-) € ndo finita.

Resolucgao:
Lembremos que, do Exemplo (EZ0), temos que (£ (R),+,-) ndo é finitamente gerado.
Logo sua dimensdo ndo pode ser finita, completando a resolugdo.
O

Exemplo 7.30 Consideremos o espago vetorial real (Z,(R),+,:) (onde + e - sdo as
operagoes usuais de soma de funcoes e multiplicagao de numero real por fungao, res-
pectivamente).
Entao
dim[Z,(R)] =n—+1.

Resolugao:
De fato, do Exemplo (EZ38) temos que o conjunto

Bi{po»ph"')pn}e@n(R))

formado pelos seguintes polinémios:

PO(X) =1 ) p1(x) ix) pZ(X) £X2> T pn(x) ixn’ para cada x € R)

geram (£, (R),+,-).



7.2. DIMENSAO 111

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que o conjunto B é um conjunto L.I. em
(Z.(R),+,-), logo sera uma base para (#,(R),+, ).
Portanto
dim[Z,(R)] =n+1.

0
Exemplo 7.31 Sejam m,n € N fizados e consideremos o espago vetorial real (M xn(R),+, )

(onde + e - sGo as operagbes usuais soma de matrizes e multiplicgdo de numeor real

por matriz, respectivamente).
Entao
dim M xn) = mn.

Resolugao:
Lembremos que, do Exemplo (E2H), temos que o conjunto

Bi{Ekl; kE{] )2"" )m}v 16{] »Za"' ,Tl}}
formado pelas matrizes de M,,»(R) dadas por:

Exr = (85))1<i<m

' 1<j<n

onde, para cada
ke{l1,2,---,m} e le{l,2,---,n}

temos que
Skl = 1, se(i,j)=(k,l)
i ..

formam uma base de (M «n(R),+,-).
Portanto
dim M xn] = mn.

Deixaremos como exercicio para o leitor o:

Exercicio 7.32

1. A dimensao do espaco vetorial das matrizes reais quadradas e simétricas de ordem
n (veja Ezemplo (Z-171)) € igual a

nn+1)
—

2. Qual a dimensao do espaco vetorial das matrizes rears quadradas e anti-stmétricas
de ordem n (veja o Ezercicio (Z-19)) ?

Temos o seguinte importante resultado:
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Teorema 7.33 (do completamento) Seja (V,+,-) um espago vetorial real (respectiva-
mente, complezo) de dimensao n.
Suponhamos que os vetores

U, Uy ,umEV

sgo L.I. em (V,+,:) com
m<n=dim(V).

Entao podemos encontrar (m —n) vetores, que indicaremos por
Uity Umg2,y 5 Un €V,
de modo que o conjunto
B={ui,uz - Um,Umiry o, Un)
€ uma base de (V,+,-).

Demonstragao:
Notemos que, como
m<n=dim(V),

segue que
wi,up, -y upl #V,
ou seja, existe
Un € VW, Uy Ul . (7.34)
Afirmamos que os vetores
Wiy Upy sy Uy Uy €V

sdo L.I.em (V,+,-).
De fato, supondo, por absurdo, que os vetores

UpyU2y - sy Uy Uy € \%
fossem vetores L.D. em (V,+, ), como os vetores
U, Uy, -y Uy €V
sdo L.I. em (V,+,"), da Proposicdo (EZ3), teriamos que
Wyt € W, U, - W],

o que contrariaria (=34).
Notemos agora que, se
m+1=n,
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entdo terifamos que o conjunto
{u1 yUzy o )um)um—H}
serd uma base de (V,+,-) e este conjunto contém os vetores
Uy Uz, yUm

e assim terminariamos a demonstragao.
Caso contrario, isto €, se
m+1<n=dm(V),

entdo segue que

[ul y WUy )um+1] 7£ V)
ou seja, existe
Umni2 € V\ [LL] y U2y )um+1]- (735)
Afirmamos que os vetores
Wiy Uy sy Uty U2 € \%
sdo L.I.em (V,+,-).
De fato, pois se
Uy U2y sy Umt ]y U2 € \%

fossem vetores L.D. em (V,+, ), como os vetores
Uy Upy o yUpey €V
sdo L.I. em (V,+, ), pela Proposicdo (EZ3), teriamos que
U2 € WUy 0y U],

o que contrariaria (=33).
Como
dim(V) =n < o

repetindo os argumentos acima, um nimero finito de vezes, encontraremos vetores
Um1yUmt2,y s Umgk € Va

com
m+k=n=dim(V),
de forma que o conjunto
B = {LL], cty Umy Wity - o ,um+k}

seja L.I.em (V,+,-) e como
dim(V) =n=m+Xk,

segue que o conjunto B serd uma base de (V,+,-) e este conjunto contém os vetores
Uy U2y y Uy

completando a demonstragao do resultado.
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Exemplo 7.36 Consideremos o espago vetorial real (R3,+,-) (onde + e - sGo as ope-
racoes usuais de soma de ternas e multiplicagao de numero real por terna, respectiva-
mente).

Encontre uma base do (R3,+,~) que contenha o vetor (1,1,—1).

Resolucgao:
Como

dim (R*) = 3,

do Teorema do completamento (isto ¢, do Teorema (Z33)), precisamos encontrar dois vetores,
gue denotaremos por

w = (x1,Y1,21) e W= (x2,Y2,22) € RY,

que juntamente com o vetor
u= (1 ) 1 ) _])

sejam L.I. em (R?,+,-).
Porém, do Exemplo (EI4), sabemos que isto é equivalente ao determinante da matriz

1 X1 X2
A= 1 Yi Yz
—1 ZT Z»

=x2 (Y1 +2z1) —y2 (x1 +z1) + 22 (Y1 — x1) (7.37)

ser diferente de zero.
H& uma infinidade de possibilidades para que isto acontega, por exemplo, considerando-se

(Xlayl)zl)£(0)1>1) € (X2>y2522)i(030>1)'

Neste caso, teremos

det(A) =1 2 0.
Portanto uma base de (R3 ,+, -), que contenha o vetor
u=(1,1,-1)
é, por exemplo, o conjunto

Bi{(]>1)_”> (0,1>1), (O,OJ)}
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7.3 Dimensao da Soma de Subespacos Vetoriais
Comegaremos esta secdo com o seguinte importante resultado:

Proposicao 7.38 Seja (V,+,:) um espacgo vetorial real (respectivamente, complezo) de
dimensao finita e U , W subespacgos vetoriais de (V,+,-).
Entao deveremos ter:

dim(UNW) +dim(U + W) =dim(U) + dim(W). (7.39)

Demonstragao:
Do Corolario (23), segue que todo subespago de um espago vetorial real (respectiva-
mente, complexo) de dimensdo finita terd também dimensdo finita, em particular, temos

ue
’ dim(U), dim(W), dim(UNW), dim(U+ W) < dim(V) < co.
Se
m=dim(UNW) < o0, (7.40)
existird um conjunto
C={vi,vz2, - ,vm},

formado por vetores de (V,+,-), que € uma base de (UNW,+v,-v).
Como estes vetores sdo L.I. em (V,+, ), e pertencem a U, pelo Teorema (33), existirdo
vetores
Wiy yUzy-- Uy Eu)

tais que o conjunto
Aﬁ{\)] yV2y sy VmyUr,Upy - )pr}

é uma base de (U, +v,v).
Notemos que, neste caso, estamos supondo

dim(U) =m+p. (7.41)

Por outro lado, os vetores
Vi )VZ)"' )vm

sdo L.I.em (V,+,:) e também pertencem a W.
Logo, pelo Teorema ([33), é possivel encontrar vetores

Wi, Way oty Wy GW,

de modo que o conjunto
B:{Vl yV2y 0 yVmy Wiy - )Wq})

seja uma base de (W, +v, -v).
Notemos que, neste caso estamos supondo

dim(W)=m+q. (7.42)
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Com a notagdo acima, teremos
dim(UNW)=m, dim(U=m+p e dim(W)=m+q.

Sendo assim, a fim de mostrarmos a identidade (Z39), é necessario (e, na verdade, sufici-
ente) mostrar que
dim(U+W)=m-+p+q.

Para tanto, basta mostrarmos que o conjunto
D i{u] yWpy- o )uqa yW1,y, W2, )Wq yV1, V2, )vm} (743)

€ uma base de (U+ W ,+v,-v).
Mostremos primeiramente que os vetores do conjunto D geram (U + W, +v,-y).

Para isto, dado
velUu+W,

segue que existem
uel e weW, taisque v=u+w.

Como u € U, e o conjunto A é uma base de (U, 4y, v), segue que o vetor u pode ser
escrito como uma combinagao linear dos vetores

U, Uzy - )LLp)V1>V2>"' yVm -

De modo semelhante, como w € W, e B base de (W, +v,-v), segue que o vetor w pode
ser escrito como uma combinacdo linear dos vetores

Wiy Wp, - ,Wq,\)1,\)2,"' yVm «

Logo o vetor
v=u-+w

podera ser escrito como uma combinacdo linear dos vetores

U, Uz, 3 WUpy VI, V2, 3 Vi y Wy, Wy e oy W,
ou seja,
S [u1)u2)"' yUp y V1, Vo, s Vi y W1y, Wy, - - )Wq])
mostrando que
U+W:[u1)u2)"' yWpy V14, V2,0 3 Vi y W1y, Wp e - )Wq])

ou seja, o conjunto D gera (U+ W, 4y, v).
Mostremos agora, que o conjunto D é L.I. em (V,+,-).
Suponhamos que os escalares

o1, 0y 50y B1y B2y - yBqy01,02,- -+ ,0m € R (respectivamente, C),
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sdo tais que
OC1'ul‘f’""f’(xp'up‘f‘f)]'W1‘|—"'+Bq'Wq+61‘V1+“‘+5m'vm:o) (744)

que pode ser reescrita como:

oc].u]+...+o(p.up+6].v1+...+6m.vm:_[5].W1_..._Bq.wq.

cu ew
Em particular, teremos que:
_61 * Wy __Bq ‘Wq ceuUnw= [\)1,\12,“‘ )vm]-
Consequentemente, existirdo escalares
Y1,Y2y * »Ym € R (respectivamente, C),
tais que
_B] - Wy _..._Bq.wq =Y 'V1+"'+Ym'vma
ou, equivalentemente,
Br-wi+--+Pg-Wg+vVi-Vit+ o+ Ym Vi =0.

Como os vetores
Wi, W,y )Wq>V1>V2)"' ,VmGW

sdo L.I.em (W,+v,-v) (pois formam uma base de (W, +v,-v)), segue-se que deveremos ter

Yi=Y:==Ym=P1=pr=-=pq=0. (7.45)

Assim, a equagdo ([CZ4) reduz-se a:
g W+ Uy 0 VA A O s Vi = 0.
Mas os vetores
U, Uy ,LLP,\)] yV2y " yVm,
sdo L.I. em (U, +v,-v) (pois formam uma base de (U, +v,-v)).

Logo segue-se que

O(]2062:-":0(p251:52:-":5m20. (7.46)

Portanto, de (CZH) e (CZH), segue que os vetores do conjunto D (dado por (Z3)) sdo
LI em (V,+,-) e assim uma base de (V,+,).
Portanto

dim(U+W)=m+p+q

=(m+p)+(m+q)—m
(=2, 2 ¢ ) gim(U) 4 dim(W) — dim(U N W),
ou seja, vale a identidade ([Z29), completando a demonstragio.
|
15.09.2015 - 10.a
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Corolario 7.47 Seja U um subespaco vetorial de um espago vetorial real (respectiva-
mente, complezo) (V,+,-) de dimensdo finita.
Se
dim(U) =dim(V),

entdo deveremos ter
u=yV.

Demonstragao:
Suponhamos, por absurdo, que
U#£VvV

(temos que U C V), isto é, existe um vetor
w eV, talque wy¢U,

em particular,

w 75 @)
pois, se fosse o vetor O pertenceria a U (pois ele é subespago vetorial).
Definamos
W = [LL1] .
Logo
dim(W) =1.
Como

w €U, segue que UNW ={0}.
Por outro lado, como
dim(W) =1,
da Proposigdo ([33), segue que

dim(U 4+ W) =dim(U) + dim(W) +dim(U N W)
=1 =0
— dim(U) + 1

dim(U);dim(V] dlIIl(V) 4 1

> dim(V),

o que é um absurdo, pois o conjunto U + W é um subespaco vetorial de (V,+,-), logo da
Observagdo (C2H), deveremos ter

dim(U+ W) <dim(V).

Portanto podemos concluir que
u=Vv,

como queriamos demonstrar.
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Observagao 7.48 Notemos que se (V,+,:) um espagco vetorial real (respectivamente,
complezo) de dimensdo finita, U e W sdo subespagos vetoriais de (V,+,:) (como na
Proposi¢do (IZ33)) e se além disso, tivermos

V=U+W e dim(U)+dim(W) >dim(V),
entao
unw #£{0}

ou seja, a soma U+ W, nao serd uma soma direta.
De fato, se soma U+ W, fosse uma soma direta, deveriamos ter

unw ={0}.
Logo, pela Proposi¢do (IIZ38), teriamos

0 = dim(U N W)

=dim(U) + dim(W) — dim(U + W)
y
=dim(U) + dim(W) —dim(V) > 0,

o que seria um absurdo.
Logo a soma U+ W nao pode ser uma soma direta.

Também como consequéncia da Proposigdo (38) temos o:

Corolario 7.49 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) de
dimensao finita e U e W sao subespagos vetoriais de (V,+,-) de modo que

V=U+W.
Entao
V=UsW (7.50)
se, e somente se,
dim(U + W) = dim(U) + dim(W). (7.51)
Demonstracgao:
Notemos que
V=UsW
se, e somente se,
unw ={0},
que é equivalente a dizer que
dim[UNW] =0,

que da Proposicdo ([C28) é equivalente a identidade
dim(U 4+ W) =dim(U) + dim(W),

completando a demonstragao do resultado.

Temos os seguintes exemplos:
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Exemplo 7.52 Consideremos os subespacos vetoriais U e W de (R“,—i—, -), dados no

Ezemplo (52Z4).

Encontrar bases e as dimensoes dos subespacos vetoriais
u, w, unw e U+W.

Resolugao:
Vimos no Exemplo (EZ8) que:

=[(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)],

=[(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)],
=[(1,0,-1,0),(0,1,0,1)],

=[(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)].

un

Verifiquemos a dependéncia ou independéncia linear de cada um dos conjuntos de vetores
acima que determinam os subespagos gerados.
Para o subespago vetorial U:

Estudemos a dependéncia linear dos vetores que geram (U, +,-), ou seja, os vetores
(1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,1,0,1).
Para isto, sejam o, 3,y € R, tais que
«-(1,1,0,0)+p-(0,1,1,0)+v-(0,1,0,1)=(0,0,0,0),
que sera equivalente a:

(OC)OC+[3+’Y>B)Y) = (O>O>O)O))

x=0
. x+p+vy=0
ou seja, ,
=0
y=0
ou ainda, x=pB=v=0.

Logo podemos conclui que os vetores
(1)])0)0) ) (03131)0) ) (0)])0)1)

sdo L.I. em (R*,+,-).
Portanto o conjunto

Bi{(])])O’O))(O)])1’0))(0)130’])}

serd uma base para (U, +,-).
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Em particular, segue que
dim(U) =3. (7.53)

Para o subespacgo vetorial W:
Estudemos a dependéncia linear dos vetores que geram (W, +,-), isto é, dos vetores

(1,0,0,1), (0,1,0,1), (0,0,1,1).

Para isto sejam «, 3,y € R,tais que
x - (1 )O>O>1)+B'(O>1>O)U+V' (O)Oa1 )1) = (050)O>O)>
que sera equivalente a:

(OC,[?),Y,OC‘f‘B‘f‘Y) = (O>O)0)O))

x=20
. =0
ou seja,
y=0
at+P+y=0
ou ainda, x=pB=v=0.

Logo podemos conclui que os vetores
(1,0,0,1), (0,1,0,1), (0,0,1,1)
sdo L.I. em (R*,+,-) .
Portanto o conjunto
¢ ={(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}

serd uma base para (W, +, ).
Em particular, temos que
dim(W) =3. (7.54)

Para o subespago vetorial UN W :
Estudemos a dependéncia linear dos vetores que geram (UNW,+,-), isto &, os vetores

(]>O)_1)0) ) (0>1>O>])

Para isto, sejam «, 3 € R, tais que
x - (1 )0)_] )O) +B- (Oa] )O>1) = (0,0,0,0),
que serd equiavelente a

(OC,B,—OC,B) :(O)O>O>O)>

x=0
. =0
ou seja, ,
—x=0
p=0
ou ainda, x=p=0
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Logo podemos conclui que os vetores
(1 )03_1 30) ) (0»1 )O)])

sdo L.I em (R*,+,").
Portanto o conjunto
D:{((] »O>_] )0)»(031 »O>])}

serd uma base para (UNW,+, ).
Em particular, temos que
dim(UNW) =2. (7.55)

Para o subespago vetorial U + W :
Pela Proposigdo ([Z33), temos

dim(U+ W) =dim(U) + dim(W) — dim(U N W)
EDED 3130 — 4= dim (RY) .
Logo, pela Proposigdo ([IZ1), segue que
U+Ww=R".

Logo podemos considerar a base candnica de (R4 s+, ) com uma base para (U+ W, +, ),
ou seja,
D ={((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

serd uma base para (U+ W, +,-).
Observagao 7.56 Notemos que, no Exemplo (52) acima, temos que
dimUnw) = 2>0.

Logo
unw #{0}

e assim segue
R'=U+W,

mas esta soma nao € uma soma direta.

Exemplo 7.57 Consideremos o espago vetorial real (#5(R),+,:) (onde + e - sdo as
operagoes usuais de soma de polindmios e multiplicagdo de numero real por polinémazo,
respectivamente).

Sejam

U={pe R);p0)=p(1)=0 e W={qe H[R);q(-1)=0}.
Encontrar bases e as dimensoes para os subespacos vetoriais
u, w, unw e U+w

do espago vetorial real (%;(R),+,-).
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Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que os conjunto U e W sdo subespacos
vetoriais do espago vetorial real (Z;(R), +, ).

Para o subespago vetorial U :

Sep e UC H5(R), devem existir

Q,,0a;,02,a3 € R,

tais que
p(x) = ao + ayx + a;x* + azx®, paracada x €R,
assim
p0)=a, e p(l)=a+ar+a+a;s. (7.58)
Logo,
el

se, e somente se,

a+a+a;+a3=0

a, =0

pE

p(O
. a, =0

ou seja, de([C23) {
ou seja, {

=—a—a3

ou ainda, —(@ + a3)x+ ax* + a3x’ = a; (x* —x) + a3 (x> —x) . (7.59)

para cada x € R.
Definindo-se p1,p2 € Z3(R) dados por

pix) =x*—x, e pix)=x*—x, paracada x €R,

temos que py,p2 € U, pois
p1(0)=pi(1) =0 e pa(0) =p(1) =0.

Logo, de ([Z23), teremos que
U= [p] )pZ] .

Além disso os vetores p;,p; sdo L.I. em (Z5(R),+, ), pois tém graus diferentes.
Deixaremos os detalhes da demonstracdo deste fato como exercicio para o leitor.
Logo, o conjunto B = {p;,p,} é uma base de (U, +,-), em particular,

dim(U) = 2. (7.60)

Para o subespacgo vetorial W' :
Se g € W C Z5(R), devem existir

ClO,Cl],Clz,(l3€R,
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tais que
qx) =a, +a;x+a;x* +a3x*>, paracada x€R,
assim
g1 =a+ar- (-1 +a (-1 +a3-(-1)
=a,—a;+a,—as. (7.61)
Logo,
qew
se, € somente se, q(—1) =0,

ou seja, de (&) a—ar+a—a3=0
ou ainda, a3 =a,—aq +a,
portanto,
qx) = ao +arx+ a;x* + (a, — aj + az) x°
=a, (1+%)+ a1 (x—%°) +a; (x* +x°) (7.62)

para cada x € R.
Definindo-se q1, 42, q3 € #3(R) dados por

qix) =14+%, e qx)=x—x° qs3(x)=x*+x*, paracada x€R,

temos que q1, g2, q3 € W, pois

qi(=1) = q2(=1) = q3(—1) = 0.
Logo, de (CE2), temos que
W=1q1,92,93].

Além disso os vetores q1,q2,qs sdo L.I. em (Z5(R),+, ).
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo o conjunto C ={q1,q2, q3} é uma base de (W, +, ), em particular,

dim(W) = 3. (7.63)

Para o subespaco vetorial UNW :
SepeUnNW C H5(R), devem existir

aoyal)a2>a3€R»

tais que

p(x)=a,+a;x+ ax* +a3x*, paracada x€R,

assim, como vimos anteriormente:

r0)=a,, pP(l)=a+a+a+a3 e p(—-1)=a,—ar+a—a;z. (7.64)
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Logo

peunw
a, =0
se, e somente se, aGt+ta+a+a3=0 |,
a,—a;+a—a3=0

: - a,=0a,=0
ou seja (Exercicio),

a3 =—q
ouainda, p(x)=ay(x—x%), (7.65)

para cada x € R.

Definindo-se v € Z3(R) por

r(x) =x—x>, paracada x €R,
temos que r € W, pois
r0)=7r(1)=r(-1)=0
Logo, de ([ZEH) temos que
unw =Ir].

Além disso o vetor r # O € 3(R), logo é L.I. em (Z3(R), 4+, -), assim o conjunto D = {r}
é uma base de (UNW,+,-), em particular,

dim(UNnW) =1. (7.66)

Para o subespago vetorial U + W :
Notemos que, da Proposigdo ([Z38), segue que

dim(U+ W) =dim(U) + dim(W) — dim(U N W)

EEEDED 5 3 gy
=dim [Z5(R)] .
Logo, da Proposigdo ([CZ1), segue que
U+ w= 2(R)

e assim podemos tomar como base para o subespago vetorial U + W, o conjunto formado
pelos polinémios s, ,s1,52,83 € H3(R), dados por

So(x) =1, s1(x) =%, s3(x)=x" s3(x)=x", paracada xeR,

ou seja, a base candnica do espago vetorial real (Z(R), +,-). O
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Observacao 7.67 Como
dim(UNW) =120,

temos que
Uunw#{0j},

asstm segue
Z3(R) =U+W,

mas esta soma nao € uma soma direta.

7.4 Coordenadas

Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complexo) finitamente gerado e
Bi{U] yUpy o )un}
uma base de (V,+, ).

Observacao 7.68 A partir de agora uma base de um espago vetorial real (respectiva-
mente, complexo) tem uma ordenacdo dos seus elementos, ou seja, se troacarmos a
ordem dos elementos de conjunto de vetores L.I. que geram (V,+,:),ou seja, de uma
base, 1sto produzira uma nova base, diferente da que iniciamos.

Em alguns textos, para diferencid-las, dd-se o nomde de base ordenada de (V,+,-)

Como B é uma base (ordenada) de (V,+,:), todo vetor de u € V se escreve como
combinagao linear dos elementos de B, isto €, existem escalares

X, 0, &y € R (respectivamente, C),
tais que
U= U+ 0 Uy -+ Ky - Uy
Fixada a base (ordenada) B, pela Proposigdo (EZ1), os escalares oy, 0, -, &, € R

(respectivamente, C), obtidos acima, sdo unicamente determinados pelo vetor u.
Definicao 7.69 Os coeficientes
Xy, 0, 0y € R (respectivamente, C)

obtidos (de modo unico) actma, serdo denominados coordenadas do vetor u em rela-
¢do a base B, de (V,+,-).
Denotaremos por [ulg (ou por ug), a matriz de My 1(R) (ou M,,(C)), definida por:

X1

[U] B = ofz )

Xn

que serd denominada matriz das coordenadas do vetor u em relagdo & base (orde-
nada) B, do espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-).
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Com isto temos o:

Exemplo 7.70 Mostre que o conjunto
B={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}

€ uma base do espago vetorial real (R3,+,-) (onde + e - sdo as operagbes usuais de
R3).
Encontre as coordenadas do vetor

u=(1,2,0) e R}

em relagdo a base (ordenada) B e a matriz das coordenadas do vetor u (isto €, [ulg),
em relagdo a base (ordenada) B.

Resolucao:
Sabemos que
dim (R*) =3.
Logo, para saber se o conjunto B é uma base de (R3 y -), basta verificar se os vetores
do conjunto B séo L.I. em (R*,+,").
Utilizando-se o Exemplo (E14), vemos que estes vetores sdo de fato L.I. em (R3,+ , '),
pois
1
det | 1
1

—_—— O

0 P
0 Exegmlo ] 7& 0 )
1

Logo, o conjunto B sera uma base de (R*,+,").
Para encontrarmos as coordenadas do vetor u em relagdo & base (ordenada) B, vale ob-
servar que precisaremos encontrar escalares

x, B,y R,
tais que

”)2)0):0('(1a1>1)+ﬁ'(O>1>1)+Y‘(O>O>”
= (o, + B 0+ B+7v) (7.71)

gue é equivalente ao sistema linear

x=1
x+p=2
x+p+vy=0

cuja (fnica) solugdo seréd
a=1, p=1, y=-2.

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
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Portanto, estas serdo as coordenadas do vetor u em relagdo & base (ordenada) B.
Desse modo, a matriz das coordenadas do vetor

I,L:(],Z,O),

em relagdo a base (ordenada) B, serd dada por:

ulg=| 1
2

Temos também o:
Exemplo 7.72 Mostre que os polinémios p,,p1,p2 € Z2(R) dados por
Po(x) =1, pi(x)=x, p2x)=x*—x, paracada xR, (7.73)

formam uma base, que denotaremos por BB, do espago vetorial real (Z,(R),+,-) (onde
+ e - sao as operagdes usuais de adigao de polinédmios e multiplicagdo de numero real
por polinémio, respectivamente).

Encontre as coordenadas e a matriz das coordenadas do vetor p € &,(R) dado por

p(x) =1+x+x*, para cada x€R, (7.74)

com relagdo a base (ordenada) B.
Encontre também as coordenadas e a matriz das coordenadas do vetor p acima, em
relagdo a base (ordenada) C ={q,, q1,qz2}, onde

QGo(x) =1, qi(x)=x, qi(x)=x%x*, paracada xcR, (7.75)
1sto €, o conjunto C € a base canénica de (£,(R),+,-).

Resolucao:
Para verificar que o conjunto B é uma base de (Z,(R),+, ), basta mostrar que todo vetor
q € #(R) se escreve de maneira Gnica como combinagao linear dos vetores do conjunto 5.
Notemos que se q € Z,(R), existirdo

Q,,a;,a; € R,

tais que
q(x) =a, +a;x+a,x*, paracada xc€R. (7.76)

Logo basta mostrar que existem tinicos escalares

(X’)B)Y e R)
tais que

q=x-po+p-pr1+v-p2,
ouseja,  q(x) = apo(x) +Bpi(x) +ypa(x), paracada x€R,
ou ainda, ao+a1x+a2x2:oc+[5x+y(x2—x), paracada x € R,

equivalentemente, QG+ ax+ax* =0+ (—y)x+vyx*, paracada x € R.
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A identidade acima é equivalente ao sistema linear

X = da,
B—v=a
Y = Qa,

que possul uma unica solugao, dada por:
X=0ay, P=a1+az, y=aq;. (7.77)

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.

Com isto teremos que o conjunto B é uma base de (% (R),+,-).

Os escalares obtidos em ([I"77), serdo as coordenadas do vetor q € Z%;(R) em relagdo a
base (ordenada) B de (% (R),+, ).

Logo a matriz das coordenadas do vetor p € &,(R) dado por ([74), em relagdo a base
(ordenada) B de (2%,(R),+,-), serd dada por (faga a, = 1,a; =1 e a; = 1 em ([Z77))

1
(ulp =12
1

Notemos que, em relagdo a base (ordenada) C de (Z(R),+,-), teremos que:
px)=T4+x+%

— 2
RPN IR R

=qo(x) =q1(x) =q2(x)
= J/.qo( ) \1/ q1(x) + q2(x), paracada x€R,
= =B :v
assim

serdo as coordenadas do vetor p € &7,(R) em relagdo a base (ordenada) C de (% (R),+, ).
Logo a matriz das coorrdenadas do vetor p € &,(R) dado por

p(x) =1+x+x*, paracada x€R,

em relagdo & base (ordenada) C, serd dada por

[ule = | 1
1

Observagao 7.78 Observemos que no Ezxemplo ([CZ2) acima as base (ordenadas) B e

C de (Z(R),+,"), sGo distintas e as matrizes das coordenadas do vetor p, dado por

(Z3), em relagdo a cada uma das bases (ordenadas) também sdo diferentes.
Conclusao: eziste, pelo menos, duas maneiras diferentes de se obter o vetor p,

dado por (IZ74), em termos de combinagdes lineares de elementos de bases (ordenadas)
distintas de (9>(R),+,-).
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Para finalizar este capitulo temos os seguintes resultados:

Proposicao 7.79 Sejam (U, +,-) espago vetorial real (respectivamente, complezo) fini-
tamente gerado, o conjunto B = {u;,--- ,u,} uma base (ordenada) de (U,+,-) eu,ve U
e A € R (respectivamente, C).

Entao

u+vlg =g+ s (7.80)

Prova:
Como o conjunto B é base (ordenada) de (U,+,-) e u,v € U, segue que existem tnicos
escalares

Ky 0y ey Ony B1yB2y -, Pn € R (respectivamente, C),
tais que
U=0g W+ o U+ + Xy Uy (7.82)
e
v=P31-w+Pru+ 4 P U (7.83)

Com isto temos que

U+v=_(-w+og U+ -+ U)+ (Br-w +Br-up -+ P Un)
= (o +B1)-wi + (o +B2) - up+ -+ (o + Bn) - Un (7.84)

Au=A (g -wtog U+ -+ oy Uy)

=A) -+ Aog) - u+- 4+ Axn) - uy (7.85)
Com isto temos que:

o B

=) | X2 =) | B2
s =) e My =" (7.86)

Xn P

o + By Ao

[u+vlg = ? ) P2 e A-ul (=) 2 (7.87)

O(41+Bn )\(Xn
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Portanto
o1+ B
o + B2
[u+vls = .
O + P
(08 B
o 32
=1 .|+ .
On Bn
=3
= g + s
e
}\0(1
=) | A
A-ulg =
Ao
X1
x
|77
Xn
=3
( = ) }\[u]B )

completando a demonstragao do resultado.

Temos também a:

Proposicao 7.88 Sejam (U,+,-), (Mnx1(R),+,-) (respectivamente, (M, x1(C),+,-)) ve-
toriats reats (respectivamente, complezos) (onde em M,,1(R) (respectivamente, (M, «1(C),+,")),
+ e - sGo as operagdes usuais),

Bi{ul’uZV" ’un}

base (ordenada) de (U,+,-) e vi,vy, -, v, € U.
O conjunto
{V1 y V2, )Vm}
€ L.I. em (U,+,-) se, e somente se, o conjunto
{[v1]B) [vZ]B y Ty [vm]B}

é L.I. em (Mnyi1(R),+,-) (respectivamente, (M,x1(C),+,-)).

Prova:
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Como B é base (ordenada) de (U,+,-) e, para cada j € {1,---, m}, temos que v; € U,
segue que existem tnicos escalares

O1jy X2j, - -+ 4 &nj € R (respectivamente, C),
tais que
Vi =05 W 0y s Up e Xyt U,
isto é,
X1j
X2
[Vj]s = .]
&nj
Logo o conjunto de vetores {v;,v,,--- ,v,} € L.I. em (U, +,-) se, e somente se,
Br-vi+P2-vat -+ Pm-vmn=0, implicarque Bi=pr=--=pn=0,
que é equivalente a
Br-vi+Pr-va+--+Pm-vds= [Olg , implicarque P1=p,=---=pn=0,
Prop (=5 (g Ba ol B oy O eMmx1 (R
que, por sua vez, € equivalente a
Brils+PB2vals+ -+ Bmlvmls =0, implicar que Bi=Pr=---=Pn=0,
que é o mesmo que dizer que o conjunto {[vilz, Valg, -, Vmls} € L.I. em (M, x1(R),+,")

(respectivamente (M, »1(C),+,-)), completando a demonstragdo do resultado.

Como consequéncia temos o:

Corolario 7.89 Sejam (U,+,-) espaco vetorial real (respectivamente, complezo) finita-
mente gerado, o conjunto

Bi{u]»uZ»"' )un}
uma base (ordenada) de (U,+,-) e os vetores vi, vy, -+, v, € U.
O conjunto
Ci{\n,\)z,"' )Vn}

serd base de (U,+,-) se, e somente se,

det [[vilg - -~ [valsl #0.

Prova:
Notemos que, da Proposigdo ([E8) acima, temos que o conjunto {vy,vy,---,v,} é L.L
em (U,+,-) se, e somente se, o conjunto {[vilz, [Valg -+, [valg} € L.I. em (M, (R),+,-)

(respectivamente, (M,»1(C),+,-)), ou equivalentemente,

Bivilg+ B2 valg+ -+ Bmlvmls =0, implicarque By =p,=---=pn=0.
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Utilizando a notagdo da demonstracdo da Proposigdo (2H) acima, segue que o lado
esquerdo da identidade acima torna-ser-a:

X1 x12 Xin 0
i + | +B2| ¢ |+ B =|:|, implicarque f;=--=pn=0,
Kn1 Xn2 Knn 0
o oz e Xan) (B
Kn1 &n2 - Knpn Bn
isto é,
o X2 e Xp B 0
: =|:], implicarque pBi=---=p,=0,
X1 Xp2o o Knn Bn 0
X1 &2 -0 Kin
que, pelo Apéndice (@) e (B), é equiavelente a dizer que a matriz : é
Kn1 X2 -0 Knpn
uma matriz inversivel, ou ainda (pelo Apéndice (A)) que,
X1 X2 -0 Kn
det [vls V2l - - - [vnlsl = det : : : # 0,
Kn1 Xn2 ot Knpn

completando a demonstragao do resultado.

7.5 Exercicios
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Capitulo 8

Mudanca de Base

8.1 Introducgao, Exemplos e Propriedades

Como vimos no Exemplo () a matriz das coordenadas de um vetor de um espago veto-
rial real (respectivamente, complexo) podem variar quando se consideram bases (ordenadas)
distintas do espago vetorial real (respectivamente, complexo) em questio.

O que passaremos a estudar agora é como esta mudanga ocorre, ou seja, como é possivel
encontrar a matriz das coordenadas de um vetor em relagdo a uma base (ordenada), conhendo-
se sua a matriz das coordenadas em relagdo a uma outra base (ordenada) do mesmo espago
vetorial real (respectivamente, complexo).

Para isto seja (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complexo) finitamente
gerado.

Consideremos

Bi{bhbly"')bn} € Ci{C],Cz,"',Cn}

bases (ordenadas) de (V,+,-).

Como o conjunto B é uma base (ordenada) de (V,+,-), podemos escrever cada um dos
vetores da base (ordenada) C como combinagéo linear dos vetores da base B3, isto é, para cada
je{1,2,---,n} podemos encontrar escalares

01y, Oy -+ 4 &nj € R (respectivamente, C),
de modo que
Cj:O(1j'b1+O(2j'b2+"'+0(nj'bn, (8.1)
ou seja,
c = OC]1~b]+0621'b2+"'+(Xn1-bn
C; = oxp-byF+ap-by+-+ by
Ch = On-br+ogn-ba+ -+ - by
Desta forma, para cada j € {1,2,---,n}, a matriz das coordenadas do vetor c; da base C,

135



136 CAPITULO 8. MUDANGA DE BASE

serd dada por:

ou seja, a matriz das coordenadas de cada um dos vetores da base (ordenada) C (isto &, dos

vetores ¢1,¢z,- -+ ,¢y) em relagdo & base (ordenada) B serdo, respectivamente,
X1 X12 Xin
21 x22 Xon
[cils = . y lealp = . y oy lenls =
Kn1 Xn2 Knn

Com estas informagdes sobre as coordenadas de cada um dos vetores da base (ordenada)
C, em relagdo a base (ordenada) B, podemos construir a seguinte matriz quadrada de ordem
n:

X110 Kn

; (8.2)
Xn1 - Hnn

cujas colunas sdo formadas pelas coordenadas de cada um dos vetores
C],CZ,"' )Cn

em relagdo a base (ordenada) B.
Com isto temos a:

Defini¢ao 8.3 A matriz (BE2), serd denominada de matriz mudanga de base, da base
(ordenada) B para a base (ordenada) C e denotada por Mpc (ou por M%) , ou seja,

X110 Kn
Mpe=| + . 1 [|. (8.4)
Kn1 - &npn

Observagao 8.5 Para obter a matriz de mudanga de base, da base (ordenada) BB para a
base (ordenada) C, precisamos escrever os vetores da base (ordenada) C, como combi-
nagdo linear dos vetores da base (ordenada) B e com os respectivos coeficientes cons-
trutmos as colunas da matriz de mudanca de base Mge.

Antes de encontrarmos uma relagdo que existe entre a matriz de mundancga da base (or-
denada) B para a base (ordenada) C, isto é, a matriz Mpc, e as coordenadas de um dado
vetor com relagdo as bases (ordenadas) B e C, vejamos como podemos encontrar a matriz de
mudancga de base no seguinte exemplo:
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Exemplo 8.6 Seja (R3,—|—,-) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de adigcdo de ternas e multiplicagGo de numero real por ternas, respectivamente).
Consideremos as bases (ordenadas)

B={1,0,1),(1,1,1),(1,1,2)} e C={1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}  (87)
Lb] ébz éb3 éC] é(12 éC3

de (R*,+,-).
Encontre a matriz de mudanca de base, da base (ordenada) B, para a base (orde-
nada) C (isto €, Mpgc).

Resolugao:

Sabemos que C é uma base de (]R3 y ) (é a base candnica de (]R3 y+ ))

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificacdo que o conjunto B também é uma
base de (R*,+,").

Para encontrar a matriz de mudanca de base, da base (ordenada) 3, para a base (ordenada)
C, precisamos escrever cada um dos vetores da base (ordenada) C, como uma combinagéo
linear dos vetores da base (ordenada) B, isto é, precisamos encontrar escalares

oy € R, paracada 1i,je{l, 2,3},
de modo que
¢ = &y - b; + x2j - b, + oG bs, (88)

ou seja, de (BE), precisamos resolver o seguinte sistema matricial:

(1,0,0) =y - (1,0, 1) + 027 - (1,1,1) + 3y - (1,1,2)
= (11,0, 001) + (a1, 021, 021)) + (31, 031, 2 231
= (ou1 + a1 + 31, 01 + &31, X1 + 01 + 2 x31)
(0,1,0) =12+ (1,0, 1)+ o020 - (1,1,1) +xzz- (1,1,2)
= (02,0, 0t12) + (022, 022, 022) + (0032, X324 2 X32)
= (ot2 + &g + X327, X2 + K32, X124 X2 + 2 X37)
(0,0,1) =043 (1,0,1) + o3 -(1,1,1) + o33+ (1,1,2)
= (03,0, 043) + (03, 023, 023) + (0033, X334 2 X33)

= (o3 + o3 + o33, X3 + X33, x93 + 03 + 2 33)

ou, equivalentemente:

(1 ,0,0) = (o171 + o1 + 31 y 021 + 031, X171 + X1 + 2 x31) (8.9)
(0,1,0) = (12 + X2 + X3z, X2 + K32, 012 + 002 + 2 3,) (8.10)
(0,0,1) = (o3 + &p3 + o33, X3 + X33, o3 + o3 + 2633 (8.11)

Um momento de reflexdo nos poupard um pouco de trabalho para a resolucdo do sistema
vetorial acima.
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Notemos que cada um dos sistemas de equagdes lineares obtidos das equacgbes vetoriais
(E3), (E0M) ou (ET), representa um sistema de trés equagdes com trés incégnitas e que a
matriz associada a cada um desses sistemas lineares é a mesma, a saber, a matriz

—_O —
—_— o —d
N =i =

Deixaremos a verificagdao deste fato como exercicio para o leitor.

O que muda em cada um dos sistemas lineares associados as equagdes vetoriais a (EX),
(E0) ou (ET), sdo os nomes das variaveis, além dos respectivos segundos membros em
questdo (que correspondem aos lados esquerdos de (Ed), (BT0) ou (BEIO)).

Utilizando-se como variaveis

x,Yy,z € R,

basta resolvermos a seguinte a equagao matricial

1T 1 1 X a
011 yl=1">
1 1 2 z C
A
onde
a,b,ce R,

serdo escolhidos de acordo com os respectivos membros a esquerda das equagdes vetoriais
(E3), (E1D) ou (ETD) .

Utilizando-se escalonamento de matrizes (ver os Apéndices (@) e (B)) podemos verificar
que a equagdo matricial acima é equivalente a seguinte equagdo matricial (cuja matriz esta
na forma escalonada reduzida por linhas, ver os Apéndices (&) e (B)):

1T 1 1 X a
01 1 yl| = b
0 0 1 z c—a

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que a tnica solugdo desta equagdo ma-
tricial é dada por

x=a—b, y=a+b—c e z=c—a. (8.12)

Assim para encontrar uma (Gnica) solugdo da equagdo vetorial (Ed), basta tomarmos
(lado esquerdo de (ETX))

(Cl,b,C) = (1 )O»O)
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e, por (ETI), obter a seguinte solugdo

xX11 =a—>b

X217 =a+b—c

=1+0-0
=1,
X331 =C—a
=0-—1
=1,
ou seja,
(o1, 001, 031) = (1,1,-1), (8.13)

serd a Unica solugdo da equagdo vetorial (ET).
Para encontrar uma (Gnica) solugdo da equagdo vetorial (ET0), basta tomarmos (lado
esquerdo de (ETM))

(a,b,c) =(0,T,0)

e, por (ET3), obter

=04+1-0
X3 =C—a
=0-—-0
= O)
ou seja,
(12, 0022, 32) = (—1,1,0), (8.14)

serd a Unica solugdo da equagdo vetorial (ETO).
Finalmente, para encontrar uma (tnica) solugdo da equagdo vetorial (EZIT), basta tomar-
mos (lado esquerdo de (ETI))

((l,b,C) = (O)O»])
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e, por (E12), obter

xz3=a—D>b
=0—-0
:()’

o3 =a+b—c
=0+0—1
=—1

X33 =Cc—a
=1-0
=1,

ou seja,
(o3, 003, 033) = (0,—1,1), (8.15)

serd a unica solugdo da equagdo vetorial (B_TT).
Desta forma, de (E13), (E14) e (BE1H), obtemos que a matriz de mudanga de base, da
base (ordenada) B, para a base (ordenada) C sera dada por:

Mpe=| 1 1 -1

Temos também o:

Exemplo 8.16 Com as notagbes do Exemplo (BB) acima, encontre a matriz de mu-
danga de base, da base (ordenada) C, para a base (ordenada) B (isto €, Mcp).

Resolugao:

Para encontrar a matriz de mudanga da base C para a base B, precisaremos escrever cada
um dos vetores da base (ordenada) B, como combinagdo linear dos vetores da base (ordenada)
C, ou seja, precisaremois encontrar

Py € R, paracada 1i,je{l,2,3},

tais que
bj =By -c1+ By - c2+ B3 c3, (8.17)

ou seja, de (B7), precisamos resolver o seguinte sistema vetorial:
(] »O,” = BH : (1 ,0,0) + BZ] : (O>1 )0) + [331 : (0)0)])

(1,1,1) = B2 (1,0,0) + P22~ (0,1,0) + P32 - (0,0, 1)
(]»]>2) = 613'(]7O>O)+BZ3'(O>])O)+B3S'(O)O)O))
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que é uma tarefa simples ja que:
(1,0,0)+0-(0,1,0)+1-(0,0,1)

) 1.
(1>1>1):1(1)O>O)+1(O)])O)+1(O>O)])
(1,1,2)=1-(1,0,0)+1-(0,1,0)+2-(0,0,0).

Portanto a matriz de mudanca de base, da base (ordenada) C, para a base (ordenada) B
serd dada por:

1
MCB =10
1

[ G —
N =

O

Observacao 8.18 Segue dos dos Ezemplos (BEB) e (EI8) acima, que vale a seguinte
1gualdade:
Mcp = Mg '

Dewzaremos a verificacao deste fato como exericio para o leitor.

Vejamos agora como as matrizes das coordenadas de um vetor, em respeito a duas bases
(ordenadas), de um mesmos espago vetorial real (respectivamente, complexo) de dimensdo
finita, se relacionam.

Sejam

Bi{b])blv"'>bn} € Ci{CnCzr",Cn}»

bases (ordenadas) de um espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+,-) de di-
mensao finita.
Dado um vetor v € V, sejam

X1

X2
Vg = : (8.19)

Xn

Y1

e = | 7 (8.20)

Yn

as matrizes das coordenadas do vetor v em relagdo as bases (ordenadas) B e C, respectiva-
mente, ou seja,

Z Xi bi (E::E) v (E::Z:I) Zy] Cj . (821)
i=1 j=1

Suponhamos que
Mae = (&) jeft 2, m) s (8.22)
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denota a matriz de mudanga de base, da (ordenada) base B, para base (ordenada) C.
Por ser a matriz mudanca de base, da base (ordenada) B, para a base (ordenada) C, segue
que, para cada j € {1,2,---,n}, teremos

C = Z Kij bi . (823)
i=1

Logo, (E20) e (EZ3), segue que
Z X4 bi (E::ZU) v
i=1
= Z Yj G
j=1
— n n
=3 (o)
j=1 =1

= i (i %’Uj) b, (8.24)

i=1

onde, na ultima igualdade, trocamos a ordem dos somatoérios.
Como os vetores
b] )bly"' )bn

sdo L.I. em (V,+,-) (pois sdo elementos de uma base de (V,+,")), segue-se que o vetor v
pode ser representado, de modo Ginico, como combinagdo linear destes vetores.
Portanto, (BZ4) implicard que, para cada i € {1,2, - ,n}, teremos

n
Xy = E Oéij yj .
j=1

Porém, estas n equagdes lineares, podem ser escritas na seguinte férmula matricial (veja
os Apéndices (@) e (B)):

X1 X1 &2 o Kin I°)

Xn Xn1 Kp2 v Xnn Yn

ou seja, de (BE222), (ETM) e (B=M), isto serd equivalente a escrever:
Vs = Mgc Ve -
Com isto acabamos de demonstrar a:

Proposicao 8.25 Sejam B e C bases (ordenadas) de um espago vetorial real (respecti-
vamente, complezo) (V,+,-) de dimensdo finita.
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Se

representam as matrizes das coordenadas de um dado vetor v e V em relagdo as bases
(ordenadas) B e C, respectivamente, e se Mpge € a matriz de mudancga de base, da base
(ordenada) B, para a base (ordenada) C, entdo teremos a seguinte identidade

iz = Mpc Ve . (8-26)
Apliquemos o resultado acima a alguns exemplos.

Exemplo 8.27 Seja (]Rz,—i—, ) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagdes usuais
de adig¢do de pares e multiplicagcdo de niumero real por par, respectivamente).
Fizado 0 € R, consideremos os vetores

u; = (cos(0), sen(0)) e u; = (—sen(0),cos(0)). (8.28)
Mostre que o conjunto
B ={u;,u}

€ uma base de (R2,+,-).
Encontre a matriz de mudanga de base, da base (ordenada) B, para a base (orde-
nada) C ={ey, ey}, onde
er=(1,00 e e=(0,1). (8.29)

Se a,b € R estdo fizados, encontre a matriz das coordenadas do vetor
u=a-e +b-e (830)
em relagdo as bases (ordenadas) B e C de (Rz,—i—,-).

Resolucao:
Como
dim (R*) =2,

basta mostrarmos que os vetores do conjunto B sdo L.I. em (Rz, =+, )
Para isto, sejam «, 3 € R escalares tais que

(0,0) =«-(cos(0), sen(0)) + B - (—sen(0),cos(0))
= (o cos(0), o sen(0)) + (—f sen(0), 3 cos(0))
0)

= (x cos(0) — 3 sen(0), «x sen(0) + B cos(0)),

ou, equivalentemente, «, 3 € R sdo as solugdes do sistema linear

« cos(6) — 3 sen(0) =0 (8.31)

« sen(0) + 3 cos(0)
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Observemos que matriz dos coeficiente deste sistema, dada pela matriz:
A= cos(0) —sen(0)
~ |\ sen(0) cos(0)

Logo (ver Apéndice (@) e (B)) o sistema linear (E=T) acima s6 admite a solugdo trivial,
isto é,

tem determinante igual a 1 # 0.

x=pf=0,

€ a tnica solugdo do sistema linear (B=31) acima e assim os vetores u; ,u; sdo L.I. em (RZ, -+, )
Como

dim (R?) =2,

segue que que o conjunto B é uma base de (R?, +,-).

A matriz de mudanca de base, da base (ordenada) B, para a base (ordenada) C (isto é,
Mgc), seré obtida escrevendo-se cada um dos vetores da base (ordenada) C, como combinagdo
linear dos vetores da base (ordenada) 5.

Mais precisamente, esta matriz, que denotaremos por

((Xij )i,je{] 2}
devera ter seus elementos satisfazendo:

(1,0) =71 - (cos(0), sen(0)) + oz - (—sen(0),cos(0))
(0,1) =012 - (cos(0), sen(0)) + oz, - (—sen(0), cos(0)),

que é equivalente a

(1,0) = (o7 cos(0) — xprsen(0), gy sen(0) + oz cos(0))
(0,1) = (o2c08(0) — xp8en(0), xq,8en(0) + y; cos(0)),

que por sua vez pode ser colocada na forma da seguinte equagao matricial:

cos(0) —sen(0) o) [x
sen(6) cos(0) B/ \y/’

onde (;) serd igual a
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Como a matriz A é inversivel (pois det(A) = 1 # 0), segue que a (tnica) solugdo da
equagao matricial acima serd dada por

104 cos(0) —sen(0) - X

3 sen(0) cos(O) y
Exercicio cos(0 sen(0) X
—sen(0) cos(0) ) \y

_ [xcos(6) +ysen(0)
N (y cos(6) —xsen(e)> ' (8.32)

()G
() - (%)
()-C)
() - ().

Assim, a matriz de mudanga de base, da base (ordenada) B para a base (ordenada) C,

serd dada por:
[ cos(0) sen(0)
Mse = (— sen(0) cos(@)) ' (8.33)

Fazendo-se

em (EZ32), obteremos

Fazendo-se

em (BEZ32), obteremos

Notemos que se [u]g, denotar a matriz das coordenadas do
u=a-e +b-ey,

em relagdo & base (ordenada) B, entdo

Logo, se [u]c representa a matriz das coordenadas do mesmo vetor, em relagdo a base
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(ordenada) C, pela Proposicdo (EZ2H), temos que:

E&=) [ cos(0) sen(0) a
|\ —sen(0) cos(0) b

_ (a cos(0)+b sen(6)>

[ulg = Mge [ule

bcos(0) — asen(0)

ou seja,

iy — acos(0) + bsen(0)
e = bcos(0) —asen(0) )

O

Observacao 8.34 Notemos que, como for visto na disciplina de Geometria Analitica, a
matriz Mpe, dada por (B33), produz, geometricamente, uma rotagdo de dngulo 0, no
sentido hordrio.

O resultado a seguir é extremamente 0til:

Proposicao 8.35 Sejam B, C e D bases (ordenadas) de um espago vetorial real (respec-
tivamente, complezo) (V,+,-) de dimensido finita.

Temos que
MBD = MBC MCD . (836)
Demonstracgao:
Suponhamos que
dim(V)=n

e que
Bi{bhbz,“',bn}, Ci{c1>C2>"'>Cn} € Di{d])dZV"adn})

sejam as base de (V,+,-).
Além disso, suponhamos também que

Mpe = (a5), Mep = (By) e Mpp = (vy) - (8.37)
Logo, de (B=21) e da definicdo de matriz de mudanga de base, segue que, para cada

j,k€{1,2,-~-,n},

teremos:
Cj = Z oy by (8.38)
i=1
di =) Bjkcy, (8.39)
j=1

dk = Z Yik bi . (840)
i=1
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Assim, de (E38) e (E=d), teremos

n
(E=m) Z
d — B C;
¢ K \i'/

=1 (=]
= b

= Z Bk (Z i bi)
j=1 i=1

n

n
trocando-se a ordem dos somatoérios
= E < E &5 Bjk) b;. (841)
j=1

i=1

Como os vetores
by,by, -+, by

sdo L.I. em (V,+,+), comparando com as expressdes (EZ0) e (EZT), obteremos

n
Yik = Z(xij Bjx, paracada i,ke{l,2,---,n}.
j=1

Observemos que o lado direito da expressao acima representa o elemento da i-ésima linha
e da k-ésima coluna da matriz Mge Mcp (ver Apéndices (&) e (B)).
Portanto, a identidade acima nos diz que

Mpp = Mpe Mep

como queriamos demonstrar.
|
Como consequéncia da Proposi¢do (B=2H) acima, podemos estender o que ocorreu na Ob-
servagdo (ETR), mais precisamente:

Proposicao 8.42 Sejam B, C e D bases (ordenadas) de um espago vetorial real (ou
complazo) (V,+,-) de dimensdo finita.
Entao a matriz de mudanca de base, da base (ordenada) B, para a base (ordenada)
C (isto €, Mpc), € uma matriz inversivel e a sua matriz inversa € dada pela matriz de
mudanca de base, da base (ordenada) C, para a base (ordenada) B (isto €, Mcg), ou
seja,
Mces ™' = Mge. (8.43)

Demonstragao:
Pela Proposigdo (B=2H) temos que:

MBB = MBC MCB e Mcc = MCB MBC . (844)
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Logo, basta mostrarmos que
Mps = Mcc
=1,
- (6ij) )

. |1, para i=j
onde oy = L
0, caso contrario

ou s€ja, I,, é a matriz identidade de ordem n.
Mostremos que
Mg =1,.
Se
B={u,uy, - ,u,}
e
Mz = (o) (8.45)
entdo, para cada j € {1,2,---,n}, deveremos ter:
n
uy = Z o5 Uy . (8.46)
i=1
Como os vetores
U, Up =y Un
sdoL.l.em (V,+,-), paracadaj € {1,2,---,n}, a inica solugdo de cada uma destas equagdes

vetoriais devera ser dada por:
W=0-w+-+0- 1w +1-u+0 U+ +0-uy,,

ou seja,

1, para i=j
&y = (.
0, caso contrério,

ou ainda, para cada
i)j € {] )23"' ,Tl},
teremos

oy = 0i5, ouseja, Mpp=1I,,

completando a demonstragao do resultado.
|

Observacao 8.47 Em particular, da demonstracdao da Proposi¢do (BZ2) actma, segue
que a matriz de mudanca de base, da base (ordenada) BB, para a prépria base (ordenada)
B, serd a matriz identidade, ou seja,

Mgg = L, . (8.48)
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Apliquemos as idéias acima para resolver o:
Exercicio 8.49 Utilize a Proposi¢do (EZ2) acima para refazer o Exemplo (BZA).

Resolucao:
Basta ver que
Mcs =Mpe .

Para finalizar este capitulo, temos o seguinte resultado:

Proposicao 8.50 Seja B uma base (ordenada) do espago vetorial real (respectivamente,
complezo) (V,+,-) de dimensdo finita e M = (ay) € My(R) (ou M € M,(C)) uma
matriz inversivel.

Se, para cada j € {1,2,--- ,n}, definirmos o vetor
Vj = Z aij W . (851)
i=1
entao o conjunto
C={vi,va, -+ ,vn}, (8.52)
serd uma base de (V,+,-).
Além disso, teremos
Mgc = M. (8.53)

Demonstracgao:
Notemos que, para cada j, € {1,2,---,n}, de (EX=0), segue que

(11jo

vl = e (8.54)

Clnj °

Como, por hipétese, a matriz quadrada M = (ay;) é inversivel, segue que (ver Apéndice

(@)

0 # det(M)
an Ay - Ain
|9 axn e @
an1 An2 -+ Qpn
= det (vi] vl - - - val)

Logo, do Corolario ([23), segue que o conjunto

C:{V1,V2,"' )Vn})
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serd uma base de (V,+, ).
Além disso, de (B=1) e da definigdo de matriz mudanga de base, segue (E23), completando
a demonstracdo do resultado.

8.2 Exercicios



Capitulo 9

Exercicios Resolvidos

124.09.2015 - 13.a]
Neste capitulo apresentamos alguns de exercicios resolvidos relacionados com os conceitos
apresentados nos capitulos anteriores.

Exemplo 9.1 Seja
V={(x,y,z,w) eR}; y=x,z=w?}.

Verifique se (V,+,-) € um espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais de
soma de quddruplas e multiplicagcdo de numero real por quddruplas, respectivamente).

Resolucao:
Observemos que

(0,0,1,1)€V, mas —1-(0,0,1,1)=(0,0,-1,-1)¢ V.

Assim, (V,4+,+) nao é um espago vetorial real.

Exemplo 9.2 Sejam A € M,(R) uma matriz quadrada de ordem n fizada e
Wﬁ{X € Mnx1(R); AX= O})

onde O € M, 1(R) denota a matriz coluna identicamente nula.

Verifique se (W ,+,-) é um subespaco vetorial real de (M, «1(R),+,-) (onde + e - sdo
as operacoes usuals de soma de matrizes e multiplicagcao de numero real por matrizes,
respectivamente).

Resolugao:
Observemos que,
w - Mnx] (R) .
1. Seja
0 =(0)

a matriz coluna de tamanho n x 1, onde todas suas entradas sdo nulas.

Como
AO=0, segueque O e W.

151
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2. Suponhamos que X, Y ¢ We A € R.

Entao, pelas propriedades de soma e de multiplicagdo por escalar usuais entre as ma-
trizes e, também, pelas propriedades do produto entre matrizes, temos

AX+EAY)=AX+AR-Y)

=AX+A-(AY)
—~ ~
X€:WO X:WO
=0+A-0
Portanto
(X+A-Y)eW.

Portanto, dos itens () e (B), podemos afirmar que o conjunto W é um subespago vetorial
de (Mp1(R),+,-).
]

Exemplo 9.3 Consideremos o espago vetorial real (#5;(R),+,-) (onde + e - sdo as
operagoes usuais de soma de polindmios e multiplicagdo de numero real por polinémazo,
respectivamente).

Encontre o subespaco vetorial de (#5(R),+,-), gerado pelo conjunto

S={p,q,7r,s} € Z(R),
onde
pty=1, qt)=t, rt)=t*, s{t)=1+t>, para cada tecR. (9.4)

Resolucgao:
Observemos que

= (+1)—1

= s(t) —p(t), paracada teR. (9.5)

Logo, dado u € Z;(R), existem escalares
ao,01,02,03 ER)
tais que
ut) =a,+a;t+at’*+a3t®, paracada teR.
Logo

ut)=a,+art+at?+azt’

D atatrattta [(B+1)-1]

=(a—w)tat+mti+a; (P+1)

= (ap —a3)p(t) + a1 q(t) + azr(t) + azs(t), paracada teR,
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ou, equivalentemente:
u=(a,—a)-p+ar-q+a-r+as-s,
ou seja, o vetor u € ;(R) pode ser obtido como combinagdo linear dos vetores de S, isto &,
ue[S].

Portanto

[S] = Z3(R).
O

Exemplo 9.6 Encontre o subespago vetorial do espago vetorial (Mz(R),+,-) (onde +
e - sao as operagoes usuais de soma de matrizes e multiplicacao de numero real por
matriz, respectivamente), gerado por

={(59)(53))

A € [S]

se, e somente se, existem «, 3 € R, tais que

SRR
(%)

A € [S]

se, e somente se, os elementos da diagonal principal de A sdo nulos, ou seja, [S] é o subespago
vetorial de (M;(R),+,-) formado por todas as matrizes quadradas de ordem dois, cujos
elementos da diagonal principal sdo iguais a zero, ou ainda,

0 a
[S]z{(b O),a,beR}.

Exemplo 9.7 Encontre um conjunto finito de geradores para o subespaco vetorial

W={ueM;,(R); Au=0},

Resolucao:
Temos que

ou s€ja,

do espago vetorial real (M3x1(R),+,-) (onde + e - sGo as operagbes usuats de soma de
matrizes e multiplicagdo de niumero real por matriz, respectivamente) onde

010
A=|210
11 4
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Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que W é um subespaco vetorial de
(Mzx1(R),+, ).

Observemos que

x
u=|p| ew
Y
se, e somente se, Au=20
010 x 0
se, e somente se, 210 Bl1=10
11 4 2% 0
11 4 x 0
ou, equivalentemente, 210 Bl=10],
010 2% 0
1T 1 4 x 0
ou seja, 0O -1 —4 Bl1=160
o 1 0 Y 0
11 4 o8 0
ou ainda, 01 4 Bl1=101,
010 Y 0
11 4 x 0
isto é, 01 4 Bl1=160
0 0 —4 Y 0
11 4 o8 0
se, e somente se, 01 4 Bl1=10
0 01 Y 0

ou, equivalentemente, a=p=v=0.

Portanto

Exemplo 9.8 Encontre um conjunto finito de geradores para o susbepaco vetorial
W ={u e My (R); Au = 0}

do espago vetorial real (Myx1(R),+,-) (onde +, - sGo as operagdes usuais de soma de
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matrizes e multiplicagdo de numero real por matriz, respectivamente), onde

T 1 =10
2 0 1 1
Al 1 0
0 =2 3 1
Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostra que W é um subespago vetorial de
(M4><1 (R) y T )
Observemos que
o4
u= P ew
Y
5
se, e somente se, Au=0,
T 1 =10 o4 0
ou seia 2 0 1 1 Bl |0
Sl T TV I I VA I R
0 —2 3 1 S 0
1T 1 -1 0 x 0
L, 0 —2 3 1 Bl |0
1sto €, 0 -2 3 1 v lol
0 —2 3 1 o 0
T 1 =10 x 0
ou seja 0 —2 3 1 Bl_|¢
B do o o ol |v| T o]
0O 0 0 O o 0
1 -1 0
0
0
O )
0

isto é, 0 1 3 3

3 1
ou ainda, 0 1 2 2 (
00

o< ™K
Il
~ —

o2 ™R
o O©C O O
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e _Y_ 2
2 2
ou, equivalentemente,
3y b
b=7% "3
Portanto,
y_® . !
2 2 2 2
3y 3 1
u= 7"‘2 =y 5 | +8] 3 |, paracada 5,ye€R.
Y 1 0
o 0 1
Portanto: _ -
] ]
2 2
3 1
W=112 ] 2
1 0
0 1

Exemplo 9.9 Encontre uma base e a dimensao do subespaco vetorial
u= [(1 30>1) ) (1 )230) ) (0>2>_1)]

do espaco vetorial real (R3 sy ) (onde + e - sdo as operagdes usuais de soma de ternas
e multiplicagdo de numero real por ternas, respectivamente).

Resolucgao:
Primeiro Modo:
Observemos que

(x,y,z) el
se, e somente se, existem
O“)B)YGR)
tais que
(X)U)Z) =& (1 )O)”+B(1 )Z)O)+Y' (0)2>_”
:(“+6>ZB+ZY>O(_Y)3 (910)
ou seja,

(x,y,z) elU



se, e somente se, existem

solugao do seguinte sistema linear

ou ainda,

se, € somente se, a equagao matricial abaixo admite solugdo, que denotaremos por

M31 (R);

ou seja,

ou, equivalentemente,

isto &,

ou ainda,

isto é,

O(’?B)‘YGR’

x+p=x
234+2v=y
X—y=2z

(x,y,z) e U

11 0
02 2
10 —1

1T 1 0
0 2 2
0 -1 -1
1T 1 0
o 1 1
0 -1 -1
110
011
000
10 —1
01 1
00 0
10 —1
01 1
00 O

b
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Notemos que esta dltima equagdo matricial possui infinitas solugdes, que serdao dadas por

Y

Y+ x >

> Yy

B | = —Y+§
v

Y

)

Substituindo em (ET), obteremos

(x,y,2) = <y+x—%> (1,0,1) + <—v+%> (1,2,0)+v-(0,2,-1)

(v

1
=x-(1,0,1)+vy- <O,1,—z) .

1
(1 )O>1)) (O>1 >_§>
sdo L.I. em (R3,+,-).

A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Assim, segue-se que o conjunto

Bﬁ{u,o,n,(o,u—%)} (9.11)

€ uma base para o subespago vetorial (U, +,-).
Em particular,

Notemos que os vetores

dim(U) =2.

Segundo Modo:
Notemos que os vetores

(1,0,1),(1,2,0)

sdo L.I. em (R3 ,+, ) e pertencem ao subespago vetorial U.
Vejamos se estes vetores, juntamente com (0,2,—1), sdo L.D. ou L.I. em (R3,+,~).
Para isto consideremos a seguinte combinagado linear dos vetores acima sendo igual ao
vetor nulo:

«-(1,0,1)+p-(1,2,0)+v-(0,2,-1)=(0,0,0),
ou seja, (ax+pB,2+2y,—7vy)=1(0,0,0),
x+p=0
ou ainda, B+y=0 ,
x—y=0

ou, equivalentemente, o =—-f =7,
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ou seja, os vetores

” 3031)3 ” )230)3 (032)_1)
sdo L.D. em (R*,+,").
Portanto, da Proposigdo (EZ3), segue que
[(r,0,1),(1,2,0), (0,2,-1)]=1(1,0,1), (1,2,0)],
ou seja, o conjunto
C=1{(1,0,1),(1,2,0)) (9.12)

é uma base do subespago vetorial U.
Em particular,
dim(U) = 2.

O

Observagao 9.13 Embora as bases ([T11) e (TT2) ndo coincidam, ambas estio corretas.
Basta observar que

(1,2,0)=(1,0,1)+2- (o,u-%) .

Exemplo 9.14 Dados os subespacos vetoriais

usremmini=a) ¢ w= (]

do espago vetorial real (M;(R),+,:) (onde + e - sd@o as operagdes usuais de soma de
matrizes e multiplicacdo de numero real por matrizes, respectivamente), encontre uma
base dos subespacos vetoriais

u, w, unw e U+WwW,
no caso em que ndo se reduzam ao subespaco vetorial trivial {0}.

Resolucao:
Para o subespago vetorial U :

Ja foi mostrado anteriormente (veja o Exemplo (E17)) que o conjunto U é um subespago
vetorial de (M;(R),+,-).

Observemos que se

teremos

AcWw,
istog, A=A"

ou seia ab_ac
e al T \v al

ouainda c=b.
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Portanto, A € U se, e somente se,

a b
S
10 0 1 00
(L) (0 ) (1) os6

Observemos também que as matrizes

10 01 00
0 0/°\1 0)\0 1
sdo L.I. em (M;(R),+, ).

A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

paraa,b,d e R.

Portanto, as trés matrizes acima sdo L.I. em (M;(R),+,-) e geram o subespago vetorial
U, ou seja, formam uma base do subespago vetorial U.

Em particular, temos

dim(U) = 3. (9.16)

o)

gera o subespaco vetorial W e é ndo nula, segue que o conjunto formado por esta matriz é
uma base do subespaco vetorial W'.

Para o subespaco vetorial W :

Como a matriz

Em particular, temos

dim(W) =1. (9.17)
Para o subespago vetorial U N W:
Notemos que
AelUnNnWwW
AelU, ouseja A=A"!
e

se, e somente,

11 AA
A €W, istoé, existe A€ R, tal que A=A =
01 0 A
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Logo
AA
=A
— At
t
(A A
~\o A
(A0
S A\A A
ou seja, A=0.
Portanto
A=0
Desse modo,
unw ={0}.
Em particular,
dim(UNW)=0. (9.18)

Para o subespago vetorial U + W:
Logo, da Proposigédo ([38), de (E1H), (E112) e (E01), segue que

Prop.:(m)

dim(U + W) dim(U) +dim(W) —dim(U N'W)
—_—— — — —,
(=), (=), (=),
—4
=dim[M,(R)].

Portanto, do Corolério (ZZ1), segue que
U+ W=M;R),

ou ainda,
Uew=mM;R),

Assim uma base para o subespaco vetorial U+W pode ser a base candnica de (M;(R),+, -),
B 10 01 00 00
N 0 0/’\0 0/)’\1 0/)’\0 1 )

Exemplo 9.19 Sejam

U={pe 2(R);p'(t) =0, para cada t e R} e W ={pe Z(R);p(0) =p(1) =0}
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subespacos vetoriats do espago vetorial real (2;(R),+,-) (onde + e - sdo as operagdes
usuars de soma de polinémios e multiplicagcao de numero real por polinémaio, respecti-
vamente).

Encontre bases para os subespacgos vetoriais

u, w, unw e U+W,
no caso em que nao se reduzam ao subespaco vetorial trivial {0}.

Resolucgao:
Para o subespago vetorial U :

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que o conjunto U é um subespaco vetorial
de (@Z(R) y 1 )
Observemos que se p € & (R), existem

a,,a;,a; € R,

tais que
pt)=a,+a;t+a,t?, paracada teR,
assim
p'(t)=a;+2at, paracada teR. (9.20)
Logo
pel
se, e somente se, p’(t)=0, paracada teR,
que, de (EZ20), é equivalente a: a;+2a;t=0, teR
istoé, a;=a,=0.
Logo,

p€ U se, e somentese, p(t)=a,, paracada teR, (9.21)

para cada a, € R.
Se considerarmos p, € P;(R) dado por

Po(t) =1, paracada teR, (9.22)

entao,
Po € U.

Além disso, de (EZZI), segue que
pe U se esomentese, p=u-p,,

para algum « € R, ou seja,
U =[p,]. (9.23)
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Como
Po7# O,

segue que o conjunto {p,} serd uma base do subespaco vetorial U.
Em particular,
dim(U) =1. (9.24)

Para o subespaco vetorial W :

Vimos, anteriormente, que o conjunto W é um subespaco vetorial de (Z;(R), +, ).
Observemos que se p € & (R), existem

aoaalaaZER)

tais que
p(t)=a,+a;t+ayt?, paracada teR. (9.25)
Logo
peWwW
a, =p(0) P
se, e somente se, pEW
ao+a] +a2 :p(1) =
como, (LZH) e a, = 0,a; = —ay, teremos: p(t) = a;t — a; t? = ay (t — t), (9.26)
para cada t € R.
Logo se considerarmos p; € &% (R) dado por
pi(t) =t—t*, paracada teR, (9.27)
entao
p1 € W)
pois

pi(0) = pi(1) = 0
e, de (EZ2A), segue que

pEW se, esomente se, p(t)=a (t—t’) = 4, pi(t), paracada tcR,
ou seja,
W = [pi]. (9.28)

Como p; # O, segue que o conjuto {p;} ’e uma base do subespago vetorial W.
Em particular,
dim(W) =1. (9.29)

Para o subespago vetorial UNW :
Dos dois itens acima temos que

e) e (223)

peunw! [po) N [p1]
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se, e somente se, existem A, 1 € R tais que

ANPo=PpP=H-P1,
de (EZ0) e (ECZ2) é equivalente & A=p (t—t°), paracada te€R.

Logo deveremos ter (pois o lado esquerdo da igualdade acima é um polinémio de grau
zero e do lado direito temos um polinémio de grau dois)

A=un=0,
ou seja, deveremos ter
p=0¢e ZR).
Assim,
unw ={0}.
Em particular,
dim(UNW)=0. (9.30)

Para o subespaco vetorial U+ W :
Logo, da Proposigéo ([28), de (E=24), (=) e (E=0), segue que

Prop.:(IZEE)

dim(U + W) dim(U) +dim(W) —dim(U N W)
—_—— — — —/
(=), (e=), (=),
=14+1-0
=2.

Notemos que, do item B. da Proposigdo (EZZT), segue que

U+ W = [po] + [pi1]

item B. da Proposigdo(E=2)

[PmP]]-

De (EZ0) e (E227), segue que o conjunto

B i{po )pl}

é LI em (H(R),+,-).
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Portanto, como
dim(U+ W) =2,

segue que o conjunto B serd uma base para o subespago vetorial U + W.
O

Exemplo 9.31 Seja (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) de
dimensao finita.
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Suponhamos que os conjuntos B e C sdo bases (ordenadas) do espago vetorial real
(respectivamente, complezo) (V,+,-), formadas pelos vetores

€1,€2,€3 € 91,992,903,

respectivamente, relacionados da seguinte forma:

gi=¢e +e —e;3
92:2'62+3-€3 . (932)
93:3-€1+63

1. Determine as matrizes de mudancga de base, da base B para a base C, isto é, Mg,
e da base C para a base B, isto €, M¢g.

2. Se as coordenadas e a matriz das coordenadas do vetor v em relagdo a base B,
isto €, [vlg, € dada pela matriz

Ms=1| 3 |, (9.33)
2

encontre as coordenadas e a matriz das coordeanadas do vetor v em relag¢ao a base
C, 1isto €, [Vic.

3. Se a matriz das coordenadas do vetor v em relagcdo a base C, 1sto €, [Vlc, € a matriz
Me=| 3 |, (9.34)

encontre a matriz das coordenadas do vetor v em relagdo a base B, isto €, [v]z.
Resolucao:

1. Notemos que (E32) é equivalente a:

g=1-e+1-e+(—1) 3
g2=0-e1+2-e,+3¢;
93:3~€1+0-€2+1'€3

Logo, teremos:
1 0
MBC = 1 2
-1 3

(9.35)

— O W

Da Proposigdo (EZ3), segue que

Mes = (Mge) ™ .
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Passemos a encontrar a inversa da matriz Mpe (ver Apéndices (&) e (B)):

1 0 3 100 10 3 : 1 00
1 20:010~]102 -3 : —-11
-1 3 1 0 01 03 4 : 1 01
Lo 3 Lo o 10 3 1 0 0
3 1 1
3. 1.1 0T —5 =5 5 0
~ _- . ~ 2 2 2
0 1 3 3 3 0)
03 4 1T 01 17 5 3
00 5 3 =31
2 9 6
10 3 10 0 R 1A A T/
3 1 1
0T —5 = 5 0 1 4 3
~ 2 2 2 ~ - 2
010 17 17 17
5 3 2
00 1 AT 5 3 2
17 17 17 s 2 £
0 01 17 17 17
Portanto,
E A
17 17 17
1 4 3
Mep = - = 9.36
s 17 1717 (9.36)
3 3 2
17 17 17
2. Da Proposigdo (BEZH), segue que
Ve = Mces Vs
E A
17 17 17
1
e | 14 3|,
17 17 17 2
5 3 2
17 17 17
(1
Exeglcw .l
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3. Da Proposigdo (BEZH), segue que

vlg = Mge Ve

(=) e ()

O

Exemplo 9.37 Constdere o seguinte subespago do espago wetorial real (M;(R),+,-)
(onde + e - sGo as operagdes usuais de soma de matrizes e multiplicacdo de numero
real por matriz, respectivamente):

W:{(z %’C)GMz(R);x—y—z:O}. (9.38)

1. Mostre que o conjunto B formando pelas matrizes

. 1 1 . 10 . (0O
(D) me (1) e (30) e

e o conjunto C formado pelas matrizes

(10 (o0 — (o0
c(10)oes (0 7) 0 (30) o

sao bases do subespago vetorial W.

2. Encontre as matrizes de mudanga de base, da base B para a base C, isto é, Mg,
e da base C para a base B, isto €, M¢g.

3. Encontre uma base (ordenada) D do subespago vetorial W, de tal modo que a
matriz

P (9.41)

o o =
w o =
- N O

seja a matriz de mudanca de base, da base D para a base B, isto €,

P=Mpg.
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Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que o conjunto W é um subespaco vetorial

de (MZ(R) )+ ) )
Do item [0.:
Observemos, de (E238), que

AeW

se, e somente se, A:(Z ?L)EW e x=y+z.

Assim, A € W se, e somente se,

A:(yjz ltJ):y-((]) ;)—i—z-(: 8)+t-(g ?), (9.42)

para cada y,z,t € R.
Logo, de (F-Z2), segue que

11 10 00
Notemos que as matrizes
11 10 00
0 0/°\1 0)’\0 1
sdo L.I. em (M;(R),+,-).

A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Assim o conjunto

) 11 10 00
5= o) (1 8) (6 ) 040
_— Y Y
=B =B2 =B3
serd uma base de W.
Em particular, teremos
dim(W) = 3. (9.45)

Por outro lado, o conjunto C é formado por trés vetores de W e a dimensao de W é trés.
Logo para que o conjunto C seja uma base de W, basta verificar que tais vetores sdo L.IL.

€m (MZ(R) y 1 )
Para isto observemos que,

_ 10 LB 0 —1 fy. 00y (00
“ 1o 1 0o) Y lo1) oo
(04 —pB\ (0 O
se, e somente, (oc—l—ﬁ y>_<0 O>’

ouseja, x=p=vy=0,
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mostrando que o conjunto

9.46)

()
[l
—_— —
o O
~_
-~
—_ O
o 1
~
-~
o O
—_ O
~

é L.I.em (My(R),+,-).
Do item DO.:
Observemos que, de (EZ8) e (EZ4), segue que

e (1 0

- B,

:0'B1+]-Bz+0'83 (9.47)
c, = B, +8,

—(=1)-B1+1-B,+0-B; (9.48)
c; "= B,

=0-B;+0-B,+1-B;.
Assim, a matriz de mudanga de base, da base B para a base C, serd dada por:

0 -1 0
Mpe=|1 1 O
0 0 1

Notemos também que, de (E24) e (EZH), segue que

B = ¢ -,

=1-Ci+(-1)-C24+0-C; (9.49)
BZ(EE)C]

=1-C;+0-C,+0-GC; (9.50)

B V0.0 40-C+1-Cs.
Assim, a matriz de mudanga de base, da base C para a base B, serd dada por:

.
Mep = | —1
0

o o =
— O O

Do item B.:
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Notemos que

w o =
- N O

1
det(P)=| 0
0

Exegicio 6 7& 0.
Assim, devera exitir uma base
D ={D;,D,,Ds}

de modo que

1
Mps =P =" | 0
0

w o —=
— N O

Com isto, deveremos ter:

Bi=1-D;+0-D,+0-D;

=D, (9.51)
By=1-Dy+0-D;+3-Ds

=D, +3-D; (9.52)
B;=0-Dy+2-D,+1-D;

—2.D, +D;s.

Resolvendo o sistema linear matricial (formado por matrizes quadradas de ordem 3, Dy,
D, e D;), obteremos:

B B, — B;
B,—B 3T 3B;+B;—B
D, =B;, D;= 23 1) D, = 23 _ 3+61 2

Assim, a base D serad formada pelas matrizes D;, D, e D3 que sdo dadas por

1 1
(1 % 0 3
D]:OO’DZZ y, D3=
_11 10
6 2 3

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que o conjunto D é uma base para W

(isto é, que o conjunto D gera o subespago vetorial W é L.I. em (M;,(R),+,-)).
O]



Capitulo 10

Transformacoes Lineares

[17.09.2015 - 11.a

10.1 Introducao e Exemplos

Até agora estudamos os espagos vetoriais reais (ou complexos) e seus subespagos, introdu-
zimos os conceitos como dependéncia e independéncia linear e, a partir disto, pudemos, no
caso de serem finitamente gerados, descrevé-los de maneira mais simples usando para isto
geradores e, mais especificamente, bases.

De certa forma j& temos em mados tudo o que precisamos para trabalhar com espagos
vetoriais reais (ou complexos).

No Capitulo [ voltaremos a estudar os espagos vetoriais reais (ou complexos) que possuem
uma estrutura mais "rica”.

O leitor j& deve estar familiarizado com o conceito de fungdes, principalmente com aque-
las que estdo definidas em um subconjunto dos nimeros reais e cujo contradominio seja,
eventualmente, um outro subconjunto dos niimeros reais.

Nosso préximo passo é estudar fungdes que tém como dominio um espago vetorial real (res-
pectivamente, complexo) e cujo contradominio seja, eventualmente um outro espago vetorial
real (respectivamente, complexo).

Note que os valores tomados sdo, na verdade, vetores.

No entanto, vamos restringir a apenas alguns tipos especiais dentre estas fungoes.

Estaremos interessados em fungdes que preservam as operagdes existentes no espago ve-
torial real (respectivamente, complexo), que atua como o seu dominio, e aquelas do espago
vetorial real (respectivamente, complexo), que age como contra-dominio.

Por exemplo, por preservar a adigao de vetores, entendemos que ao tomar dois vetores no
dominio da fungdo, o valor que esta deve ter para a soma destes dois vetores devera ser igual
a soma dos valores que ela apresentard para cada um dos vetores no contradominio.

De maneira semelhante a fungdo deverd preservar o produto por escalar.

Fungdes com estas propriedades sdo chamadas de transformagoes lineares, mais precisa-
mente, temos a:

Defini¢ao 10.1 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriats reats (ou complezos).

171
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Diremos que uma fungdgo T : U — V € uma transformagao linear de (U,+,:) em
(V,+,-), se forem verificadas as sequintes condigdes:

1. Tu+v)=T(u)+T(v), para cada u,veU;
2.TA-u)=A-T(u), paracada uel e AeR (ouC).
Observacao 10.2

1. Se wndicarmos as operagoes de V por +, e -, e as operagoes de U por 4+, e
entao as propriedades . e B. acima podem ser escritas, de modo rigoroso, como:

.u)

1. Tu4y,v) =T +,
2. T(A-yu)=A-,T(u), paracada ueclUl e AecR (ouC).

T(v), para cada u,veuUu;

Por uma questao de facilidade evitaremos escrever as sentengas acima e conside-
raremos entendidas as identidades . e B. da Definigdo () acima.

2. Supondo que (U,+,-) e (V,+,:) sdo espagos vetoriais retas (ou complexos), no-
temos que T : U — V € uma transformacao linear se, e somente se,

Tu+A-v)=T(u)+A-T(v), (10.3)

para cada u,v € U e A € R (respectivamente, C).

A verificagao deste fato serd deixada como ezercicio para o leitor.

3. Notemos que, pela propriedade 0. da Definigdo (D) e o item B. da Proposi¢do
(B=0), temos que

item B. da Prop. (BE=)

T(O,) T(0-0O,)

item B. da D:eﬁnigc"w () 0. T(Ou)
item B. da Proposigdo (EX)
= Ov ,
onde O, denota o vetor nulo de (U,+,-) e O, denota o vetor nulo de (V,+,-),

ou seja, toda transformagdo linear de (U,+,-) em (V,+,-), leva o vetor nulo de
(U,+,-), no vetor nulo de (V,+,-).

Resumindo:
T(0)=0. (10.4)
4. Além disso, na situacdo da Defini¢cdo (), temos que

T(—u) =—T(u), para cada uwelU, (10.5)

ou seja, uma transformacao linear de (U,+,:) em (V,+,-), leva um vetor oposto
de (U,+,-), no vetor oposto da tmagem daquele, em (V,+,-).
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De fato,

item 0. da Defini¢Go ()

T(—u) + T(u) T(—u+u)

=T(0)
@) 5

Logo da unicidade da ezisténcia do vetor oposto (ou seja, da Observagdo (ET)),
seque que

Finalmente, na situagdo acima, se
W,u, -, uyn €U e A Az, Ay € R (respectivamente, C),

entao

TA - w+A - w AU =N - T(wg) + A2 T(ug) + -4+ A - Tlun),

ou seja,
T (Z A - ui> => A T(w). (10.6)
i=1 i=1

A verificagao deste fato pode ser feita por indugdo sobre um numero de parcelas
e seus detalhes serao deixados como exercicio para o leitor.

Na situagdo da Defini¢do (), o conjunto formado por todas as transformagdes
lineares de (U,+,-) em (V,+,-) serd denotado por L(U; V), isto €,

L(U;V)={T:U—>V;T € uma transformacgdo linear}. (10.7)
Na situagdo da Definigdo (), se
V=1u,

diremos que a aplicagdo T € um operador linear em (U, +,-).

O conjunto formado por todos os operadores lineares definidos em (U,+,-) em
serd denotado por L(U), isto €,

L(U)={T:U—> U; T € um operador linear}. (10.8)
Na situagdo da Definigdo (), se
V=R (ouV=C),

diremos que a aplicacao T é um funcional linear em U.
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O conjunto formado por todos os funcionais lineares definidos em (U,+,-) serd
denotado por
u/

1sto €,
UW={T:U—>R (ouC); T é um funcional linear}. (10.9)

A seguir listamos alguns exemplos de transformacdes lineares, operadores lineares e fun-
cionais lineares definidas e tomando valores em varios espagos vetoriais reais (ou complexos),
que foram tratamos nos capitulos anteriores.

Exemplo 10.10 Sejam (U,+,:), (V,+,-) espagos vetoriais reats (ou complexos) e T :
U — V dada por
T(u) =0, para cada uel. (10.11)

Mostre que a aplicagdo T € uma transformacgao linear de (U,+,-) em (V,+,-), isto
e, TeL(U; V).
A transformacgdo linear T serd chamada de transformacao nula.

Resolucao:

Utilizaremos o item B. da Observagdo (M) para mostrar que T é uma transformagdo
linear de (U,+,-) em (V,+,-).

Notemos que se u,v € U e A € R teremos que

T(u+A-v) (EE:")O

-0+ o

Prop.:(m)}\.o
=0 O

(e=3) (=)

(w)
=T +A-T(v),

(v)

ou seja, a aplicagdo T é uma transformacéo linear de (U,+,-) em (V,+,:).
0

Exemplo 10.12 Sejam (U,+,-) espaco vetorial real (respectivamente, complezo) e T :
U — U dada por
T(u)=u, paracada uel. (10.13)

Mostre que a aplicacdo T € um operador linear em (U,+,-), isto €, T € L(U).
O operador linear T € chamado de operador identidade.

Resolucao:
Utilizaremos o item B. da Observagdo () para mostrar que a aplicagdo T é um operador
linear em (U, —+,-).
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Observemos que
u,vel e A&€R (respectivamente, C),

teremos que

(=)

Tlu+A-v) = X +A- Y
rw Fw

=T(u) +A-T(v),

ou seja, a aplicagdo T é um operador linear em (U, +,-).
Agora temos o:

Exemplo 10.14 Sejam (Z2,(R),+,-), (R™',+,-) espagos vetoriais reais (onde + e -
sGo as operagoes usuais de 2, (R) e de R™"', respectivamente) e T : Z,(R) — R™"! dada
por

T(p) =(ap,a1, -+ ,a,), paracada pe Z,(R), (10.15)

onde
rt)=a+art+---+a,t", paracada teR. (10.16)

Mostre que a aplicagdo T € uma transfromagdo linear de (#,(R),+,-) em (]R““ v+ ~),
isto €, T € L (P, (R); R™).

Resolucao:
Utilizaremos o item BO. da Observagdo () para mostrar que a aplicagdo T é uma
transformacgio linear de (#,(R),+,-) em (R”H s+ )
Notemos que, se
rP,ge Z.(R) e AeR,

entao, existem

AoyQ1y- - )arubo»B])"' )bn€R>
tais que
pt)=a+art+---+ant", (10.17)
q(t)=b,+byt+---+b,t", paracada teR. (10.18)

Logo, para cada t € R, teremos:

(p+}\'q)(t):(ao+a1t+"'+antn)+}\ (bo+b1t+"'+bntn)
= (ap +Aby) + (a; +Aby)t+---+ (an +Aby) t". (10.19)
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Logo
Tp+r-q) D2 (0 Abo, a1+ Abr, -+, an + Abn)
ropriedades de (R™*1,+4 -
or :( +)(aoaa1>"')an)+(7\b0)7\bl>"'))\bn)
ropriedades de (R™+1,+4 -
or :( )(aoaa1>"')an)+7\'(boab1)"')bnl

~\~

(=) o (E=3) (=) o (=)

(p) (a)

:T(P) +7\T(q)>

ou seja, a aplicagdo T é uma transformaggo linear de (Z,(R),+,-) em (R™,+,").

Temos também o:

Exemplo 10.20 Sejam A € M ,«n(R) uma matriz dada e (M, 1(R),+,-) espago vetorial
real (onde + e - sd@o as operagoes usuats de My x1(R) ).
Definamos
T: Mua(R) — M (R)

por
T(u) =Au, paracada ue M,(R). (10.21)

Mostre que a aplicagdo T € uma transformagao linear de (M, x1(R),+,-) em
(Mm><1 (R) >+ ) '); ou Seja; Tel (Mn><1 (R) ) Mm><1 (R))

Resolucgao:

Utilizaremos o item B. da Observagdo ([I2) para mostrar que a aplicagdo T é transfor-
magdo linear de (M1 (R),+,:) em (Mu«1(R),+, ).

Para isto, notemos que, se

u,ve M «1(R) e AeR,

teremos

Tu+r-v) E2 Au+A-v)

Propriedades de matrizes

= Au+A(A-v)
= é}b +A (Av)
=1y =1 ()

=T(u)+A-T(v),

ou seja, a aplicagdo T é transformacgdo linear de (M, «1(R),+,-) em (M1 (R),+,-).
[

Observacao 10.22 Se no Ezemplo (Z0) acima, tivermos m = n, entdo segue que
T € (Mnx1(R)), ou seja, T serd um operador linear em (M,x(R),+,-).
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Outro caso importante é dado pelo:

Exemplo 10.23 Sejam (C([0,1]; R),+,-) e (R,+,-) espagos vetoriais reais (onde + e -
sdo as operagoes usuais de C([0,1]; R) e de R, respectivamente) e T: C([0,1]; R) — R,
dada por

1
T(f) ij f(x)dx, para cada f e C([0,1];R). (10.24)
0

Mostre que a aplicagGo T € um funcional linear em (C([0,1]; R), +,-), wsto &, T €
L(C([0,1]; R) ; R) = [C([0, 1]; R))".

Resolucgao:
Utilizaremos o item B. da Observagdo (2) para mostrar que a aplicagdo T é um funcional
linear de (C([0,1]; R),+,-).
Notemos que, se
f,ge C([0,1];R) e AeR,

teremos:

127 )

1
T(f+A-g) = J (f+Ag)(x) dx

1
Propriedades de integrais deﬁnidasl[

Jo

(m:m)-l-

(f)
= T(f) +A- T(g) )

ou seja, a aplicagdo T é um funcional linear em (C([0,1]; R),+,-).
Temos também o:

Exemplo 10.25 Sejam (CW[O,]];]R),—}—,-) e (C([0,1]; R),+,-) espagos vetoriais reais
(onde + e - sdo as operagbes usuais de F([0,1];R)) e T: C'([0,1]; R) — C([0,1]; R),
dada por

T(f)=f', para cada feC'([0,1];R). (10.26)

Mostre que a aplicagcdo T € uma transformacdo linear de(C]([O,1];R),+,~) em
(C([0,11; R),+, ), dsto & T e £(C'([0,1]; R); C(10,1]; R)).

Resolucao:
Utilizaremos o item O. da Observagdo () para mostrar que a aplicagdo T é uma
transformagcéo linear de C'([0,1]; R) em C([0,1]; R).
Notemos que, se
f,ge C'([0,1;R) e A€R,
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teremos:
T(F+r-g) =2 (Frag)’
Propriedades de derivadas ’ ’
o \f/ +A \g,./
1) =1 ()

=T(f)+A-T(g),

ou seja, a aplicagdo T & uma transformagao linear de (C'([0,1]; R),+,-) em (C([0, 1]; R), +, -).
O
Os exemplos abaixo sdo de fungBes entre espagos vetoriais reais (ou complexos) que nao
sdo transformacdes lineares.

Exemplo 10.27 Sejam (]R3,+,-) e (R,+,-) espagos vetoriais reats (onde + e - sGo as
respectivas operagdes usuais, respectivamente) e T : R> — R, dada por

T(x,y,z)=x+y+z+1, parcada (x,y,z)cR>. (10.28)
Mostre que a aplicagao T nao € uma transformacao linear de (R3 y 1 ) em (R,+,-).

Resolugao:
De fato, notemos que
T(0,0,0) "= 1 0.

Logo, do item B. da Observagdo (1) segue que a aplicagdo T nao é uma transformacgdo
linear de (R*,+,-) em (R,+,").
OJ
Outro caso é dado pelo:

Exemplo 10.29 Sejam (C([0,1]; R),+,-) e (R,+,:) espagos vetoriais reats (onde + e -
sao operagoes usuais, respectivamente) e T: C([0,1]; R) — R dada por

1

T(f) iJ If(x)|dx, para cada f e C([0,1];R).

0

Mostre que a aplicagdo T ndo € uma transformagao linear de (C([0,1];R),+,-) e
(R)+)')'

Resolucao:
Se a aplicagdo T fosse uma transformagdo linear, do item A. da Observagao (), deve-
riamos ter

para toda fungdo f € C([0,1]; R).
Para ver que isto ndo ocorre basta, por exemplo, considerar a fungdo f: [0, 1] — R dada
por
f(x) =1, paracada xe[0,1].
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Neste caso, teremos:

1
T(—f) f(x)=1, pia x€[0,1] J' | B ” dx

0

— 141

1
:—J IT| dx
0

- _T(f)a

ou seja, a aplicagdo T nao é uma transformagdo linear de C([0,1]; R) em R.
0
Um dltimo caso é dado pelo:

Exemplo 10.30 Sejam (R,+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagdes usuais)
elT:R— R, dada por
T(x) =x*, para cada x€R.

Mostre que a aplicagdo T nao € um operador linear em (R,+,-).

Resolucgao:
De fato, observemos que

Assim, do item BA. da Observagdo (1), segue que a aplicagdo T nao é um operador
linear em (R,+,-).
O
Podemos estender o Exemplo ([M20) acima a seguinte situagéo:

Exemplo 10.31 Sejam n € {2,3,---} fizado e (R,+,-) espago vetorial real (onde + e -
sdo as operagdes usuais) e T: R — R, dada por

T(x) =x", para cada xé€R.
Mostre que a aplicagcdo T ndo € um operador linear em (R,+,-).

Resolugao:
Observemos que, se n é par ,temos que
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assim, do item A. da Observagdo ([M3), segue que a aplicagdo T nao é um operador linear
em (R,+,-).
Por outro lado, se n é impar temos que

T(14+1)=T(2)
—

n>2

)
S
=T(1) +T(1),

mostrando que a aplicagdo T n&o satisfaz o item M. da Defini¢do (), logo ndo podera ser
um operador linear em (R, +,-).
O
Um resultado importante é dado pela:

Proposicao 10.32 Sejam (U, +,-) (V,+,-) espagos vetoriats reats (ou complezos), onde
o conjunto
B={uw,uy, - ,up}
€ uma base de (U,+,-) e
Vi, Vo, vy €V,
Entao, existe uma unica T : U — V, transformacgao linear de (U,+,-) em (V,+,"),
satisfazendo:
T(w) =vi, paracada i€{1,2,---,n}. (10.33)

(22.09.2015 - 12.a]

Prova:
Dado u € U, como o conjunto B é uma base de (U,+,-), segue que existem tnicos
escalares

Xy, 0,y &y € R (respectivamente, C)

tais que
Uu=oq - +o Ut--+ o, U. (10.34)

Definamos a seguinte aplicacdo T : U — V, dada por
Tuw) =0 -vi+00-Vy+ -+ 0 Vn. (10.35)
Afirmamos que a aplicagdo T é uma transformagio linear de (U,+,-) em (V,+,) e
T(w) =v;, paracada ie{1,2,---,n}.

Comecemos mostrando a validade identidade acima, isto ¢, (I=33).
Como o conjunto B é uma base de (U,+,-) e, para cada i € {1,2,---n}, temos que
w; € U, segue que
LL'L:\O/_/'LL] _|_..._|_\(Z_/.U¢F1 —{—\1/-LL~L+\()/_/-LL~L+1 +...+\(Z/.un) (10_36)

=1 =01 =4 =&i41 =0&n
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de modo 1nico.
Logo, para cada i € {1,2, - ,n}, de (I33), segue que:

(e=3) (=) . (e=m) (e=3) (m=m3)
= ‘o = "®i_1 = "4 = &Xit1 = &n
~ ~= ~ = ~=
Tu)=_"0 vi+-+ 0 wvig+ T v+ 0 wvy+---+ 0 vy
~~ ~— ~~
= =Vi =
=0 + Vv + O
=V,

mostrando que ([I=3) ocorre.
Mostremos agora que a aplicagido T é uma transformagéo linear de (U, +,-) em (V,+,-).
Para isto utilizaremos o item O. da Observagdo (IOJ).
Notemos que, se

u,wel e AcR (respectivamente, C),
entdo, como o conjunto B é base de (U, +,-), segue que existem tnicos escalares
Xy 0y Oy B1yB2y P € R (respectivamente, C),
tais que
u=o; - wH+o-u+-+o, U e w=p3-wm+pr-u+-+ Bn- U (10.37)

Logo

wA A w E o w0 up b o ) A A By By e B )

Propriedades de espago vetorial (

o +AB) - w+ (d+APB) - ua+ 4 (o +ABR) - un . (10.38)

Logo da definigdo da aplicagao T (isto é, de (I2H)) segue que

Tu+A-w) T2 (o AR v+ (0 +AB2) Voo (0 FABR) - Vn

Propriedades de espago vetroial [

0 Vi 0 Ve oVl A (B v F B va e B v
=T(w) :?(rW)

(o) e (£

(W +A-T(w),

mostrando que a aplicagdo T é uma transformacao linear de (U,+,-) em (V,+,-).
Finalmente, mostremos a unicidade, ou seja, se S e T sdo transformacgdes lineares de
(U,+,-) em (V,+,-), tais que

T(w) =vi=S(w), paracada ie{1,2,---,n}, (10.39)

entao deveremos ter
S=T.
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Para isto, basta ver que se u € U, como o conjunto B é uma base de (U,+,-), segue que
existem tunicos escalares

X, 0, &y € R (respectivamente, C),
tais que
U=07 U+ U+ -+ 0y - Up . (10.40)
Logo
S(u) (m:m)S(oq ‘W - Uy)
S ¢ transformaho linear S(u) + -+ oty - ()
= X1 V)4 0y Yy
=T,
ou seja,
S(u) =T(u), paracada uwelu,
isto é,

S=T,

completando a demonstragao do resultado.
|

Observacao 10.41 A Proposigdo (I32) actma nos diz, em particular, que uma trans-
formagdo linear, defintda em um espago vetorial real (respectivamente, complezo) de
dimensao finita, fica completa e unicamente determinada conhecendo-se os seus valo-
res em uma base do espago vetorial real (respectivamente, complezo) do dominio da
transformacgao.

Apliquemos isto ao:

Exemplo 10.42 Seja (R2,+,-) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
dde adigdo de pares e multiplicacdo de numero real por par, respectivamente).
Encontre um operador linear T : R? — R?, tal que

TI(1,2)] =(3,-1) e TIO,N]=(T,2). (10.43)
Resolugao:
Notemos que o conjunto
B={(1,2),(0,1)} (10.44)
-

é uma base de (R?,+,-), pois é L.I. em (R?,+,-).
Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
Logo, se
(x,y) € R?,
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podemos escrevé-lo como combinagao linear dos vetores da base B, isto é, existem
x,peR,

tais que

u=(x,y)
= o - U + xuy,
(z3)

= X (1»2)"’_0(2(0)])
= (ot,201 4 02),

. . X =X
isto é, ,
{y =20 + &

. X1 =X
ou ainda, . (10.45)
X =y—2%

Com isto, teremos:

u=(x,y)
=01 -U Uy
=, . 1,2)+(y—2x)-(0,1), paracada x,ye€R. (10.46)

Deste modo, o operador linear T devera satisfazer:

T06,y) B0 T (1,2) + (y —2x) - (0,1)]

T(oq-wg+az-uz)]

=vq =vy

/_/R /—M

=or- T (W) 4o T(U3)
Té operzﬁor linear - T[(] ’2)] +(y —_ ZX) . T[(O» 1)]
~— —

()

(3,-1) = )

=x-(3,-1+(y—2x)-(1,2)
=(x+y,2y—5x), paracada (x,y)ecR?,

ou seja, o operador linear T : R? — R? procurado, sera dado por:
T(x,y)=(x+y,2y—5x), paracada (x,y)cR*. (10.47)
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que a aplicagdo T, definida por

(IZ7) é um operador linear em (R?,+,) e satisfaz (ITZ3).
0
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10.2 O Espaco Vetorial £(U; V)

Observacgao 10.48

1. Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reats (ou complezos).

Como vimos nos itens B. e O. da Observagdo (IA), o conjunto formado por
todas as transformacgoes lineares T: U — V € denotado por

L(U; V)
e quando
u=Vv,
usaremos a notagao
L(U)=L(U; U).

2. Dadas T,S € L(U; V), definimos a aplicagdo (T+S): U — V como sendo dada por

(T+S)(u) =T(uw) +S(u), para cada uwel. (10.49)

Na situagdo acima, afirmamos que

(T+S) e L(U; V).

De fato, se
u,vel e Ae€R (respectivamente, C),

teremos:

(T+S)(u+?\-v)(mzm) Tu+A-v) + S(u+A-v)

—_————

TeEMVIT AT S Y5 as)

=[T(u)+A-TW)]+[S(u)+A-SV)]
propriedade de:espa.go vetorial [T(‘LL) + S(‘LL)] + A - [T(V) + S(V)]
CED (T )W) + A [(T+S)W)].
Logo, do item B. da Observagcdo (III3), segque que a aplicagdo (T + S) € uma

transformagao linear de (U,+,-) em (V,4+,-), ou seja, (T+S) € L(U; V), como
queriamos mostrar.

3. SeT e L(U;V)eAeR (respectivamente, C), definiremos a aplicagioA-T: U — V,
dada por
(A-T)(u) =A-T(u), para cada uelU. (10.50)

Na situacdo acima, afirmamos que

(A-T)e L(U; V).
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De fato, se
u,vel e B eR (respectivamente, C),
seque que:
AT uw+Ar-v) 0N Tu+p-v)
AT B TV)]
propriedade de:espago vetorial A- T(LL) + f?) ) D\ ) T(\))]
(c=m)

=" AT +B-[(A-T)V)]. (10.51)

Logo, do item B. da Observagdo (III2), seque que A-T € uma transformagao linear
de (U,+,-) em (V,+,:), ou seja, (A-T) € L(U; V), como queriamos mostrar.

4. Dos itens B. e @. acima, seque que
(L(U; V), +,-)
serd um espago vetorial real (respectivamente, complexo) (onde + e - sdo as ope-

ragdes introduzidas nos itens @. e @. acima).

Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.

5. Notemos que o vetor nulo de L(U; V), serd a transformagdo linear nula, isto €,
O:U — YV dada por
O(u) =0, para cada uwel.

Além disso, se T € L(U; V), o vetor oposto de T, serd a transformacdo linear
—T:U—V dada por

(—=T)(u) =—-T(u), paracada ucU.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

Registraremos isto tudo na:

Proposicao 10.52 (£L(U; V),+,:) (onde + e - sGo as operagdes introduzidas nos itens
B. eDd da Observagao (IZ) acima) € um espago vetorial real (respectivamente,
complezo).

Prova:
Veja o item @. da Observagdo ([IZH) acima.
|

Defini¢ao 10.53 Seja (U,+,-) € um espago vetorial real (respectivamente, complezo).
Definimos o espago dual (algébrico) de U, que serd denotado por U’ (veja o item
8. a Observagao (M3)), como sendo

U =L(U;R) (ou L(U;C)), (10.54)

isto €, U’ € o conjunto formado por todos os funcionais lineares definidos em (U,+,-).
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Com isto temos a:

Teorema 10.55 Seja (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) de

dimensdo n e (V,+,:) é um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
mensao m.

de di-

Entdo, o espago vetorial real (respectivamente, complezo) (L(U; V),+,-) tem di-

mensao mmn, ou seja, se
dim(U)=n e dim(V)=m,

entao
dim[£Z(U; V)] =mn.

Prova:
Sejam
B={u,u, - ,un}

uma base (ordenada) do espago vetorial real (respectivamente, complexo) (U,+,-) e
C i{\” y V2, )Vm}

uma base (ordenada) do espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+, ).
Para cada
iE{],z,"',Tl} € jE{],Z,"',TTL},

definamos a aplicagao
Tij U — V,

da seguinte maneira: se u € U, como o conjunto B é uma base (ordenada) para (U,+,-),

segue que existem tnicos escalares
X1,X2,* yXn € R (respectivamente, C),

tais que
u:x1.u]_|_X2.u2_|_..._|_xi.ui_|_..._|_xn.um_

Com isto, definiremos
Tij(u) =xi - vy,

ou seja, de (=), temos que

n
Ti]' (Zxk -uk> iXi 'V]' .
k=1
Notemos que, para cada k € {1,2,---,n}, teremos:

Tu(uk):TU(Om—i——l-Ouk_]—f—] uk+0uk+1++0un)

(O=7) com u=uy | Vj) se i=k
O, se i#k

(10.56)

(10.57)

(10.58)

(10.59)
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Afirmamos que, para cada
i6{1>2)"’)n} € jE{],Z,---,m},

teremos
Tij € £(U, V) .

De fato, se
u,vel,

como o conjunto B é uma base (ordenada) para (U, +,-), segue que existem tnicos escalares
X1X2yy " yXnyY1,Y2, - - ,Yn € R (respectivamente, C),
tais que
u=x-wy+x2-U+--+X,-U € V=Y -W+yr-w+--+Yyn-U,. (10.60)
Logo, das propriedades de espagos vetoriais, segue que

U+HA-v=[X w4+ X U FA Y-+ Yn - Uy
=X +Ay1) w4+ (X +AYn) - Un. (10.61)

Assim teremos:

Tu+A-v) (DIEJ)TU'[(X] +AY) cw o (G HAYD) Wt (X AYs) - Ul

(mr=2)
=" (xi+Ayi) vy = Xi *Vj +A - ( YiV )
~—~— ~—~—
(IED:E)TU (%7 w4+ xi U+ +HXn Un ) (IED:E)TU (y‘| ‘U +"'+yi’ui+"'+yn'Un)

=Ty w4 X W+ Xy Uy)

(zzmm)

= Tyj(u) +A-Ty(v) (10.62)
Logo, de (ME2) e do item O. da Observagio (), segue que
Ty € L(U;V), paracada i€{l,2,---,n} e je{l,2,---,m}.
Mostremos que o conjunto
D ={Ty; paraie{l,2,---,n} e je{l,2,--- ,m}} (10.63)

é uma base do espago vetorial real (respectivamente, complexo) (L(U; V), +, ).
Para isto mostremos, primeiramente, que o conjunto D é L.I. em (£L(U; V),+, ).

De fato, se
n m

i=1 j=1
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entdo, para cada

ke{] >Z>"' ,Tl},
segue que
O =O(w)

n m

=y > ay Tyl

i=1 j=1

m
= ayv;. (10.65)

Como os vetores
V1iyV2,y - yVm

sdo L.I. em (V,+,-) (pois o conjunto C é uma base de (V,+,-)), segue-se que
A =+ = Qm =0,
para cada k € {1,2,---,n}, ou seja,
aj; =0, paracada ie{l,2,---,n} e je{l,2,---,m}},

mostrando que o conjunto D, dado por (E3), é um conjunto L.I. em (L(U; V), +,-).
Mostremos agora que
D] = L(U;,V).

De fato, se
TeL(U;V),

para cada u € U, como o conjunto B é uma base de (U,+,-), segue que existem tunicos
escalares
X1,X2, "+ yXn € R (respectivamente, C),

tais que
U=X) - W +X2 U+ -+ Xn-Upy. (10.66)

Como a aplicagdo T é uma transformagdo linear de (U,+,-) em (V,+,-), segue que

(zzm)

T(u) T w4+ xn - Up)

Y T + -+ xn Tun). (10.67)
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Como
T(w) eV

e o conjunto C é base de (V,+, ), para cada
ie{l,2,---,n},
existem Unicos escalares
i € R (respectivamente, C), para je{1,2,---,m},
tais que

T(wi) = - Vi 4 i Va4 + O = Vi (10.68)

Lembremos que, para cada
i€{1>2>"' ,Tl} € ] E{])2>"' »m}»

de (I=12), temos que
Ty(u) =% -vy.

Logo, para cada u € U, de ([II&7), (IEA) e (1Y), obteremos

Tw) "= % Tw) + - + %o - T(ay)

()
= xi- (o vt &y Vi) e X (G Vi G V)

:“11‘(7(1'V1)+"'+0(m1'(X1'vm)‘l’""l’(x]n'(Xn'v1)+"'+0(mn‘(Xn'vm)
(Is3)
= our- Tn(uw) 4+ o - Trm(w) + -+ g - T (W) + -+ - + X - Tam (1)
ou seja,
T=oy-Tyn+-4+om - Tim+ -+ o Tin+- 4 Xnn - Tim

mostrando que T € L(U; V), pode ser escrito como combinacdo linear dos elementos do
conjunto D, isto é, o conjunto D, dado por (MHE3), gera L(U; V).

Portanto o conjunto D, dado por (IIE3), é uma base do espago vetorial real (respectiva-
mente, complexo) (L(U; V), +, ) e como o numero de elementos da base D, dado por (IIHE3),
é mn, segue que

dim[£Z(U; V)] =mn,

finalizando a demonstragao do resultado.

Como consequéncia temos o:

Corolario 10.69 Seja (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) de
dimensao n.
Entao o espago dual de (U,+,-) terd dimensdo n, isto €,

dim(U') =n. (10.70)
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Prova:
De fato, como
UW=LU;R) e dim(R)=1(=m),

segue, do Teorema ([IBH) acima, que

dim(U) ™= n-1

como queriamos demonstrar.

Observagao 10.71

1. A base D, dado por (IE3), obtida na demonstragdo do Teorema ([IEH) acima,
serd denominada base de L(U; V), associada as bases(ordenadas) B e C de (U,+,-)
e (V,+,-), respectivamente.

2. Pelo Coroldrio (IIIE3), se o espago vetorial real (respectivamente, complezo)
(U,+,-) tem dimensdo finita, entdo o seu espagco dual, U', terd a mesma di-
mensao.

3. Na situagdo acima, seqguindo os passos da demonstragdo do Teorema (IIIE3), se
o conjunto
B = {u y U2y »un}

é uma base (ordenada) de (U,+,-) e o conjunto
C ={1}

€ base uma base de (R,+,-), entdo os funcionais lineares Ty, To,--- , T, : U = R
(veja (OIR1)) onde, para cada

j E{] )2)"' ,T‘L},
o funcional linear T : U — R, € dado por
Tuw) =Ti(xr w4+ xn - Un)
=X, (10.72)

onde
u=x; - w+x-w+--+x,-u, €U
formardao uma base de (U, +,-).

Esta base é chamada de base dual, associtada ds bases (ordenadas) B e C de
(U,+,-) e (R,+,-), respectivamente.
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Exemplo 10.73 Sejam (R3,—|—,-) e (R,+,-) espacos vetoriais reais (onde + e - sdo as
operagées usuais de R e R, respectivamente).
Considere a base B (ordenada) de (R3,+,-), formada pelos vetores

u]£(1’1’])’ u2£(1>130)> u3£“)0)0)

C={w={1},

base de (R,+,-).
Encontre a base para o espago dual de (R3,+,-), associada as bases B e C de
(R*,+,-) e (R,+,-), respectivamente.

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que o conjunto B é uma base de
(R®,+,).
Utilizaremos as idéias do item 0. da Observagdo ([IZ1) acima.
Observemos que se
(X Y )Z) € R’ )

como o conjunto 55 é uma base (ordenada) de (]R3 y ~), segue que existem escalares tinicos

X14,X24,X3 GR,

tais que
u= (x,y,z)

=X1- W +xX2- Uy +x3- U3
—~~ ~~ —~~
:(1 )] )1) :“ »1 »O) :(1 »O )O)

:X1-(1,1,1)+X2'(],1,0)+X3'(],0,0)

= (x1 +x2+x3,% +x2,%1),

ou seja (Exercicio), X1 =2z, X2=Yy—2z, X3=X—VY. (10.74)
Portanto

u = (x,y,z)

3
Ewtly-2) w x—y)

=z- (1,1, )+ (y—2)-(1,1,0) + (x—y) - (1,0,0). (10.75)

Lembremos que, de ("7J), segue que os funcionais lineares que formardo a base dual,
associada as bases B e C, que indicaremos por

T:R*— R, para je{1,2,3},

serao dadas por:
T(u) =%, onde uwu=x W +x2 U +Xx3-U3. (10.76)
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Deste modo, vimos (veja demonstragdo do Teorema ([I=H)) que uma base, que indica-
remos por D, para o espago dual de (R3 y+, -), associada as base B e C, serd formada pelos
funcionais lineares T;, T,, T; : R®> — R dados por

Tix,1,2) =0 Tz (1,1,1) +(y —2) - (1,1,0) + (x —y) - (1,0,0)]
—_——

=X1-U1

()
= "X

(o)

b

Tx,y,2) "= Nl (1,1,1) + (y—2) - (1,1,0) +(x —y) - (1,0,0)]

~
=X2-Uz

Tyx,y,2) "= Gl (1,1,1) + (y—2) - (1,1,0) + (x —y) - (1,0,0)]

/

N~

=(x—y)uz

para cada (x,y,z) € R ou seja,

T](X)U)Z) iz)
TZ(X)H)Z) iy—z
T3(x,y,z) =x—vy, paracada (x,y,z)eR>. (10.77)

Conclusio: todo funcional linear T : R® — R pode ser escrito, de modo finico, como
combinagio linear dos funcionais lineares T; : R* — R, para i € {1,2,3}, dados por (TZ7).

O

’Até aqui para a 1.a Prova‘

129.09.2015 - 14.a - 1.a Prova|
11.10.2015 - 15.a]

Temos também a:

Proposicao 10.78 Sejam (U,+,:),(V,+,:) e (W,+,:) espagos vetoriais reats (ou com-
plezos).
SeTeL(U;V)eSeL(V;W) entdo

(SoT)e L(U; W).

Prova:
De fato, dados
u,velU e A€ R (respectivamente, C),
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temos que:

(SoT)(u+A-v)=S[T(u+A-v)]
Teé transforélagéo linear S[T(u) + A - T(V)]
Sé transforglagéo linear S[T(u)] + A - S[T(V)]

=(SoT)(wW) +A-[(SoT)(V)],
Logo, do item DO. da Observagdo (), segue que
(SoT) e L(U; W),

como queriamos demonstrar.
|

Observacao 10.79 Em resumo, o resultado acima nos diz que a composta de transfor-
magoes lineares serd uma transformagao linear.

O resultado a seguir é um fato bésico de fungdes em geral, que nos diz que a operacao de
composigao é associativa, mais precisamente:

Proposicao 10.80 Sejam U,V , W e X sdo conjuntos nao vaziose T:U—V,S: V- W
e R: W — X funcgoes.
Entao
(RoS)oT=Ro(SoT). (10.81)

Prova:
Notemos que, para cada u € U, temos:

[(RoS)oTl(u) = (RoS)[T(u)]
= R{S[T(w)]}. (10.82)

Por outro lado, temos que

[Ro (SoT)](u) =R{[S o T](w)}
— R{S[T(w)]}. (10.83)

Logo, de (IIE2) e (I=E3), segue a identidade (IIE1), completando a demonstragdo do
resultado.

Temos também a:

Proposigao 10.84 Sejam U um conjunto néo vazio, (V,+,-), (W,+,-) espacos vetori-
ais reais (ou complezos) e S, T: U — V fungdes e R € L(V; ,W) .
Entao
Ro(S4+T)=RoS+RoT. (10.85)
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Prova:
Notemos que, para cada u € U, temos
[Ro (S +T)J(u) =RI(S+ T)(u)]
= R[S(u) + T(u)]

R é transformacéo linear

= R[S(w)] + R[T(w)]
= [Ro §](u) + [Ro T](u)
=[RoS+ RoTJ(u),

completando a demonstragdao do resultado.

|
Com isto segue a:
Proposicao 10.86 Sejam (U,+,-),(V,+,-) espagos vetoriats reats (ou complezos).
SeTeL(U;V)el,e L(V) € o operador linear identidade em (V,+,-), 1sto €,
Iy(v)=v, paracada veV (10.87)
e Iy € L(U) € o operador linear identidade em (U, +,-), isto €,
Iu(u) =u, para cada uel, (10.88)
entao
I\/OT:T e TOIUZT. (1089)
Prova:
Notemos que, para cada u € U, temos
(Iv o T)(u) = Iv[T(u)]
(C=7)
= T(u) )
[T o Tul(u) = Ty (w)]
(=3)
- T(LL) )
completando a demonstragao do resultado.
|

Como aplicagdo destes resultados temos o:

Exemplo 10.90 Seja (R*,+,-) espago vetorial real (onde + e - s@o as operagdes usuais
de soma de pares e multiplicagcdo de numero real por par, respectivamente).
Mostre que T,S € L (R?), onde T,S:R* = R? sdo dadas por:

T(x,y)=(x+y,0) (10.91)
e
S(x,y) = (x,2y), (10.92)

para cada(x,y) € R?.
Encontre
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Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que

T,SeL(R%).
Notemos que, para cada (x,y) € R?, temos que

(ToS)(x,y) =TIS(x,y)

= 7(x,2y)

"= (x +2y,0),

(SoT)(x,y) = S[T(x,y)]

=D 5(x +y,0)

= (x+y,0),

completando a resolugao

Observacgao 10.93 Observemos que, neste caso, teremos:
ToS#SoT.

Podemos agora introduzir as:

Defini¢ao 10.94 Seja (U,+,-) espaco vetorial real (respectivamente, complezo).
Se T € L(U), definiremos

TP=Iy, T'=T e T'=ToT"
paran € {2,3,---}, onde Iy : U — U € o operador linear identidade em (U,+,-), isto €,
Iy(u) =u, para cada uwel.
Com isto podemos introduzir a:

Definigao 10.95 Seja (U,+,-) espago vetorial real (respectivamente, complezo).
Um operador linear T € L(U) serd dito nilpotente , se existir n € N, de modo que

T™T=0¢€L(U), (10.96)
1sto €, o operador linear T" serd o operador linear nulo em (U,+,-).

Observagao 10.97 Um ezemplo stmples de operador nilpotente, definido em um espaco
vetorial real (respectivamente, complezo), é o operador linear nulo.
A verificagao deste fato € imediata.
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A seguir exibiremos um exemplo, ndo trivial, de um operador linerar nulo, definido um
espaco vetorial real, a saber:

Exemplo 10.98 Seja (R2,+,-) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
soma de pares ordenados e multiplicacao de numero real por par ordenado, respectiva-
mente).

Mostre que a aplicagdo T : R? — R?, dada por

T(x,y) =(0,x), paracada (x,y) € R?, (10.99)
€ um operador linear nilpotente em (RZ ,+, )

Resolugao:
Observemos que, para cada (x,y) € R?, teremos

T2(x,y) = T[T(x,y)]

(zm)

= T(O)X)
( = ) (O)O))
assim, T?2=0,

mostrando que o operador linear T & nilpotente em (R?,+,) (no caso, n = 2).

Introduziremos a seguir:

Defini¢ao 10.100 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espagos vetoriais reais (ou complezos).
Diremos que T € L(U; V) possui transformacao inversa, se ezxistir uma fungdo
S:V — U tal que

(SoT)(u) =u, paracada ueu

(ToS)(v)=v, paracada veEV.
Em outras palavras,

ToS=1y (10.101)

SoT =1y, (10.102)

onde Iy : U — U € o operador linear identidade em (U,+,-) eIy :V — V € o operador
linear identidade em (V,+,-).

Com isto temos a:

Proposi¢ao 10.103 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriais reais (ou complezos).
SeT € L(U; V) possut uma transformacgao inversa, entdo esta transformagao inversa
serd unica.



10.2. O ESPACO VETORIAL L(U; V) 197

Prova:
Suponhamos que T € L(U; V) possua as transformagdes inversas

R,S:V — U.
Como

Iy =ToR (10.104)

I[y=SoT, (10.105)
teremos

S:SOIV

(zoTrm)

= "So(ToR)
=(SoT)oR

mostrando que

e completando a demonstragao do resultado.

Com isto temos a:

Defini¢ao 10.106 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espacos vetoriais reats (ou complezos) e
T e L(U; V) que possut uma transformagdo tnversa.
Entao a transformagdo inversa (que pela Proposi¢do (I3) acima € unica)

S:V—-u
associada a transformacdo linear T, serd denotada por T~', isto é,
T'=s,
obtida da Proposi¢do (II3) acima.
Podemos também, introduzir a:

Definicao 10.107 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais (ou complezos).
Uma transformagao linear T: U — V serd dita:

1. injetora , se para u,v € U tiwermos

T(uw) =T(v), wmplicar que w=wv.
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2. sobrejetora, se para cada v € V, existir

uelu, demodoque T(u)=wv.

3. bijetora, se ela for injetora e sobrejetora.
Temos um resultado geral e basico de funcdes que diz:

Proposicao 10.108 Sejam U,V conjuntos nao vazios.
A fungcao T : U — V possut uma fungao tnversa se, e somente se, a funcao T €
byetora.

Prova:
Suponha que a fungdo T possua uma funcdo inversa.

Logo se
T(u) =T(v),
segue que
u=T"[T(w)]
=T '[T(v)]
= \))
portanto, a fungdo T serd injetora.
Dado v € V, temos que
T[T'W)] =v,

portanto, a fungdo T também serd sobrejetora, logo a fungdo T serd bijetora.
Reciprocamente, suponhamos que a funcao T seja bijetora.
Dado v € V, como a fungdo T é bijetora, segue que existe um dnico u, € U, tal que

v=T(uw). (10.109)
Definamos a fungdo S: V — U por
S(v)=u,, paracada velU. (10.110)

Mostremos que a funcao S é a fungdo inversa associada a fungao T.
Para isto, notemos que, se v € V entao

(crm)

Por outro lado, se u € U, temos que

SIT(u)l,
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pela defini¢do da fungdo S (ver (ITY) e ([ITIO)), serd o Gnico elemento u’ € U tal que

e, assim, segue que

mostrando que a fungdo S é a transformagdo inversa associada a fungao T, completando a
demonstragao do resultado.

Voltando as transformacdes lineares, temos a:

Proposicao 10.111 Sejam (U,+,:) e (V,+,:) espagos vetoriats reats (ou complezos).
Se T € L(U; V) possui transformacdo inversa T~': V — U entdo

T'eL(Vv;u). (10.112)

Prova:
Devemos mostrar que a aplicagdo T~': V — U é uma transformagéo linear.
Para isto, sejam

vi,v €V e A€ R (respectivamente, C).
Como T é sobrejetora, deverdo existir u;,u; € U, tais que
Tw)=vi e T(w)=vy, (10.113)

ou, equivalentemente,
T'v)=w e T'(v2)=1u,. (10.114)

Assim,

T (v 4+A-vy) "= T T () + A - T(w)]

¢ fransformasio HEar T1 [T (4 + A - )]

T loT=I
= Y W+ AU

EED 0 AT (v,).

Logo, do item B. da Observagio (II2), segue que T~' € £(V; U), completando a demons-
tragao.

Para finalizar esta segdo, temos a:
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Proposi¢ao 10.115 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espacos vetoriais reats (ou complezos).
Uma transformacdo linear T : U — V € wnjetora se, e somente se, a tinica solugdo
de

T(u)=0
€ o vetor nulo, 1sto é, se u € U satisfaz
T(uw) =0, deveremoster u=0. (10.116)
Prova:
Suponha que
TeL(U;V)
seja injetora e que
T(u)=0
Como
0 =T(0),

segue que: T(u) =T(0).

Como T é uma fungao injetora, deveremos ter

u=0,
isto é, a tinica solucgdo de
T(u) =0,
deverd ser: u=0,

mostando (OT1H).
Reciprocamente, suponhamos que (1H) ocorre, isto é, a dnica solugdo de

T(W) = O)
devera ser: w=0. (10.117)
Logo, para u,v € U, teremos:
T(u) = T(V) )
isto &, T(u) —T(v) =0,
—
Teé transforénagéo linearT(uiv)
ou seja, T(u—v)=0.

Logo, de (MTT7) (com w = u — V), deveremos ter
u—v=w=20,
istoé, u=v,

mostrando que a transformagao linear T é injetora, completando a demonstragdo do resultado.
|
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10.3 Imagem e Ntucleo de uma Transformacao Linear

Comegaremos esta segao introduzindo a:

Defini¢ao 10.118 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espacos vetoriais reats (ou complezos) e
T:U — V uma transformacao linear.

1. Se X C U, definirmos a imagem do conjunto X, pela transformacao linear T, in-
dicada por T(X), como sendo o conjunto

TX)={T(x);xe X} C V. (10.119)

2. SeY CV, defintmos a imagem inversa do conjunto Y, pela transformacao linear T,
indicada por T~'(Y), como sendo o conjunto

TY)={uelU;T(u) eY}CU. (10.120)

Observacao 10.121 Notemos que na Definigdo (IIT13) acima,
T'(Y)

nao tem nada a ver com a transformacao inversa associada a transformagao linear T
que pode, eventualmente, nem existir.

Com isto temos a:

Proposi¢ao 10.122 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais (ou complezos)
de modo que
dim(V) =1. (10.123)

SeT:U—V éum transformagao linear, nao identicamente nula, entdo a transfor-
magao linear T serd sobrejetora.

Prova:
Como a transformagao linear T é ndo nula, segue que existe u, € U tal que

T(u,) #O.

Como o espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+,-) tem igual a dimensdo
1, entdo qualquer base sua é constituida por um vetor ndo nulo.
Logo o conjunto

B ={T(u,)}

serd uma base do espago vetorial real (respectivamente, complexo) (V,+, ), pois T(u,) € V
é um vetor ndo nulo e portanto
dim(V) =1.
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Assim, dado v € V, como o conjunto B é uma base de (V,+,-), segue que existe tnico
escalar & € R (respectivamente, C) tal que

v=o"T(u,)
T é transformagdo linear
= T(oe-u,),

ou seja, a transformagao linear T é sobrejetora, como queriamos demonstrar.
OJ

Observagao 10.124 Na situagdo da Proposigdo (ITZA) acima, utilizando (I20), po-
demos concluir que se
vo €V, satisfaz v, # 0O

entdo a imagem inversa do conjunto {v,} serd todo U, ou seja,
1
T ({Vo}) =u.
Como consequéncia temos o:

Corolario 10.125 Sejam (U,+,-) e (R,+,-) espacos vetoriais reats (onde + e - sGo as
operagbes usuats em R).

Se a aplicagao T: U — R € um funcional linear definido em (U,+,-), nao identica-
mente nulo, entdo o funcional linear T serd sobrejetor.

Prova:
Como
dim(R) =1

a conclusdo segue, de modo imediato, da Proposigdo (I23) acima, completando a demons-
tragao do resultado.

Observagao 10.126 Vale um resultado andlogo ao Coroldrio (ITZH) acima, trocando-
se (R,+,-) pelo espago vetorial complexo (C,+,:) e considerando o espago vetorial
(U,+,-) como sendo real ou complezo.

Temos também a:

Proposicao 10.127 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais (ou complexos) e
T:U— V uma transformagao linear.

1. Se W € um subespago vetorial de (U,+,-), entdo o conjunto T(W) é um subespago
vetorial de (V,+, ).

2. SeY € um subespaco vetorial de (V,+,-), entdo o conjunbto T~ (Y) é um subespaco
vetorial de (U, +,-).
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Prova:
De [.:
Seja W um subespago vetorial de (U, +,-).
Como
Oew
e T ( O) Té transfogagéo linear 0 )
segue que

O eT(W).

Sejam x,y € T(W) e A € R (respectivamente, C).
Notemos que, se
X,y € T(W),

segue que, existem u,w € W tais que
x=Tu) e y=Tw). (10.128)
Como W é um subespago vetorial de (U,+,-), da Observagdo (M) item (1), segue que
(W+A-w)eWw.

Logo

x Ay =2 T A Tw)

Teé transforglagéo linear T (u + A - W) c T(W) -
|

€W, pois W é subespago vetorial

Logo, do item O. da Observagdo ([II3) , segue que o conjunto T(W) é um subespago
vetorial de (V,+, ).
De Q.:
Seja Y um subespago vetorial de (V,+, ).
Notemos que
T(0) T & transformagéo linear )

e 0e€Y,

pois Y é subespaco vetorial de (V,+, ).
Logo, teremos que
OeT(Y).

Se
x,y € T'(Y) e AR (respectivamente, C),

segue que
T(x),T(y) €Y.
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Como Y é um subespago vetorial de (V,+,-), teremos que
Tx)+A-T(y) €Y. (10.129)

Mas

) T é transformagio linear T ( )

Tx+A-y = x)+A-Tly) € Y,
ou seja, (x+A-y)eT(Y),

Logo, do item O. da Observagio (II2), segue que o conjunto T-'(Y) é um subespago
vetorial de (U, +,-), completando a demonstragido do resultado.

Podemos agora introduzir a:

Defini¢ao 10.130 Sejam (U,+,-) e (V,+,:) espagos vetoriats reats (ou complezos) e
T:U — V uma transformacao linear.

Definimos o nicleo da transformacao linear T, indicado por N(T) (ou Ker(T))),
como sendo o subespacgo vetorial de (U,+,-), dado por T-'({0}), ou seja,

N(T) =T({0)
fueU;T(u) =0} (10.131)

Com isto temos a:

Proposi¢ao 10.132 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriats reais (ou complezos) e
T:U— V uma transformacgao linear.
A transformacao linear T € injetora se, e somente se,

N(T) ={0}. (10.133)

Prova:
Lembremos, da Proposigdo (II1H), segue que a transformagdo linear T é injetora se, e
somente se, a equagao
T(u) =0, para uel,

possui uma tnica solugdo, a saber,
u=0.

Isto é o mesmo que dizer que o conjunto N (T) é formado somente pelo vetor O, isto é&,
vale ([IT33), como queriamos demonstrar.

|
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Temos também o:

Proposicao 10.134 Sejam (U,+,-) espago vetorial real (respectivamente, complezo) e
Te L(U).
Entao
T2=0 se, e somente se, T(U)C N(T). (10.135)
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Prova:
De fato, suponhamos que
T2=0.

Logo, se v € T(U), segue que, podemos encontrar u € U, tal que

v=T(u).
Portanto,
T = T
=T*(u)
(=)

0,
isto &, veN(T),
ou ainda, T(U) C N(T).

Reciprocamente, suponhamos que
T(U) CN(T).

Dado u € U, como

(zm)
TweTW < N(T),
u

segue que: T2(w=T[ T(w 1=0,
——

(o==3)

e N(T)

ou seja, T2=0,

como queriamos demonstrar, completando a demonstracdo do resultado.

Consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 10.140 Sejam (R2,+,-) espago vetorial real (onde + e -

205

(10.136)

(10.137)

(10.138)

(10.139)

sao as operacoes

usuais de soma de pares ordenados e multiplicacao de numero real por par ordenado,

respectivamente) e 0 € R fizado.
Encontre o nicleo do operador linear T :R? — R?, dada por:

T(x,y) = (x cos(0) —y sen(0),x sen(0) +y cos(0)),

para cada (x,y) € R%.

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que T € £ (Rz).
Por definigao,

(x,y) € N(T)
se, e somente se, T(x,y)=0

(10.141)
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que, de ([OTZT), é equivalentemente a:

(x cos(0) —y sen(0),x sen(0) +y cos(0)) = (0,0),

L x cos(0) —y sen(0) =0
1sto &,
x sen(0) +y cos(0) =0

ou ainda (Cos(e) —sen(@))
| )

ou seja, teremos: = ,
y 0

isto &, (x,y) =(0,0).

Portanto,

N(T) ={(0,0)}.

Em particular, da Proposigdo (III33), segue que o operador linear T é injetor.
O

Observagao 10.142 Geometricamente, o operador linear T, dado pelo Exemplo ([ITZ0)
actma, leva um vetor nao nulo, em um vetor obtido da rotagao do mesmo de um dngulo
0, no sentido anti-hordrio, se 6 > 0.

Dewzaremos a verificagcdo deste fato exercicio para o leitor.

Podemos agora enunciar e provar o:

Teorema 10.143 (do Nicleo e da Imagem) Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetori-
ais reais (ou complezos) e T: U — V uma transformagédo linear.

Se
dim(U) =n < oo, (10.144)
entao
dim (U) = dim [NV(T)] + dim [T(U)]. (10.145)
Prova:

Como o conjunto

N(T)=T"({0})
é subespago vetorial de (U,+,-) (veja o item D. da Proposicao (IITZ7)) e

dim(U) =n < o0,
segue que

p = dim[N(T)] < dim(U)

=_n<oo.
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Consideremos, primeiramente, o caso que

p=0,
istos,  N(T)={O). (10.146)

Como
dim(U) =n < oo,

segue que existe um conjunto de vetores
B={uw,u, - ,u,} (10.147)

que é uma base de (U,+,-).
Afirmamos que o conjunto

C={T(w), T(uz), -, T(un)} (10.148)

formam uma base de (T(U),+,-) (observemos que, pelo item 0. da Proposi¢do ([IT27),
temos que T(U) é um subsepago vetorial de (V,+,-)).
De fato, se w € T(U), segue que existe

uel, talque T(u)=w. (10.149)
Como o conjunto B é uma base (ordenada) de (U, +, ), segue que existem escalares

Xy 0,y &y € R (respectivamente, C),

tais que
U=0 - W+ U+ -+ &y Uy (10.150)
Logo
w=T(u)
()T(Oﬁ W0 Uy e Oy Uy
T é transformacio linear
= o - T(w) + o - T(ug) + -+ o - T(uwn),
ou seja,
we [T(w), Thu), -, Tlul,

ou ainda,

T(U) = [T(Vl) )T(VZ) y " )T(Vn)] )

isto é, o conjunto de vetores C, dado por ([IITZA), gera o subespago vetorial (T(U),+, ).
Mostremos que o conjunto de vetores C, dado por (ITZ7), é L.I. em (V,+,-).
Para isto, notemos que, se

X, 0,y &y € R (respectivamente, C),
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sdo tais que

O=o0- -T(w) 4oy T(up) +-- 4+ ot - T(uy)

T é transformagdo linear
= T(

0 W+ 0 Uyt Gy U,

ou seja,

oq-u1+oc2-uz+-~-+ocn-un€./\/'(T)( = ){O},

isto é,
G-t Wty -u, =0.

Como o conjunto de vetores
B={uw,uz, - un}
é LI em (U,+,-) (pois, de (OITZ7), é uma base de (U, +,)) segue que
o =0="--=o0n =0,
mostrando que o conjunto de vetores
C={T(w), T(uz), -, T(un)}

éLLem (V,+,-).

Portanto o conjunto de vetores C, dado por (I 12R), gera e é L.I. em (T(U),+,-) e assim
serd uma base para o espago vetorial real (respectivamente, complexo) (T(U),+,-).

Em particular, teremos

dim[T(W)] =n. (10.151)

Logo podemos concluir que

. (eomese
dlm(U)( = )n
- \O,/ + \TL/
EEDGimNV (T = dim(T(W)]

= dim[N(T)] + dim[T(U)],
ou seja, vale a identidade (I1Z3), quando
dim[NV(T)] = 0.

Tratemos agora do caso
p =dimNV(T)] > 1. (10.152)
Seja
B={uw,u, - ,u (10.153)
uma base do subespago vetorial (N (T),+, ).
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Pelo Teorema do completamento (isto é, o Teorema ([33)), podemos encontrar um na-
mero finito de vetores

Vi, V2, -, vq € U,
de modo que o conjunto de vetores
Ci{LH,uz,"',LLp,V],VZ,"',Vq} (10154)
é uma base de (U,+,-).
Desta forma teremos que
dim(U)=p+q. (10.155)

Como

dim[NV(T)] = p,

para obtermos a identidade (IITZ3), resta mostrar que
dim[T(U)] =q. (10.156)
Para isto, mostraremos que o conjunto de vetores
D ={T(v1),T(v2) -+, T(vq)}

€ uma base de (T(U),+,-).
Afirmamos que o conjunto de vetores D é L.I. em (V,+,-).
De fato, se
o, 0, , &g € R (respectivamente, C)

sdo tais que

O=o-Tvi)+oa-Tvy) 4+ +oqg-Tlvg) (10.157)

T transformacgdo linear
= Tl -vi+o-va+-+ &g vq),

isto é, teremos
(1 -vi+or-vo+--+og-vg) €N(T).

Como o conjunto de vetores BB, dado por ([IIIR3), é uma base de N (T), segue que existem
escalares
B1,B2, -, PBp € R (respectivamente, C)

de modo que

o ViF+ Vot ag vg=Br-w +Bruy e+ By Uy,

isto &, Br-w+Pr-w++BpUp—0 V=0 V)= — g Vg = 0.
Como o conjunto de vetores

B:{uhul)"' yUpy V1, V2, »Vq}
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formam uma base de (U,+,-), segue que o conjunto B, dado por ([IT=3), serd L.I. em
(U. y T )
Portanto, deveremos ter

= =-=0g=pf=PRr=-=p,=0,

em particular,
=0 =--=aq=0. (10.158)

Em particular, de (I1x7) e (III=8), segue que o conjunto de vetores
D= {T(V1) )T(VZ) y T )T(vq)}

éL.L (V,+,).

Mostremos que o conjunto de vetores D, gera o espago vetorial real (respectivamente,
complexo) (T(U),+,-).

Notemos que, se

veTU),
segue que, existe
uel, talque T(u)=wv. (10.159)
Como o conjunto de vetores
CZ{U] y W2y s yUpy Vi3 Vo )vq}

¢ uma base de (U, +,-), segue que existem escalares
0,0y &gy B1yB2y -, Bp € Rou (C),
tais que
U=01- W+ U+ -+ U+PBr-Vvit+Br-vat -+ Bq-Vq, (10.160)

com isto teremos:

(Trzzm)

= Tl -w4og -u+--F+op U +Pr-vi+Pr-va+--4Pq-Vq)
T é transformagdo linear
= o - T(w) 4+ +oay- Tlu) +B1-Tvi)+--+Bq-T(vg)
1 1 ) Up B1 1 Bq q

——
uq € N(TJO up € N(T)O

=B1-Tv) +B2-Tva) + -+ Bq-Tlvg) .

Logo

1)) )
ouseja, T(U)=[T(vi),T(v2),---,Tvg)l,
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ou ainda, o conjunto de vetores
D ={T(v1),T(v2),--+,T(vq)}

gera o espago vetorial real (respectivamente, complexo) (T(U),+,-).
Assim, o conjunto de vetores D é uma base de (T(U), +, ).
Em particular, teremos

dim[T(U)] =q. (10.161)
Portanto, teremos
dmU) = » 4+ g
—~— ~—
= aimV (1) = dim[T(W)]

= dim[N(T)] + dim[T(W)],

como queriamos demonstrar, completando a demonstracao do resultado.

Como consequéncia temos o:

Corolario 10.162 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espacos vetoriais reats (ou complezos) de
dimensodes finitas, tais que
dim(U) = dim(V) (10.163)

eT:U—V uma transformagao linear.
As sequintes condigdes sao equivalentes:

1. A transformacdo linear T é sobrejetora;
2. A transformacgdo linear T € injetora,
3. A transformacao linear T é byetora;

4. A transformacao linear T leva uma base de (U,+,-) em uma base de (V,+,-),
1sto €, se o conjunto

B={u,uz, - un}
€ uma base de (U,+,-) entdo o conjunto
C= {T(LL]) )T(uZ) y U )T(u’n)}
serd uma base de (V,+,-).

Prova:
Mostremos que 0. implica em IQ.:

Suponhamos que a transformagao linear T: U — V é sobrejetora, isto &,

T(U) =V. (10.164)
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Logo, pelo Teorema (II1Z3) acima, temos que

=) Gim[NV(T)] + dim[ T(U) ]
——

()

= dimV(T)] + dim(V) ,
H/_/

= gim(u)

ou seja, dim[NV(T)] =0,
ou ainda, N(T) ={0}.

dim(U)

\%

Logo, da Proposigdo ([MT32), segue que a transformagdo linear T serd injetora, mostrando
que O. ocorre.
Mostremos que Q. implicara em B.:

Suponhamos que a transformagao linear T : U — V é injetora.

Da Proposigdo (IT32) , segue que

N(T) ={0},
assim, dim[N(T)] =0. (10.165)

Logo, Teorema ([I1Z3) acima, segue-se que

dim(U) ®== qim[V(T)] + dim[T(U)]

(=) |

=dim[T(W)],
ou seja, dim(U) = dim[T(U)].

Como
dim(U) = dim(V),

segue, da identidade acima, que
dim[T(W)] = dim(V).

Logo o subespaco vetorial (T(U),+,-), do espago vetorial real (respectivamente, com-
plexo) (V,+,-), tem a mesma dimensdo de (V,+,).
Portanto, do Corolario ([CZ1), segue que

isto é, a transformagao linear T é sobrejetora.

Dessa forma, a transformacdo linear T é bijetora, mostrando que B. ocorre.
Mostremos que B. implicara em @.:

Suponhamos que a transformagao linear T seja bijetora.

Consideremos o conjunto de vetores

BZ{u]»u2>"' »un}
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uma base de (U, +, ).
Precisamos mostrar o conjunto de vetores

C = {T(U1) ,T(UZ) y "t )T(u’n)}

é uma base de (V,+, ).
Afirmamos que o conjunto de vetores

C= {T(LL]) ,T(U.z) y " )T(un)}

éLlem (V,+,:).
De fato, se
X, 0, &y € R (respectivamente, C)

satisfazem

O=oy-T(w)+oa-T(up) + -+ o - T(uy)

T é transformagdo linear
= Tlog -w+o- U+ -+ oy - Uy,

isto é, o vetor
(- wi+og- U+ -+ - un) € N(T).

Como a transformagdo linear T é injetora, da Proposigdo (II33), segue que
N(T) ={0}
e, consequentemente, deveremos ter:
oW o Uty s uy =0

Como o conjunto de vetores B ={u;,u,,---,u,} € uma base de (U, +,-), ele devera ser
LI em (U,+,").
Com isto deveremos ter
X =0 ==, =0,

portanto o conjunto formado pelos vetores
C= {T(U1 )) U )T(un)}

éLlLem (V,+,-).
Afirmamos que o conjunto de vetores

C = {T(U1) ,T)UZ) y Tt )T(u’n)}

gera (V,+,-), ou seja,
Cl=V.

De fato, se
vev,
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como a transformagao linear T é sobrejetora, existe u € U, tal que
v=T(u). (10.166)

Como o conjunto de vetores B = {u;,u;,---,u,} € uma base de (U,+,-), segue que
existem escalares
X, 0, &y € R (respectivamente, C),

tais que
U=0 W+ U+ -+ 0 Uy (10.167)
Com isto temos
vy T(u)
= Tl w0 up e )

Té transfogagéo linear - T(LL]) T T(LLz) et - T(Lbn),
isto é, o conjunto de vetores C = {T(wy),T(v2), -+, T(w,)} gera (V,+,-).
Portanto o conjunto de vetores C é L.I. e gera (V,+, ), ou seja, € uma base de (V,+, ),
mostrando que B. ocorre.
Mostremos que @. implicara em [I.:

Suponhamos que o conjunto de vetores
Bi{ul y U2y )un}

é uma base de (U,+,-).
Por hipoétese, sabemos que o conjunto

C= {T(LL]) ,T(U.z) y T )T(un)}

é uma base de (V,+,-).
Mostremos que a transformacao linear T: U — V é sobrejetora.
Para isto, consideremos v € V.
Como o conjunto C é uma base de (V,+, ), segue que existem escalares

X, 0, &y € R (respectivamente, C),
tais que
v=og-T(w)+oo-Tlu) + -+ o - T(uy)

T é transformagdo linear
= T(

01 Uyt O Uy,

=u
ou seja, existe
uelu, talque T(u)=v,

isto é, a transformagao linear T é sobrejetora, ou seja, M. ocorre, completando a demonstracao
do resultado.

Consideremos o seguinte exemplo:
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Exemplo 10.168 Seja (]Rz, +, ) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagbes usuais
de soma de pares ordenados e multiplicacao de numero real por par ordenado, respec-
tivamente).
Mostre que se
T:R* - R?,
é um operador linear bijetor, entdo o operador linear T leva retas de R> em retas de

R?, isto €, a imagem de uma reta de R?, pelo operador linear bijetor T, é uma reta de
R2.

Resolugao:
Dada uma reta r no plano R?, usaremos a equagio vetorial para representar seus pontos,
isto é, um ponto

Per
se, e somente se, P=P,+A-V, (10.169)

para algum A € R, onde P, é um ponto sobre a reta, v # O & um vetor direcdo da reta.
A imagem da reta r, pela transformagdo linear bijetora T, serd dada por

T(r) ={T(P); P er}.
Assim, um ponto
SeT(r) se esomentese, S=T(P),
para algum P € r, ou seja,
S =T(P)
=TT (P4 V)
T & operador linear T(P,) +A-T(V), (10.170)

para algum A € R.
Como o operador linear T é injetora e v # O, segue que

TW) #£0.

Assim ([IT70) nos fornece a equagio vetorial de uma reta no plano R?, que passa pelo
ponto T(P,) e tem a dire¢do do vetor (ndo nulo) T (V).
Portanto se r é uma reta de (R?,+,-), o conjunto

T(r) ={T(P); P e}

sera uma reta em (R?,+,-), como afirmamos.
[
8.10.2015 - 17.a|

Temos também o:
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Exemplo 10.171 Sejam (R™,+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuats de soma de n-uplas e multiplicagdo de numero real por n-upla) e

ar,az,: - )aneR
nao todos nulos, fixrados.
Mostre que o conjunto
H={(x1,x2, - ,xn) ERY; arxs + a2 + -+ + an X = 0}

€ um subespaco vetorial de dimensao itgual a n — 1, ou seja,
dim(H)=n—1.

Resolugao:
Observemos que o subespaco vetorial H pode ser obtido como sendo o niicleo do seguinte
funcional linear T : R* — R, dada por

T(x1,X2, yXn) = Q1 X1 +aQXx2+ -+ anXx,, paracada (x7,X2,---,X.) €R",
ou seja,
N(T)=H. (10.172)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Em particular, o conjunto H serd um subespago vetorial do espago vetorial (R™,+, ).

Como nem todos os a; sdo nulos, segue-se que o funcional linear T ndo é identicamente
nulo.

Logo, do Corolério ([IITZH), segue que o funcional linear T sera sobrejetor, em particular,

dim([T(R™)] = dim(R)
=1. (10.173)

Deste modo, do Teorema ([ITZ3), segue que
n = dim(R")

=) Gim[ N (T)] + dim[T(R™)]
—— — —

=y ==,
=dim(H) + 1,
ou seja, dim(H) =n—1,

como afirmamos.

Temos também o:
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Exemplo 10.174 Sejam (M;(R),+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuars de soma de matrizes e multiplicacao de miumero real por matriz, respectiva-

mente),
(1 2
A_<O 1) (10.175)

e T: My(R) — M;(R), dada por:
T(X) =AX—XA, para cada X< M;(R). (10.176)

Mostre que T € um operador linear em (My(R),+,-).
Além disso, encontre o nicleo e a tmagem do operador linear T e suas respectivas
dimensoes.

Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que a aplicagdo T é um operador
linear em (M;(R),+,-).
Nicleo de T:

Observemos que

X e N(T)
se, e somente se, T(X)=0,
ou, de ([IT7H), equivalentemente, AX—XA =0,
isto &, AX=XA. (10.177)

Se

a b
X =

de (IT77) e (ITZH), sabemos que X € N (T) se, e somente se,

D))

isto & a+2c b+2d _[a 2a+b
! c d \c 2c+d

(a+2c=a

) . . . b+2d=2a+Db
gue é equivalente ao sistema linear: ,
c=c

d=2c+d

ou seja (Exercicio): c=0¢e a=d. (10.178)
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Portanto,

X eN(T)

se, e somente se, x =3 (a b)
0 a

N
:a.<; $>+b.(g ;)

~—— ~——
A, A,

:(l'A] —I—b'Az. (10.179)

Dessa forma, o nicleo do operador linear T é o subespago vetorial gerado pelos vetores A;
e A, ou seja,

N(T) =[Ar, Al (10.180)

Notemos que os vetores

A1, A

sdo L.I. em (M;(R),+, ).
Deixaremos a verificagdo deste fato como exericio para o leitor.

Logo o conjunto

B ={A1,A;)}

gera N(T) e é L.I.em (M,(R),+,-), ou seja, € uma base para o subespago N (T).

Em particular,

dim[N(T)] = 2.
Imagem de T:
Observemos que
Y = (’Z‘ 2) € TIMy(R)] (10.181)

se, e somente, se existir uma matriz em X € M;(R), que denotaremos por

a b
X = (C d) , (10.182)
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tal que
Y =T(X)

(T3

=D AX - XA, (10.183)

X Y\ @m=)e (mm=) (1 2 a by (ab 1 2
z t N 0 1 c d c d/\o 1
_[(a+2c b+2d _|a 2a+b
a c d c 2c+d
2c 2d—2a
0 —2c

isto &,

éB] éBZ

=2c-By+2(d—a)- B,
ou seja, a imagem do operador linear T é gerada pelos vetores By, B;, isto &,
[B1,B2] =T(U).
Notemos que o conjunto de vetores
C ={B1,By}

é LI em (My(R),+,-).
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo o conjunto de vetores C = {B;, B} serd uma base para o subespago T[M;(R)] de
(MZ(R) ) + ) )
Em particular,
dim[T(M;(R))] = 2,

completando a resolugao.
OJ

Observacao 10.184 Uma outra maneira para encontrar uma base da tmagem do opera-
dor linear T do Ezemplo (TZ) acima, seria fazer uso da demonstragao do Teorema

([TI143).

Mais precisamente, de (IT7Y) e (I20), sabemos que o conjunto de vetores

=163 6 9))
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€ uma base do nucleo do operador linear T.
Logo, do Teorema (IU-1Z3), podemos completd-la a uma base de (M;(R),+,-) in-
troduzindo, por exemplo, os vetores:

. (00 L {00

1sto €, o conjunto de vetores

{00600 860

€ uma base de (M(R),+,-).
Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Mas
(=) (00
T(A3) " = T<1 O)

Logo, do mesmo resultado, seque que o conjunto de vetores
C={C,C}

é uma base da 1magem do operador linear T.
Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagao deste fato.

Introduziremos agora a:

Defini¢ao 10.186 Seja (U,+,:) espaco vetorial real (respectivamente, complezo).
Diremos que T € L(U) € um idempotente em (U, +,-), se

T2=T. (10.187)

A seguir exibiremos alguns exemplos de operadores lineares idempotentes.

Exemplo 10.188 Seja (U,+,-) espago vetorial real (respectivamente, complezo).
Entdo o operador identidade em (U,+,-), isto €, Iy : U — U dado por

Iu(w) =u, para cada uel, (10.189)

€ um operador linear idempotente em (U, +,-).
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Resolucao:
Sabemos que o Iy é um operador linear em (U, +, ).
Além disso, temos

qu(u)
= TylTu(u)]
(=)

=Iy(u), paracada uel,

mostrando que o operador linear [ é idempotente em (U, +, ).
]
Temos também o:

Exemplo 10.190 Sejam (R2,+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuats de soma de pares e de multiplicagdo de numero real por par, respectivamente) e
T:R? — R?, dada por

T(x,y) = (x,0), para cada (x,y) € R?. (10.191)
Entdo o operador linear T € idempotente em (R?,+,-).

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T é um operador linear em

(R?,+,).
Notemos que, para cada (x,y) € R?, teremos
T?(x,y) =TI T(x,y)]
——

==y 0)

— T(X ) O)
= (x,0)

[iInamneni]
( = )T(X)U)>

mostrando que o operador linear T é idempotente em (R?,+,-).
O

Observagao 10.192 O operador linear do Ezemplo (IIT90) actma € conhectdo, no
curso de Geometria Analitica, como sendo a projegdo do vetor Vv = (x,y), sobre o
eizo Ox (ou na direcdo do vetor unitdrio € = (1,0)).

Temos agora a:

Proposigao 10.193 Seja (U,+,:) espago vetorial real (respectivamente, complezo) e
Te L(U).
Se o operador linear T é idempotente, entao

U=T(U oN(T). (10.194)
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Prova:

Por hipétese temos que
TelL(U e T?=T.

Observemos que, para cada u € U, podemos escrever
u=T(u)+u—T(u)].

Notemos que,
T(u) e T(U).

Por outro lado, temos que

T[LL . T(u)] Té opera:dor linear T(LL) T 2(u)

ou seja, [u—T(u)] € N(T).

Portanto teremos:

w = T(w) 4+ u—T(W)] € T(U) + N(T),
—~ —

T =,

mostrando que

U=T(U) +N(T).

Resta mostrarmos que a soma ([ TU8), é uma soma direta, ou seja, que

T(UW) NAN(T) ={0}.
Para isto consideremos
ueT(WNN().
Como u € T(U), podemos encontrar v € U, de modo que
u=T(v).
Por outro lado, como u € N(T) segue que
T(u) =0.

Assim, teremos
(=)

= "T(v)

=TT

=T[T(v) |
—~—

(—)
= ‘u

=T(u)
(=)

ou seja, T(U)NN(T) ={0}.

(10.195)

(10.196)

(10.197)

(10.198)

(10.199)

(10.200)

(10.201)

(10.202)
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Portanto, de (IUR) e ([IIX1J), segue que
u=TU eN(T),

completando a demonstragao do resultado.

10.4 Isomorfismo e Automorfismo

Comegaremos introduzindo a:

Defini¢ao 10.203 Sejam (U,+,:) e (V,+,) espagos vetoriais reais (ou complezos).
Diremos que uma transformagdo linear T : U — V € isomorfismo de (U,+,:) em
(V,+,), se ela for biyetora.

Quando

U=V,

diremos, no caso acima, que o operador linear T € um automorfismo em (U, +,-).

Com isto temos a

Defini¢ao 10.204 Dizemos que os espagos vetoriais reais (ou complexos) (U,+,-) e
(V,+,-) sdo isomorfos, se existir um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-).

Os exemplos abaixo nos fornecerdao isomorfismos e, portanto, os respectivos espagos veto-
riais reais (ou complexos) serdo isomorfos.

Exemplo 10.205 Sejam (U, +,-) espago vetorial real (respectivamente, complezo) e 1y :
U — U, o operador identidade em (U, +,-).
Entao Iy € um automorfismo em (U, +,-).

Resolucao:
Sabemos que I, € um operador linear em (U, +,-), que é injetor e sobrejetor.
Logo o operador linear Iy, é um automorfismo em (U, +,-).
O

Exemplo 10.206 Sejam (R™,+,:) e (#,1(R),+,:) espacos vetoriais (onde + e - sao
as operagdes usuais de R" e de &, _1(R), respectivamente) e a fungdo T : R™ — £, 1(R),
dada por

T(aoaah"' )anfl) ip) bara cada (aovah"' )anfl) eRn> (10-207)
onde p:R — R é dado por
rt)=a,+at+---+a, t"' para cada teR. (10.208)

Mostre que a aplicacdo T € um isomorfismo de (R™,+,-) em (Zn_1(R),+,).
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Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que a aplicagdao T é uma transfor-
magcao linear de (R™,+,-) em (£, 1(R),+,-).

Observemos que a transformagao linear T é injetora.

De fato, pois se

X = (ao>a1>"' >an) GN(T))
segue, de (I21R), que
T(X) = \O/_, ’

polindémio nulo

ou seja, o +ajt+---+a,t"'=0, paratodoteR,
0 que implicard, necessariamente, que
Qo=aq=---a, =0,

ou seja,
x=(0,0,---,0) € R".
Portanto

N(T) ={0}

que, pela Proposigdo ([MIT32), implicard que a transformacdo linear T sera injetora.
Observemos também que a transformagao linear T é sobrejetora.
De fato, pois se p € &, 1(R), segue que existem

o, A1y--+ ,ap €R
de modo que
pt)=a,+ajt+---+a,t"', paracada teR. (10.209)
Logo se considerarmos
X = (a0)a1>"' )an—1) ER“)

teremos
(=) e (=)

T(x) P,

ou seja, a transformagao linear T é sobrejetora.
Portanto, a transformacdo linear T é bijetora, ou seja, um isomorfismo de (R™,+,-) em
(Z._1(R),+,-), como afirmamos.
O

Observacao 10.210 Um modo alternativo de mostrar a sobrejetividade da apliccgo T
do Ezemplo (IZ08) (dada por (I207)), seria utilizar o Coroldrio ([I1H2).
De fato, como
dim [R"] = n =dim [Z,, 1(R)]

e mostramos que a transformagdo linear T (dada por ([IZO17)) € injetora, seque do
Coroldrio (ITEY) (mais precisamente, vale B.), que ela serd bijetora.
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Consideremos agora o:

Exemplo 10.211 Constderemos (Muyxn(R),+,:) e (R™ 4 ,:) espagos vetoriais (onde
+ e - sd@o as operagdes usuais de M «n(R) e de R™, respectivamente) e a aplicagdo
T: Muxn(R) = R™, dada por

Tllay)] = (an, - yQm,y 0oy Qny  , Qmiy oy Qmn) (10.212)
para
A= (aij) € men(R) .
Mostre que a aplicagdo T € um isomorfismo de (Muxn(R),+,-) em (R™  +,-).
Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que a aplicagao T é uma transfor-
macdo linear de (M xn(R),+,-) em (R™ + ).

Observemos que a transformagao linear T é injetora.
De fato, pois se

(ay) € N(T) (10.213)
segue que
(=)
Tl(ay)] * = \Q_,
mn-upla nula
s€, € somente S€, (aﬂ y sy Qinytt y Qmay o )amn) = (0)03 )O))
—_—
ERTTITL

o que implicara, necessariamente, que
a;=0, paracada i€{l,2,---,m}e jefl,2,---,n}
ou seja,
N(T) ={0},

que, pela Proposigdo ([IT32), implicard que a transformacdo linear T sera injetora.
Observemos também que a transformacdo linear T é sobrejetora.
De fato, pois se
X = (X1 y X2yt >an) e R™

considerando-se

a;; =%, paracada je{l,2,---,n},

a) =%, paracada je{n+1,n+2,---,2n},

amj =%j, paracada je{mn—-n+l,mn—m+2.--,mn}, (10.214)

teremos
(I!III:ZIZ) ;(EII’ZIZ)

Tl(ay)]

(X1 y X2y )an) =X,
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ou seja, a transformagao linear T é sobrejetora.
Logo, a transformacgio linear T é bijetora, ou seja, um isomorfismo de (M xn(R),+,")
em (R™,+,-), como afirmamos.
O

Observacao 10.215 Um modo alternativo de mostrar a sobrejetividade da apliccao T
do Ezemplo (IZ) (dada por ([OIZIA)), seria utilizar o Coroldrio ([II53).
De fato, como
dim [Myxn(R)] =n = dim [R™"]
e mostramos que a transformagdo linear T (dada por ([IIZIA)) € injetora, seque do

Coroldrio (IT6Y) (mais precisamente, vale B.), que ela serd bijetora.

Temos também o:

Exemplo 10.216 Sejam (R3,—|—,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuats de soma de ternas e multiplicagdo de numero real por terna, respectivamente)
e a aplicacdo T : R* — R?, dada por

T(x,y,z) = (x—y,x—2z,z—Yy), paracada (x,y,z)€R>. (10.217)
A aplicagao T € um automorfismo em (R3,+,-) ?

Resolugao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que a aplicagdo T é um operador
linear em (R3,+,").

Verifiqguemos se o operador linear T é injetor, que, pela Proposigdo ([MT32), é equivalente
a mostrar que

N(T) ={0}

Para isto, notemos que se (x,y,z) € N(T), teremos:

T(x,y,z)=1(0,0,0)

X—y=

que, por ([IIZT7) é equivalente a: x—z=0
z—y=
ou seja (Exercicio): X=Yy=2z.

Logo, o operador linear T nao é injetor, pois, por exemplo,
T(] y 1 )]) = (O>O)0) .
Assim, o operador linear T nao sera um automorfismo em (R3,+,-).

Temos a:
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Proposi¢ao 10.218 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espacos vetoriais reats (ou complezos),
tal que
dim(U) =n < oo, (10.219)

eT:U—=V éumisomorfismo de (U,+,:) em (V,+,-).
Entao o espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,:) tem dimensdo
finita e, além disso,
dim(V) =dim(U) =n. (10.220)

Prova:
Como, por hipétese, a transformagdo linear T é injetora segue, da Proposi¢do ([IIT32),
que

N(T) ={0}. (10.221)

Assim teremos:
dim[N(T)] =0. (10.222)

Como, por hipoétese, a transformacdo linear T é sobrejetora, segue que
T(U)=V. (10.223)

De (1Y), e do Teorema do nicleo e da imagem (isto é, do Teorema ([I1Z3)), segue
que

dim(U) = dim[N(T)] +dim[ T(U) ]

—_——— ——
==, =),
=dim(V),

como queriamos demonstrar.
|
Temos um resultado semelhante quando a dimensdo do contra-dominio da transformagao
linear é finita, a saber:

Corolario 10.224 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reats (ou complezos), tal
que

dim(V) =n < oo (10.225)
eT:U—V éum isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-).
Entao
dim(U) = dim(V). (10.226)
Prova:

Como, por hipoétese, a transformacdo linear T é bijetora, segue que existe a aplicagao
inversa T™': V — U.

Além disso, pela Proposigdo ([IITLT), esta também serd uma transformagdo linear bijetora
de (V,+,:) em (U,+,-), ou seja, um isomorfismo de (V,+,-) em (U,+,-).
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Por outro lado, como
dim(V) < o0,

pela Proposigdo ([IIZ1R) acima, segue que
dim(U) = dim(V),

completando a demonstragdo do resultado.

Temos também a

Proposicao 10.227 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais (ou complezos)
de dimensao finita n.
Se
Bi{u])“l"">un} € Ci{\”)vla"')vn}

sao bases (ordenadas) de (U,+,:) e de (V,+,:), respectivamente, entdo a aplicagdo
T:U—V, dada por

T(uw) =x1-vi+x2-va+---+X,-Vn, para cada uel, (10.228)
onde
WU =X W+X-Va+-+Xn Uy,  DATA  X1,X2,- - ,Xq € R (Tespectivamente, C), (10.229)
1sto €,

T <i Xi ~ui> = ixi * Vi, (10230)
i=1 i=1

€ um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-).
Além disso, temos que

T(wy) =v;, wpara cada je{l,2,---,n}, (10.231)

sto €, o isomorfismo T: U — V, dado por (I22R), leva a base (ordenada) B, do espago
vetortal (U,+,-), na base (ordenada) C, do espago vetorial (V,+,-).

Prova:

Primeiramente, notemos que a funcdo T estd bem definida, pois as coordenadas de um
vetor, em relagdo a uma base (ordenada) fixada, sdo unicamente determinadas por ele e pela
respectiva base (ordenada) fixada.

Verifiquemos que T é uma transformagdo linear de (U,+,-) em (V,+,-).

Para isto, notemos que se

wi,w e U,

como o conjunto de vetores 53 é uma base de (U, +,-), podemos encontrar (nicos)

X1,X2,° " yXn, Xy, Y2, -+ ,Yn € R (respectivamente, C),
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de modo que
n n
W :in-u-L e wz:Zyi-ui. (10.232)
i=1 i=1

Além disso, notemos que, se A € R (respectivamente, C), teremos

witA-w =0 Y xw A <Zyi-m)

Propriedades de espago vetorial Z (i +AYi) - wi. (10.233)

i=1

Logo

T(wi +A-wy) = (i(Xi +Ayi) 'U~1>

i=1

= Z(Xi +Ayi) v

i=1

n n
Propriedades de espago vetorial
= E Xi Vit A E Yi- Vi
i=1

i=1

=0 (im-m) +A-T (iw-m)
i=1 i=1

EZD )+ A Tw,)

mostrando que a aplicagdo T, dada por (2Z9), é uma transformagdo linear de (U, +,-) em
(V y 1T )

Afirmamos que a transformacdo linear T é injetora.

Pela Proposigdo ([IT3J), basta mostra que

N(T) ={0}. (10.234)
Para isto, notemos que se
w=3 xi-u € N(T), (10.235)
i=1
deveremos ter: O0=T(w)

(DIE':B'E) T (i X - ui)
i=1

(IIIIE:E:I) i Xi-Vi.
i=1

Como o conjunto
C :{V1 y V2, )Vn}
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é LI em (V,+,) (pois é uma base de (V,+,-)), segue que
X1 =x = =X =0,

ou seja,
(=)

O,

mostrando (IZ34), e assim, a transformagdo linear T serd injetora.
Como, por hipétese,
dim(U) =dim(V) =n < oo,
do Corolario (II1E2) (vale O.), segue-se que a transformagdo linear T serd bijetora.
Logo, a transformacéo linear T é um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+, ).
Finalmente, notemos que, para cada i € {1,2,---,n}, teremos

Tuw)=TO-w+---+0-w1+1T-w,+0- w1+ ---+0-uy,)

(u:n:m:l)
O-vi+--+0-vig+T1T-vi+0-viyg+---+0-v,
—— —— =~ = SN~

=0 =0 =Vi =0 =0
= Vi,

mostrando (I23T) e completando a demonstragdo do resultado.

O Corolario (I274) e a Proposigdo ([IIXX17) resultam no:

Corolario 10.236 Dois espagos vetoriais reais (ou complezos) de dimensées finitas sdo
1somorfos se, e somente se, tém a mesma dimensao.

Prova:
Necessidade:
Segue do Corolario ([IX74).
Suficiéncia:
Segue da Proposigdo (M=2Z17), completando a demonstragdo do resultado.

N
[13.10.2015 - 18.a]

Terminaremos a segdo com o:

Corolario 10.237 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
de dimensdo finita e igual an e (V,+,-) um espago vetorial de dimensdo real (respec-
tivamente, complezo) de dimensdo ﬁmta e tgual a m, isto €,

dim(U)=n e dim(V)=m. (10.238)

Entao o espago vetorial real (respectivamente, complezo) (L(U; V),+,-) (onde + e
- 8@o as operagdes usuais de soma de fungdes e multiplicagGo de numero real (respec-
tivamente, complezo) por fungdo, respectivamente) € isomorfo ao espago vetorial real
(respectivamente, complezo) (Muyxn(R),+,:) (respectivamente, (Muyxn(C),+,-)) (onde
+ e - sGo as operagbes usuais soma de matrizes e multiplicacdo de numero real (res-
pectivamente, complezo) por matriz, respectivamente).
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Prova:
Notemos que, do Teorema ([I=H), temos que

dim[£(U; V)] =mn.
Por outro lado, do Exemplo (Z=2T), temos que
dimMxn(R)] = mn.

Logo, do Corolério ([MZ23H) acima, segue que os espagos vetoriais reais (L(U; V), +,-) e
(Minxn(R), 4, -) (respectivamente, (M,,«xn(C),+,-)) sdo isomorfos, completando a demons-
tracao do resultado.

Deixaremos os detalhes da demonstracdo do caso complexo como exercicio para o leitor.

|

10.5 Matriz de uma Transformagao Linear

Como vimos o Corolério ([I237), toda transformagdo linear entre dois espagos vetoriais reais
(ou complexos) de dimensdes finitas, pode ser associada uma matriz real (ou complexa) e
reciprocamente.

Nesta segdo obteremos de modo mais explicito como fazer esta associagdo (bijetivamente).

10.5.1 Definicao e Exemplos

Definicao 10.239 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espagos vetoriais reais (respectivamente
complezos) de dimensdes finitas, n e m, respectivamente, e T € L(U; V).
Fizemos as bases (ordenadas)

Bi{u1yu2>"'>un} € Ci{\)],\)z'-‘,\)m}

de (U,+,-) e (V,+,-), respectivamente.
Como o conjunto de vetores C é uma base (ordenada) de (V,+,-), para cada j €
{1,2,---,m}, podemos encontrar

aj, a2, - ,0m € R (respectivamente, C),

de modo que
T(w) = aij-vi+ay-vi+ -+ ayj - Vim. (10.240)

Deste modo, podemos construir a seguinte matriz

€ Miuxn(R)  (respectivamente, M, xn(C))
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que serd chamada de matriz da transformacgao T, com relagao as bases (ordenadas) B
e C e serd denotada por

[T]B,C)
ou seja,

an a2 -0 Ay o Qin
a a PR a . PR a

[T]B,C . 21 22 2j n (10'241)
am1 Am2 - Ay - Qmn

Se

u=v e B=C, (10.242)

usaremos a notacdo [Tlz, para denotar a matriz da transformacdo T, em relacdo as
bases (ordenadas) B e BB, do espago vetorial real (respectivamente, complezo) (U,+,-),
isto €, par cadai€{1,2,---,n}, podemos encontrar

ayj, a2, -+ ,0m € R (respectivamente, C),

de modo que

T =ay-w+ay-w+-+ apj - Un, (10.243)
e asstm
anp Qi - Qi - Qi
. az Az -+ QA -+ Qn .
Tlg = € M. (R) (respectivamente, M, (C)). (10.244)

Qn1 Qn2 -+ Qnj -+ Qpn
Consideremos os exemplos:

Exemplo 10.245 Sejam (R3,+,-) e (R*,+,-) espagos vetoriais reais (onde + e - sdo
as operagdes usuais de R® e R?, respectivamente) e a aplicacdo T:R> — R? dada por

T(x,y,z) = (x+y,x—2z), paracada (x,y,z)€cR>. (10.246)

Mostre que T € L (R3; Rz) e encontre a matriz da transformacgao linear T, em relagdo
ds bases canénicas de (R*,+,-) e (R?,+,-), respectivamente.

Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que a aplicagdo T é uma transformagao
linear de (R?,+,-) em (R?,+,").

As bases canénicas de (R*,+,-) e (R?,+,-) sdo dadas por:

5 ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e C={(1,0),(0,1)], (10.247)
= =uz =u3 =Vi =Vv2

respectivamente.
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Mas (veja ([=2Z0)):

(o)

T(w) = "T(1,0,0)

(czm)

=) (140,1—0)
—1.(1,0)41-(0,1)

()‘\1/_,' 1+ v,
=ar =az1
Taw) "= 7(0,1,0)
= 04+1,0-0)

—1.(1,0)40-(0,1)

=zz2)

—~

1 v 0
—_— ] + —~—
=a12 =az2

Tws) "= 7(0,0,1)

(czm)

=) (04+0,0—1)

Va2,

— ‘ \O,/‘V] + (_]) vy . (10248)

Logo:

(=zm) [ app Az g3
Tee =
az dz azs

@z (1 1 0
10 —1

) € M2X3(R)) (10'249)

completando a resolugao.

Temos também o:

Exemplo 10.250 Sejam (R3,—|—,-) e (Rz,—i—,-) espagos vetoriais reais (onde + e - sdo
as operagbes usuais de R® e R?, respectivamente) e a aplicagdo T: R3> — R? dada por

T(x,y,z) = (x+y,x—2z), paracada (x,y,z)€R>, (10.251)

Mostre que T € L (R3; Rz) e encontre a matriz da transformacado linear T em relagdo
as bases (ordenadas)

B={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e D={(1,1),(0,1)}
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de (R3,—|—,-), (RZ,—i—,-), respectivamente.

Resolucao:

CAPITULO 10. TRANSFORMACOES LINEARES

Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T é uma transformacdo linear de

(R*,+,-) em (R*,+,").
As bases (ordenadas) de (R*,+,), (R?,+,") sdo
B={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e
—_— Y Y=

=uy =u, =u3

respectivamente.
Mas (veja (=ZZ0)):

Logo

a

a
[T]B,D( — )( 1
az ax

ais
azs

@@= (1 1 0
= (O 1 _1> € My3(R).

D ={(1,1),(0,1)},
—— ——

(10.252)

=V, =v,

(10.253)

(10.254)
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Observagao 10.255

1. Nos Ezemplos (I2Z7) e ([MZE0) acima, a transformagdo linear T é a mesma,
mas como as bases (ordenadas) consideradas sdGo diferentes (na verdade trocamos
a base (ordenada) C de (R?,+,-) pela base (ordenada) D), as matrizes associadas
a transformacgao linear T também serdo diferentes, a saber

m—=za ] ] O
Mg e T2 ( >

10 -1
1 ] O Ill'ﬂ
#* <0 » _]) = "[Tlgp.

2. Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espagos vetoriais reais (respectivamente, complezos) de
dimensdes finitas, com bases (ordenadas)

Bi{U],LQ---,U/n} € Ci{\)],\)z,"',\)m}, (10256)

respectivamente.

Para cada
ieﬂazf"»n} € jE{],Z,---,m}

e definamos
Tij S E(U, V)

como na prova do Teorema (IIE3), isto €, Ty : U — V definida da segquinte

maneira: se u € U, como o conjunto de vetores B é uma base (ordenada) de

(U,+,-), podemos encontrar (dnicos)
X1,X2, " yXn € R (respectivamente, C),

de modo que
U=X]- U+ X2 U+ -+ Xp - Uy (10.257)

Assim, definiremos
Tij(U) = Xi*Vj, (10258)

ou seja,
n
Tij <Z Xk * LLk) = XiVj. (10259)
k=1

Notemos que, para cada

iG{],Z,"',T‘L} € j€{1,2,---,m}
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teremos:

vj, de k=1
Tij(we) = )
O, para k#1i

(10.260)

O-vi+--+0-vig+1-v+0-v+---+0-v,, de k=i
O, sek#1

De fato, pois, se
teremos:

Tij(uk):Tf O-w+--4+0 w1+ \1/ ~uk+0'uk+1+~-—|—0~un

k=1
=xx = xi (%)
)
= Xi - V]'
(*)
=1y
= V]' .
Consideremos agora
k#1.
Suponhamos que
1<i<k.
O caso
k<i<n

€ semelhante, e serd deirada como exercicio para o leitor.

Assim teremos

Tij(uk):Tf O-wy+---+ \O/_/ A+ +0wme g+ 1T e +0-wye g+ +0-uy

~—
=xi (*x%) =Xy
( = ) Xi vj
() 0-v,
=0 ,

mostrando ([IZE0).

Logo, de (IIZEQ), segue que

Tylsc = (6,(3;5’) , (10.261)
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onde
- 1 ara (j,1) = (k,1
' 0, caso contrdrio
ou seja, para cada
16{],2,--',1’1} € je{]>2>"'»m}»
a matriz
B (80)), (10.263)

que possut todas as entradas 1guais a 0, com excegcao daquela ocupada pela posigao
da j-ésima linha e i-éstma coluna, cujo valor serd igual a 1.

10.5.2 Propriedades da Matriz de uma Transformacao Linear

Temos a:

Proposicao 10.264 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espagos vetoriais reais (respectivamente,
complezos) de dimenssdes finitas e iguais a n e m, respectivamente,

Bi{u]auZM"')un} € Ci{\)],\)z,'-',\)m}) (10265)

bases (ordenadas) de (U,+,:) e (V,+,-), respectivamente, e T,S € L(U; V) e A € R
(respectivamente, C).

Entao
[T+A-Slgec=[Mgc+ASlze. (10.266)
Prova:
De fato, suponhamos que
Mge=(ay) e [Slgec=(by), (10.267)
isto é, para cada j €{1,2, - ,n}, de (I220) e ([I2Z1), segue que
T(w) = @y vi+ -+ + Qs - Vi - (10.268)
S(uj) =by-vi+ -+ by V. (10.269)
Logo, para cada j € {1,2,---,n}, teremos

(TH+A-S)(w) =T(w) +A- S(w)

( = )(01]"V1+'--+amj'Vm)+7\'(b1j'V1+"'+bmj'Vm)

Propriedades de:espago vetorial (a]j 4 }\b”) 4+ (amj + )\bm]’) Vs
ou seja,
[T —|—7\ . S]B,C = (aij +)\bij) .
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Logo, de (I=2Z0) e ([24T) (aplicado a transformagdo linear T + A - S), segue que

app+Abyy - i+ Ab,
[T+A-Slge = : :
am1 +Abm o0 Amn FAbmn
app 0 Qg by - b
Propriedades das operagdes e matrizes Y
A+ -+ Qmn bml bmn
(== Tlgc+A[Slsc,

completando a demonstragao do resultado.
|
A seguir, temos dois resultados que nos fornecerdao exemplos basicos associados a matrizes
de uma transformagao linear:

Proposi¢ao 10.270 Sejam (U,+,-) e (V,+,-) espacos vetoriais reias (respectivamente,
complezos) de dimenssdes finitas, munidos das bases (ordenadas) B e C, respectiva-
mente, e T € L(U; V) a transformacgao linear nula, isto €,

T(u) =0, paracada uelU.

Entao
Tlse =0, (10.271)

onde O denota a matriz nula.
Prova:

Sejam

B={w,u, - un} e C={vi,va, - ,vn}

bases (ordenadas) de (U,+,-) e (V,+,), respectivamente.

Como

T(u) =0, paracada uelu,
segue que, para cada j € {1,2,---,n}, teremos:
Ty) =0
:\O/-/.\”_F\O/-/.VZ_F..._F\O/—/.VT“,
éa” é‘12)' éamj
ou seja, ay =0, wpara ie{l,2,---,m} e je{l,2,--- ,n},
ou ainda, MTlge =0,

completando a demonstragao do resultado.

Temos também a:
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Proposi¢ao 10.272 Sejam (U,+,-) espagco vetorial real (respectivamente, complezo)
de dimensdo finita, B e C duas bases (ordenadas) de (U,+,-) e Iy € L(U) o operador
identidade em (U,+,-), isto €,

I(u) =u, paracada ueuU.

Entao
[Tulzc =Mcs.

Prova:
De fato, consideremos

Bi{unuz,'” )un} € Ci{\h,\)z,"' )vn}

bases (ordenadas) de (U, +,-).

Para cada
j 6{1 )2)"' ,Tl},
como u; € U e o conjunto de vetores B é base (ordenada) de (U,+,-), segue que existem
escalares
oy X2j, - -+ 4 &nj € R (respectivamente, C),
tais que
W = 05 - Vi + X5 -V + -+ Xy - Vi (10.273)

Logo, da definicdo de matriz de mudanga de base, da base (ordenada) C, para a base
(ordenada) B (veja a Definigdo (E3)), temos que:

Mcp = (o) . (10.274)
Por outro lado, temos

Iu(w) =y
(=23)
= "X V1&g - V2 Xyt Vi,

que implicard que a matriz do operador linear, em relagdo as bases (ordenadas) B e C, sera
dada por:

Tulg,c = (o), (10.275)
ou seja, de (IX74) e (IX7H), segue que

[Tulz,c =Mes,

como queriamos demonstrar, completando a demonstracao do resultado.

Um outro resultado importante é dado pela:
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Proposi¢ao 10.276 Sejam (U,+,-), (V,+,-) e (W,+,:) espagos vetoriats retas (res-
pectivamente, complezos) de dimensées finitas, de modo que os conjuntos

Bi{U],uz,"',an}, Ci{\”)\)z)"')vm} € Di{w1>W2)"'>Wp} (10277)

sdo base (ordenadas) de (U,+,-), (V,+,:) e (W,+,-), respectivamente.

)
Suponhamos que T € L(U; V) eS e L(V; W).

Entao

[SoTlgp =[SlepTlac. (10.278)

Prova:

O diagrama abaixo ilustra a situagdo acima:

Consideremos

(Mge = (o) e [Slep=(Bw). (10.279)

Para cada

j6{1)2>"')n} € k€{1)2)"')m})

de (XM) e (MZ77), segue que

T(uwy) = ot - vi 4+ 05 - Vo 4+ -+ 4 Oj - Vi
m
= Z Kij - Vi, (10280)
i=1
Stvi) =B wi 4+ Bax - wa 4+ -+ Bpk - Wy

P
= B Wi (10.281)
k=1

Logo, para cada

j6{1>2)"’)n}’
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teremos:
[S o T](wy) = S[T(y)]

) g (i . v)
i=1

S é transformacdo linear
= E o5 - S(vi)

i=1

m P
()
= z j - E Pri - Wi
i=1 k=1
P m
trocando-se a ordem das somas
= z E P oG5 | - Wk

k=1 \i=1
Portanto, da defini¢do de produto de matrizes (veja Apéndice ([A)), segue que:

SoTlgp = (Z Bri 06Lj>

i=1
Apéndice (@)

[Sle p[Tls ¢,

completando a demonstragdo do resultado.

Como consequéncia temos a:

Proposicao 10.282 Sejam (U,+,-), (V,+,:) espagos vetoriais reais (respectivamente,
complezos) de dimensées finitas, de modo que os conjuntos

B={w,u, - ,u} e C={vi,va, - ,vn} (10.283)

sao base (ordenadas) de (U,+,-) e (V,+,:), respectivamente.
Suponhamos que T € L(U; V), possui transformacdo inversa T-' € L(V; U) (isto é,
T € um isomorfismo de (U,+,-) e (V,+,)).
Entao
T s=se (10.284)

Prova:
O diagrama abaixo ilustra a situagao acima:

T
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Como a aplicagdo T é uma transformagdo linear bijetora (isto é, é um isomorfismo de
(U,+,:) em (V,+,-)) segue, do Corolério (IZ3H), que

n =dim(U)
=dim(V)
=m,

ou seja, m=n.

Logo, da Proposigdo ([IZ7H) acima, segue que:

_ Proposicio (=243 o
Mse [T ]]C,B P ) LO/—/T ]
=Iv Jee
= [Ivle ¢
Prop. ([I=Zz3)
"= Mce
— In

onde I,, é a matriz identidade de ordem n.
Analogamente, teremos:

Portanto,
T s=Msc ",

completando a demonstragao do resultado.

Temos também a:

Proposicao 10.285 Seja (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
de dimensao finita.
Suponhamos que T € L(V) e que os conjuntos

Bi{u1)u2)"')un} € Ci{\M,\)z,"',Vm}

sejam base (ordenadas) de (V,+,-).
Entao:
[T]c = MCB [T]B MBC . (10.286)
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Prova:
Notemos que, da Proposigdo (II277), segue que

Ivlge=Mces e [Ivles =Msge.

Logo

(mz=7)

Mcep ([Tl sMpe ™ = " [IVlse Tl s Ivie s

Proposigéo (IIZ7H)

=7
=[Ivlgc(Tle s

Proposigéo ([MI=ZZH)
= IvoTlee
——
=T

=[Tlee
- [T]C)

completando a demonstragao do resultado.

Apliquemos os resultado acima aos seguintes exemplos:

Exemplo 10.288 Sejam (R2,+,~) espago vetorial real (onde + e -

vl clTolvle s
R,—/

243

(10.287)

sao as operagoes

usuars de soma de pares ordenadas e multiplicacao de numero real por par ordenado,

respectivamente) e
B:{“ >1)>(1 3_1)}

uma base (ordenada) de (R?,+,").
Consideremos T € L (RZ), tal que

10
Tlg = (O 5) .

Encontre a matriz [T]c, onde C € a base candénica de (R2,+,-) .

Resolucgao:

(10.289)

(10.290)

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que o conjunto 3, dado por ([IIZE3),

é uma base de (R2,+,-) .
Da Proposigdo ([IZ=H) acima, temos que

[Tle = [Tle ¢

(10.291)

Logo, para completarmos a resolugao, basta encontrarmos as matrizes de mudanga de

bases
Mc B e MBC .
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Para isto, notemos que

B={(1,1),1,-1)} e C={(1,0),(0,1)}, (10.292)
—— —— ——

=uy =u, = Zey
assim, teremos:

(zozm)

€1 - (] )0)

Exercicio 1 1

2
=) | 1
(oz )z‘u1+§'u2’ (10.293)

(Tzm)

= "(0,1)
Exegicio1 (]’])_1(])_])

W+ —= - up. (10.294)

Notemos também que:

Exegicio1 ) (.l ,O)+1 ) (0)1)

(T=zm

= e+ 1 e, (10.295)

(T=zm)

u; = (])_])
Exercicio 1. (1 ,O) + (_]) . (O’])

(Tzm

=9 e 4 (1) e (10.296)

Assim, teremos:

N —
N —
—
—

();() ();()

Mge e Mes

1 1 1 —1

2 2
Logo, substituindo ([I2917) em ([I29T), obteremos:

Tle =[Tle ¢

1
(mzm) e (mzem) (11 10\ [2 2
B 1T —1/1\0 5

Exercicio (_32 —32> , (10.298)

(10.297)

N —
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completando a resolugao.

Observacao 10.299

1. Notemos que poderiamos ter obtido a matriz de mudanga de base, da base (or-
denada) B, para a base (ordenada) C, encontrando a matriz inversa associada a
matriz de mudanga de base, da base (ordenada) C, para a base (ordenada) B, isto
€,

Mcs = Mgpe .

2. Podemos obter a expressao do operador linear T do Ezemplo ([I2ER) acima.

Para isto, observamos que, de (IZ98), seque que
T(1,0) =T(e)

()

= "3-e1+(—2)e
=3-(1,0)—2-(0,1)
= (3,-2) (10.300)
T(0,1) = T(ez)

=) (=2)-e1+3-e

=—2-(1,0)+3-(0,1)
=(—2,3). (10.301)

Assim, teremos:
T éo;DengorlimzarX T(] ,O) +y ) T(O,])

"%+ (3,-2)+y - (-2,3)
=(3x—-2y,3y—2x), paracada (x,y) € R?,

(C=mm) e (o=

ou seja,
Tx,y)=03x—2y,3y—2x), para cada (x,y)eRz.

Temos também a :

Proposicao 10.302 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espagos vetoriais reais (respectivamente,
complezos) de dimensdo finita, de modo que os conjuntos

Bi{u1>u2>"'>un} € Ci{V])VZ»"'vvm} (10'303)

sao base (ordenadas) de (U,+,-) e (V,+,-), respectivamente.
Suponhamos que T € L(U; V) eue U.
Entao
[T(wWle = [Msc uls. (10.304)

)
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Prova:
De fato, consideremos

X1 Kin (]
Mpe=1| + . e [uzg=1[:]. (10.305)
Xmi Kmn an
Logo, de ([M204), segue que
u=a;-u+a- -u+---+a,- u, (10.306)
T(w) = a5 - vi+ &g Va4 + Xj - Vin, paracada je{l,2,--- ,n}. (10.307)
Assim
T(u)( = )T(Ch ‘W AUyt Ay Uy

T é transformagdo linear

ar-T(w) +az-T(ug) +- -+ an - T(ug)

(M=)
= - (anvi+tovat+- o+ Vm)+ o+ an - (X Vi X Va4 4 G Vi)

propriedades de espago vetorial
= (a1 oy + -+ anan) - vi+ -+ (@ oy + -+ + An Knn) - Vi -

Assim, da definigdo de matriz das coordenadas de um vetor (veja a Defingdo ([Z5d)), segue
que

a; X1+ -+ an X

[Twle =
a1 Xm1 +"'+an(xmn
X110 Kin a;
Exercicio
- )
Xm1 - Kmn an

que, de ([M20H), é equivalente a escrever:

Twle = [T c ulg,

)

como queriamos demonstrar.

Temos também a:

Proposicao 10.308 Sejam (U,+,:) e (V,+,-) espagos vetoriais reats (respectivamente,
complezos) de dimensdo finita, de modo que os conjuntos

Bi{u1>u2»"'>un} € Ci{"])"l)"'»vm} (10309)

sao base (ordenadas) de (U,+,-) e (V,+,-), respectivamente, e T € L(U, V).

Entdo a transformacgdo linear T é um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-) se, e
somente se, a matriz da transformagdo linear T, em relagdo das base (ordenadas) B e
C, for uma matriz inversivel, isto €, a matriz [Tl ¢ admite matriz inversa (ou ainda,
seu determinante € diferente de zero).
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Prova:
Notemos que, em geral, teremos

[T]B,C S men(R) .

Suponhamos que a transformagdo linear T é um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-),
isto &, (U,+,-) e (V,+,-) sdo isomorfos.
Com isto, do Corolario ([II"23A), deveremos ter

n =dim(U) =dim(V) = m.

Logo, da Proposigdo ([MIZ=J), seque que a matriz quadrada [T]z ¢ possui matriz inversa,
dada por
-1
T e -

Reciprocamente, suponhamos que a matriz (quadrada) [T]z ¢ admita matriz inversa.
Em particular, como a matriz acima é quadrada deveremos ter

m=n,
isto ¢, dim(U) =dim(V) =n.

Logo, do Corolario ([IIT5J), para completar a prova basta mostrar que a transformacéo
linear T é injetora.
Para isto seja u € N(T), isto §,

T(u)=0
=0-vi+---40-v,,
ou seja, T(wle =0, (10.310)

onde O denota a matriz coluna de tamanho n x 1, identicamente nula.
Entdo, da Proposigdo ([I312), segue que

[l = [Tu(w)s
= [(T7oT) (W],
= [T [T,

Proposigdo ([II=) [

T, 5 MWl

b
Proposigdo (MI2x)

Mse ! TWle
——

(c=m)

(0)
=[Tsc¢' O
—0. (10.311)

Logo, de ([II2TT), segue que

u=0-uy+---4+0-u, =0,
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portanto

N(T) ={0}.

Assim, da Proposigdo ([II33), segue que a transformacdo linear T é injetora, e pelo
Corolério ([IT53), teremos que T € L(U; V) é um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-),
completando a demonstragao do resultado.

Para finalizar o capitulo temos o :

Exemplo 10.312 Sejam (RZ,—i—,-) e (Z1(R),+,:) espago vetorial real (onde + e - s@o
as operagbes usuais de R? e 221(R), respectivamente).
Verifiqgue se a aplicagdo T:R? — Z(R) dada por

T(a,b)=p, paracada (a,b)ecR?, (10.313)

onde
p(t)=a+(a+b)t, paracada teR, (10.314)
€ um isomorfismo de (R2,+,-) em (£ (R),+,).
Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostra que aplicacdo T é uma transformgao
linear de (R?*,+,-) em (Z(R),+,).
Consideremos
B:{(] »0)3(0)1)} € C:{pO)p1} (10315)

as bases candnicas de (]R2 s+, ) e (#(R),+,-), respectivamente, ou seja,
Po(t) =1, pi(t)=t, paracada teR. (10.316)

Notemos que, para cada t € R fixado, teremos:

(1,000 2D 4 140t
——
(a,b)
1" =1 (0 +1-pit), (10.317)
(0, ) 2D o4 041)t
———
(a,b)
—t "= 0. po(t) +1-pilt). (10.318)

Com isto segue que a matriz da transformacao linear T, com relagdo as respectivas bases
(ordenadas) acima, serd dada por:
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Como
1

1

0

det{[Tlgc} = 1

=140

segue (ver Apéndices ([A) e (B)) que a matriz quadrada [T]z¢, admite matriz inversa.
Logo, da Proposigdo (I308) acima, segue que a transformagdo linear T é um isomorfismo

de (R*,+,-) em (2 (R),+,), completando a resolugéo.
]

10.6 Exercicios
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Capitulo 11

Exercicios Resolvidos

[15.10.2015 - 19.a]

Neste capitulo resolveremos alguns exercicios relacionados com tépicos desenvolvidos nos

capitulos anteriores.

Exemplo 11.1 Sejam (Z%(R),+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuats de soma de fungdes e multiplicagdo de fungdo por numero real, respectivamete)
eT: P (R)— P (R) dada por

Tp)=p'+p”, paracada p <€ Z(R). (11.2)

Mostre que a aplicagdo T € um operador linear em (Z,(R),+,-), encontre uma base
e a dimensao do nicleo de T e uma base e a dimensao da imagem de T.

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que T € L(Z(R)).
Ncleo de T:

Lembremos que p € &, (R) se, e somente se, existem

Q,,a1,a; € R,

tais que

p(x) =a,+ajt+a,t’, paracada teR. (11.3)
Logo, para cada t € R, teremos:

p'x)=a1+2at e p”(x)=2a,, paracada teR. (11.4)

251
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Logo,

p e N(T)
se, e somente se, T(p) =0,

" (I]::I:Z)

=0
ou ainda, para cada t € R, teremos: p'®)+p”(t)=0

ou seja, por ([T3): P’ +p

isto é, de (I4), teremos: (aj+2at)+2a, =0, paratodot € R,

-

~
=(a1+2az)+2azt

2a,=0
ou ainda, Gt , (11.5)
2 a; = 0
cuja Unica solugao sera
a =qQa; = 0
Desta forma, de (IT3), segue que
p € N(T)
se, e somente se, p(t)=a,, para teR,
isto &, P =0 Po)
onde: Po(t) =1, paracada teR.
Notemos que p, € Z(R) \ {O}.
Logo, o conjunto B = {p,} serd uma base de (N (T),+,").
Em particular,
dim[N (T)] =1. (11.6)
Imagem de T:
Como o conjunto
B ={po,p1,p2},
onde
Po(t) =1, mi(t)=t, pat)=t*, para xeR, (11.7)

é uma base (ordenada) de (#(R),+,-) (é a base canénica de (Z(R),+,-)), que completa
a base (ordenada) de (N(T),+,-) vemos que, pela demonstragdo do Teorema (I TZ3), que
o conjunto

C={T(p1), T(p2)}

serd uma base (ordenada) para o subespago vetorial (T (Z(R)) ,+, ).
Em particular,

dim[T (2 (R))] = 2, (11.8)

completando a resolugao.
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Observagao 11.9 Observemos que, no Ezemplo (I) acima, para cada t € R, temos:

TDlt) = pr'(6) +pi (1)

pr(0) =
1,

Tp)I(t) = py'(6) + p2 (1)

=a
p2 () =2

— " 2t42.

Temos também o:

Exemplo 11.10 Sejam (M;,(R),+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuats de soma de matrizes e multiplicagdo de numero real por matriz, respcetivamente)
e a aplicagcdo T : M(R) — M;(R), dada por

T(X) =AX+ X, paracada X e M;(R), (11.11)

(1 4
A= (2 3) . (11.12)

Mostre que a aplicacdo T € um operador linear em (M;(R),+,-), encontre uma base
e a dimensao do niucleo de T e uma base e a dimensao da imagem de T.

onde

Resolucgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que T € £L(M,(R)).
Niicleo de T:

Observe que

T(X) (= (A+1)X, paracada X e M;(R),

onde I, é a matriz identidade de ordem dois.

Logo se
a b
X = 11.13
(2 (119
temos que
X e N(T)
se, e somente se, AX+X=0.
—

(A+12) X
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Como

segue que

X
a
se, e somente se, (
ou seia 1 2 a b\
1% 00)\c df”
ou ainda, {

ou, equivalentemente,

Assim, deveremos que

>
I
|
0N
(@]
|
[a VI )
o
N——

-2 0 0 -2
:c~(1 O>+d~(0 1). (11.14)

B={A1,A;}

Notemos que o conjunto

é LI, em (My(R),+,).
Deixaremos a verificagdao deste fato como exercicio para o leitor.
Portando o conjunto de vetores 3 serd uma base de (N (T),+, ).
Em particular,

dim[V(T)] = 2. (11.15)

Imagem de T:

Utilizando o Teorema do completamento (isto €, o Teorema ([Z=33)), sabemos que podemos
encontrar matrizes

Az, Ay € My(R),

de modo que o conjunto
C :{Al )A2>A3)A4}
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seja uma base de (M;,(R), +, ).
Isto é equivalente a encontrar matrizes
Az, As € Ma(R),
de modo que a tnica solugao da equacdo matricial

OC'A1+B'A2+'Y'A3+5'A4:\Q/ (11.16)
EM;(R)

seja a solugao trivial, isto é,

ax=p=y=056=0. (11.17)
Consideremos
. [(a b L (x vy
A3 = (C d) € A4 = <Z t) . (11.18)
Substituindo ([TT4) em ([T1H), obteremos:

(F ) (e ) (2)-(29)

(2ax+ay+xd —2B+by+y?d
x+cy+zbd B+dy+td

que equivale ao sistema linear de equagoes:
20+ay+xd=0
x+cy+z8=0
—2B+by+yd=0
B+dy+td=0

que, por sua vez, é equivalente a equagdo matricial:

-2 0 a x o 0
1 0 ¢ z Bl |0
0 —2buylly] |0
0O 1 d t ) 0

~B

que admite uma tnica solugdo, dada por ([I_T7), se, € somente se, o determinante da matriz
B for diferente de zero (ver Apéndice ([A)).

Mas
-2 0 a x
1 0 ¢ z
det(B) = 0 -2 by
0 1 d t

Exercicio

—(2c+a)2t+y)+(2z+x)(2d+ D).
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Assim

det(B) #0

se, e somente se,

(2z4+x)(2d+b) £ 2c+a)2t+y). (11.19)

Dessa forma, considerando-se, por exemplo:

a b
A =
3 C d)
B 1 =2
S \0 1 ’
Xy
As = z t)
1 1
= O) , (11.20)

segue que a condigdo ([TT) estara verificada.
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.

Notemos que, do Teorema ([ITZ3), segue que

dim [T(M;(R))] = dim (M;(R)) — dim [NV(T)]

=4 (=),

=4-2=2.

Além disso, da demonstragdo do Teorema (I1Z3), segue que o conjunto

{T(A3), T(A4)}

serd um base (ordenada) de (T(M;(R)),+,-), completando a resolugdo.
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Observacao 11.21 Notemos que

T(Ay) =0T (1 _z>

Ezercicio 2 0>

= (1 )

1
2
Ezercicio —6 2
- \—=6 2]

Exemplo 11.22 Sejam (R3 s+ ) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de soma de ternas e multiplicagdo de niumero real por terna, respectivamente).
Determinar um operador linear T: R?> — R3, cuja imagem seja gerada pelos vetores

Temos também o:

(1,2,0) e (1,1,1).

Resolucao:
Notemos que os vetores

vi=(1,2,0) e vy=(1,1,1), (11.23)

sdo L.I, em (R*,+,").
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, o conjunto
Bi{\h ,Vz}, (1124)

sera uma base para (T (R*) ,+,).
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, o subespago gerado por estes vetores terd dimensao igual a dois, isto &,

dim [T (R%)] = 2. (11.25)
Assim, do Teorema ([ITZ3), segue que

dim [R*] = dim [V(T)] + dim [T (R%)]
—_—— —

=3 =),

ou seja, dimNV(T)] = 1.



258 CAPITULO 11. EXERCICIOS RESOLVIDOS

Logo, a transformacdo procurada devera ter, necessariamente, niicleo de dimensdo igual
a um.
Podemos supor, por exemplo, que N (T) seja gerado pelo vetor

w = (1,0,0), (11.26)
isto é, o conjunto
C ={u} (11.27)
é uma base de (M (T),+,-).
Consideremos
D ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, (11.28)
Y A
=Uup =usz

a base canodnica de (]R3 y+ -), que contém o vetor u;.
Segue, da demonstragdo do Teorema ([ITZ3), que o conjunto

& ={T(uz), T(us)}

ser4 uma base de (T (R?),+,).
Assim, basta definirmos os valores do operador linear T em cada um dos vetores u,,u;.
Se, por exemplo, escolhermos

T() T2 11,0, 0)

= (0,0,0) (11.29)
Tw) "=V 100,1,0)

=(1,2,0) (11.30)
Tus) = 70,0, 1)

= (1,1,1). (11.31)

podemos obter uma expressao para operador linear T, pois conhecemos seus valores em uma
base de (R, +,).
Para isto basta observarmos que, para cada (x,y,z) € R3, temos:
Tlx,y,z) “PEEE P T (1,0,0) +y - (0,1,0) +2-(0,0,1)]
T operSr IR . T(1,0,0) +y - T(0,1,0) +2- T(0,0, 1)
“=10,0,0) 20 oy
=x-(0,0,0) Ty (1,2,0)+z-(1,1,1)
=(y+z,2y+z,z),

ou seja, o operador linear T : R> — R3, tal que a imagem do mesmo é gerada pelos vetores
(T=23), pode ser dado por

T(x,y,z) =(y+2z,2y+2z,z), paracada (x,y,z)€R>.
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Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que de fato a aplicagdo T tem as propri-

edades requeridas.
O

Observagao 11.32 Como podemos ver em ([CI30) e ([I=21), teremos uma infinidade de
operadores lineares T com a propriedade requerida no Ezemplo ([CT22).

Deixaremos a cargo do leitor os seguintes exercicios resolvidos.

Exercicio 11.33 Sejam (2(R),+,-) e (Z5(R),+,-) espagos vetoriais reais (onde + e -
)

sdo as operagdes usuais de Z;(R) e P5(R), respectivamente).

Determinar T € L(Z5(R); Z2(R)), cujo nicleo seja gerado pelos polindmios p,q €
P5(R), onde

pt)=1+t e q(t)=1—t>, paracada tcR. (11.34)

Resolucao:
Notemos que o conjunto

B={p,q}

é LI em (2(R),+,-).
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, o conjunto
B=1{p,q) (11.35)

serd uma base para (N (T),+,-), ou seja,
dim[N(T)] = 2. (11.36)
Assim, do Teorema ([ITZ3), segue que

dim[Z3(R)] = dim[N (T)] 4+ dim[T(2%;(R))],

/

v~

=4 (r=m) )

ou seja, dim [T (Z5(R))] = 5 (11.37)

O primeiro passo para obtermos uma expressdo para a transformagao linear T, é utilizar-
mos o Teorema do completamento (isto €, o Teorema ([=33)), para completar o conjunto B a
uma base de (Z3(R),+, ).

Para isto, basta acrescentarmos, por exemplo, os polinédmios p,,p; € ;(R), onde

Po(t)=1 e py(t)=t, paracada teR. (11.38)

Notemos que o conjunto
Ci{p>q>p0)p1} (11'39)

é uma base de (Z;(R), +,-).
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De fato, pois

x-p+B-q+y-Po+d-p1=0
se, e somente se, ap(t)+pBq(t) +vpolt)+0pi(t) =0, para teR,
isto &, por ([T32) e ([T21): a«(1+t)+B (1—t)+y1+5t=0, para tEeR,
ou ainda, (x+v+8)+ot—ptP+at> =0, para teR.

e isto ocorrera se, e somente se,

ou seja, o conjunto
C :{P,q,po)]?]}

é um conjunto L.I. em (Z;(R), +, ).
Notemos que sendo
dim[Z%3(R)] =4,

segue que o conjunto
C :{P,q apoap1}

serd uma base de (Z5(R), +, -).
Assim, as imagens dos polindmios

Po € P,

pela transformacdo T procurada precisam, necessariamente, ser vetores L.I. em (%2 (R), +,-).
Para isto, consideremos T € L(Z;(R), #,(R)), por exemplo, de modo que

T(po) = Po (11.40)
T(p1) =p (11.41)
T(p) = T(q) = O. (11.42)

Deste modo, de ([TZM), (ITZ1) e ([TZJ), segue que

T (323(]1%)) — [p0>p1]

e, de (=31) e ([=33), teremos:

dim [T (Z5(R))] =2 e N(T):[P>q])

como pedido.
Para encontrarmos uma expressao para a transformagao linear T agimos da seguinte forma:
Se p € Z3(R) sabemos que existem

aoya1)a2>a3€R>

tais que
pit)=a,+art+at’+a3t’, para teR. (11.43)
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Podemos reescrever o polinémio p acima, da seguinte forma:

Exercicio . 3\ g2
p(t) "=" (a0 +ap—a3) J_4ar & tas(1+t) —a (1 -t
=Po(t) =p1(t) =p(t) =q(t)
= (a0 + a2 — a3) po(t) + a1 pi(t) + as p(t) — az q(t)
— (a0 + a2 —a3) Potar-pr+asp—az-qlit), (11.44)

para cada t € R.
Logo
=3
T(p) = )T[(a0+az—a3) “Potar-pr+az-p—ax-ql)

T & transf. linear (

ao+ay —az) - T(po) +ai - T(p1) +az- T(p) —az- T(q)
—— —— —~— —~—

=) = =, =,

= (ao+a2_a3) 'po+a1 Py
ou ainda, para cada t € R temos que:

[T(p)I(t) = [(ao + az — a3) - po + a; - p1l(t)
= (a0 + az — a3) po(t) + ar p1(t)
(EEE) ((lo +a; — (13) +at.
Com isto temos que a transformagao linear T, definida desta forma, satisfaz as proprieda-
des requeridas.

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
OJ

Exercicio 11.45 Sejam (%(R),+,:) e (R,+,:) espacos vetoriais reats (onde + e - sdo
as operagdes usuats de Z;(R) e R, respectivamente).
Considere a aplicacdo T: Z;(R) — R dado por

1
T(p) ij p(x)dx, para cada p € P (R). (11.46)
0
Vimos, no Ezemplo (Z3), que a T € L(F(R); R).
Encontre a matriz da transformacao linear T com relacdo as bases candnicas de
(P (R),+,) e (R,+,-), respecticamente.

Resolugao:
Sejam

B={po,p1,p2} e (11.47)

c=(1),

=u

as bases canénicas de (#(R),+,-) e (R,+,-), respectivamente, onde

Po(t) =1, pi(t)=t, py(t)=t?, paracada teR. (11.48)
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Notemos que

(EEE)J d
0
=1
=1-_1
~~
=)
=1-u,

_x
2 x=0
_1
2
T2~~~
()
1
:z-u)

Assim, a matriz da transformagio linear T, em relagdo as bases canénicas de (2% (R), +, )
e (R,+,-), respectivamente, serd dada por

(Tlpe = (1 % %) € Mi.3(R).

Um outro exercicio interessante é dado pelo:
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Exercicio 11.49 Sejam (Z5(R),+,-) e (Z2(R),+,) espagos vetoriais reats (onde + e -
sdo as operagoes usuals de soma de funcgdes e multiplicacdGo de numero real por funcado,
respectivamente) e a aplicagdo T : Z5(R) — P,(R) dado por

T(p)=p’, para cada pe P (R). (11.50)

Vimos, no Ezemplo (2H), que T € L(Z5(R); Z,(R)).
Encontre a matriz da transformagao linear T com relagdo as bases candénicas de
(Z5(R),+,) e (#(R),+,-), respectivamente.

Resolucao:
Sejam
B={po,p1,p2,p3} e C={po,p1,p2} (11.51)
a bases canénicas de (Z(R),+,-) e (Z3(R),+,-), respectivamente, onde
Po(t) =1, pi(t)=t, pa(t)=t" e p;3(t)=t>, paracada teR. (11.52)
Notemos que, para cada t € R, teremos:
(immzva
Tpo)l(t) = po (1)
= ,

=00 po(t) +0-pi(t) +0-palt)

=[0-po+0-p1+0-pal(t),

=0
= )P1/(t)
=

[TpI(t)

=01 po(t) + 0 pi(t) + 0 paft)
=[1-po+0-p1+0-pa(t),

(=)

[T(p2)I(t) =" p2' (1)
= )¢

=90 py(t) + 2 p1(t) + 0 palt)
=[0-po+2-p1+0-pa(t),

(=)

[T(pa)l(t) "= "ps'(t)

=50 po(t) +0-pr(t) + 3 palt)

=[0-po+0-p1+3-pal(t).

Logo a matriz da transformagio linear T, em relagdo as bases candnicas de (Z3(R), +, )
e (P (R),+,-), respectivamente, serd dada por

o

[Tlge =

)

(11.53)

o o

o o =
o N O
w o O
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completando a resolugao.
O

Temos também o:

Exercicio 11.54 Sejam (R3,+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuats de soma de ternas e multiplicagdo de numero real por terna, respectivamente)
e aplicagdo T:R®> — R3 dada por

T(x,y,z) =(x+z,y+z,x+y+2z), paracada (x,y,z)eR>. (11.55)

Mostre que a aplicagdo T € um operador linear em (R3 ,+, ) e encontre as matrizes
do operador linear T com relagdo a base candnica B de (R3,+,~), isto €, [Tz, e com
relagdo a base (ordenada) C de (R3,—|—,-), formada pelos vetores

u=(1,1,2), v=(=1,1,0) e w=(=1,-1,1), (11.56)
isto €, [Tle.

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T € L (]R3) e que o conjunto C
é uma base de (R*,+,").
Com relagdo a base candnica
B ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} (11.57)
—_—— —— ——

=eq =e; =e3

temos:
(C=2)

T(ey) " ="T(1,0,0)

(=)

=" (1+0,0+0,1T+0+2-0)
:(],O,])

(?)1-61—1-0-62—1—1-63,

T(es) "= 1(0,1,0)
=2 040,140,0+1+2-0)
—(0,1,1)
(@)O-e1+1~e2+1-e3,
=D 100,0,1)

(040,140,041+2-0)

T(es)

(=)

(?)]-61+1~€2+2-€3.

Portanto,

(11.58)

=

aQ

|
—_O —
—_— O
N = =



Com relagdo a base C, temos:

(=) _

Tw) ==101,1,2)
=1 42,142,14142.2)
:(3>3)6)
:3(1»])2)
=3 0t 0.vi0-w,

Tv) =" T(-1,1,0)
(=)

= (-14+0,14+0,-1+1+2-0)
:(_]>1>O)

(=)

=0-u+1-v+0-w,

AERRIC N}
(=1+1,-1+1,-1-1T+4+2-1)
=(0,0,0)

=0-u+0-v+0-w.

(=)

Portanto,

[Tle =

S O W
o = O
S O O

completando a resolugao.

Para finalizar temos:

Sabemos, pela Proposi¢do (IIIT43), que
U=NTaTU).
Logo podemos considerar

Bi{u])ul)"' y Upy V1, V2, »Vq}
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(11.59)

0

Observagao 11.60 Notemos que a matriz (CIB3) é uma matriz sstmétrica (isto €, At =
A) e a matriz ((I29) é uma matriz diagonal.

Exercicio 11.61 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
de dimensdo finita e T um operador linear idempotente em (U,+,-) (ver a Definigdo

(Ir1=3)).

(11.62)

(11.63)
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uma base de (U,+,-), de modo que o conjunto de vetores

C={w,uy, - ,up (11.64)
seja uma base (ordenada) de (N(T),+,-) e o conjunto de vetores

D ={vi,v2, -+ ,Vq} (11.65)

seja uma uma base (ordenada) de (T(U),+,-).
Encontrar a matriz do operador linear T, em relacdo a base (ordenada) B, isto €,

[T]s.

Resolucao:
Notemos que, para cada j € {1,2,---,p}, como u; € N(T), segue que

ue./\_/(T)

T(w) (@)
:O-u1+O-u2+---+0-u13+0-v1+O-vz+-~-+0~vq. (11.66)
Por outro lado, para cada j € {1,2,---,q}, como

Tv;) €eT(U) e D={vi,va, -+ ,vq}
é uma base (ordenada) de (T(U),+, ), segue que existem escalares
o; € R (respectivamente, C), para ie{1,2,---,q},
de modo que

T(V]—) 2061]"V1—|—(ij'\)2—|—"'+06qj-\)q

:O-u1—I—O-uz+-~-+0-up+oqj-v1+oc2j-v2+---+ocqj-vq. (11.67)

Logo, de (TEAQ) e ([THE7), segue que a matriz do operador linear idempotente T, em
relagdo & base (ordenada) B, serd da forma:

0O --- 0 0 0
0 0 0 0
Tr = 11.68
[ ]B 0 0 X1 O(1q ( )
0 0 oy ®qq
]

Observagao 11.69 Uma matriz quadrada do tipo (ITER) actma serd denominada matriz
de blocos e, como veremos, terd um papel importante no Capitulo 3.

11.1 Exercicios



Capitulo 12

Autovalores e Autovetores

120.10.2015 - 20.a]

Sabemos que nem toda matriz quadrada é uma matriz diagonal.
Um dos objetivos deste capitulo é responder a seguinte questao: sob que condigdes, uma
matriz quadrada pode ser, de algum modo, "transformada” em uma matriz diagonal ?

12.1 Definicao, Exemplos e Propriedades

Comegaremos introduzindo a:

Defini¢ao 12.1 Sejam (V,+,:) espago vetorial real (respectivamente, complezo), U um
subespacgo vetorial de (V,+,-) e T € L(V).
Se a imagem do subespaco vetorial U, pela aplicagao T, for um subconjunto de U,
1sto €, se
TUu) cu (12.2)

diremos que o subespaco U € um subespaco invariante pelo operador linear T.

Observacao 12.3

1. Na situagdo da Definigdo () actma, podemos definir a restrigao do operador
da seqguinte forma: T, : U —

linear T ao subespago U, que serd denotada por T,
U dada por

u?

T,(w) =T(u), para cada ueU. (12.4)

2. Com 1isto teremos que
T, € L(U).

A verificagao deste fato serd deixada como ezercicio para o leitor.

3. Como wveremos mo Capitulo I3, isto facilitard muitas vezes a compreensao de
alguns tipos de operadores lineares, estudando os mesmos em subespacos de di-
mensoes menores.

267
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4. Notemos que os subespagos

{0} e V,
sdo invariantes, para qualquer T € L(V).

A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Vejamos o que é preciso acontecer para que exista um subespaco invariante asso-
ctado a um operador linear, de dimensao, por exemplo, um.

Primeiramente precisamos que

V #£{0}.

Notemos que tal subespaco vetorial de dimensdao um deverd ser gerado por um
vetor nao nulo, ou seja, podemos encontrar

u e V\ {0},
de modo que o subespago gerado
U= Ccv,

serd invariante pelo operador linear T se, e somente, se para todo « € R (respec-
tivamente, C) tivermos
Tl -u) € [u].

Notemos que, do fato que
u#0, segue que B ={u}
serd uma base para o subespago vetorial

u=[ul.

Como
T(ex-u) € U=[u

deverd existir um escalar
BeR (respectivamente, C),

de modo que

que para algum o # 0, € equivalente a existir um escalar € R (respectivamente,
C), de modo que

Isto sugere a sequinte definicao:
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Defini¢ao 12.5 Sejam (V,+,-) um espaco vetorial real (respectivamente, complezo) e
T e L(v).
Diremos que um vetor, nao nulo, u € V, é um autovetor do operador linear T, se

existir um escalar
A € R (respectivamente, C),

de modo que
Tu)=A-u. (12.6)

Observacao 12.7 Se
uzO e A,ueR (respectivamente, C),

sao tais que
Tuw=Au e T(uy=p-u, (12.8)

entao deveremos ter

De fato, pois
A—p-u=A-u—p-u

=T - T
=0.
Como u#0,
seque que, A—un=0,

ou seja, A=,
como afirmamos.

Podemos também introduszir a:

Definigao 12.9 Sejam (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo),
Te L(V) e uw um autovetor do operador linear T.
Um escalar A € R (respectivamente, C) que satisfaz

Tuw)=A-u, com u#O0,

serd denominado autovalor do operador linear T associado ao autovetor u.

Observagao 12.10 Na situagdo da Definigcao (IZ3) actma, como u € V \ {0}, deverd
satisfazer:

T(u)=A-u,
se, e somente se, O=Tu —A-u
T(u) —A-Iy(u)
=(T—=A-Iv)(u),
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onde Iy : V — V € o operador linear identidade em (V,+,-).
Logo, uw € V serd um autovetor do operador linear T se, e somente se,

ueN(T—-A-Iy), com u#0,
ou seja, N(T—=A-1y) #{0}
Notemos que, para cada A € R (respectivamente, C), o conjunto
VA)={ueV;T(u) =A-u}

serd um subespaco vetorial de (V,+,-), diferente do subespago vetorial trivial {O}.
Com 1sto temos a:

Defini¢ao 12.11 Sejam (V,+,:) um espaco vetorial real (respectivamente, complezo),
Te L(V) e A um autovalor do operador linear T.
O subespaco vetorial

VA) ={ueV;T(u) =A -u}
=N(T-A-1y), (12.12)

serd dito subespago proprio (ou auto-espago generalizado) associado ao autovalor A.

Se
dim(V) < o0,

a dimensdo do subespacgo vetorial V(A) serd finita e dita multiplicidade geométrica do
autovalor A e indicada por mgy(A), 1sto €,

mg(A) =dim[V(A)]. (12.13)
Observacao 12.14
1. Na Defini¢gdo (ZII) actma, se
ueV@A) e u#0,
seque que o vetor u serd um autovetor do operador linear T, associado ao autovalor
A, pois, de (CITJ), seque que
Tw=Au e u#0.
2. Notemos também que, o subespago vetorial V(A), € um subespago invariante pelo

operador linear T, isto é,
TIV(AN)] C V(A). (12.15)
De fato, se u € V(A) teremos, de (1), que
ueVv(a)

T “CYY A we via),

pois V(A) € subespaco vetorial de (V,+,-).
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Logo um modo de obtermos subespacos vetoriais, de um espac¢o vetorial, que sao inva-
riantes por um operador linear, € considerar os subespacgos vetoriais V(A), de (V,+,-),
onde A € R (respectivamente, C) é um autovalor do operador linear T.

Consideremos alguns exemplos.

Exemplo 12.16 Sejam (RZ s+ ) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagées usuais
de soma de pares e multiplicagGo de numero real por par, respectivamente) e a aplicagdo
T:R? — R? dada por

T(x,y) = (y,4x), para cada (x,y) € R’. (12.17)

Mostre que T € L (]Rz) e encontre todos os autovalores do operador linear T, os res-
pectivos subespacos proprios e a multiplicidade geométrica de cada um dos autovalores
do operador linear T.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € £ (Rz).
Observemos que
AeR

é um autovalor de T se, e somente se, existir

u:(x,y) 7&(0)0))

de modo que

ou se€ja, se, e somente, se existir

(X>y)7é(o>0)) tal que (9747():(}\7(»7\9)-

Isto é equivalente a dizer que o sistema linear

A =0
{ *ry (12.18)

4x —Ay =0

possui, pelo menos, uma solucdo nao trivial.
Por sua vez, isto acontecera se, e somente se, o determinante da matriz dos coeficientes

(AT
A:<4 _}\) (12.19)

desse sitema linear, a saber, a matriz

for igual a zero (ver Apéndice (B)).
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Como

vemos que os Unicos autovalores (ambos reais) associados ao operador linear T serdo:
Com isto, teremos que:

V(=2) = {(x,y) e R*; T(x,y) = —2- (x,y)}

= {(x,y) R (y,4%) = -2 (x,y)}

={(x,y) e R*;y =—-2x}
={(x,—2x); x € R},
={x-(1,-2);x € R},
=[(1,-2)I,

assim
dim[V(-2)] =1,
ou seja, a multiplicidade geométrica do autovalor A; = —2 (que é a dimensdo de V(—2)) sera
igual a 1, isto &,
my(—2) =1.

De modo anélogo, temos:

V(2) = {(x,y) € R} T(x,y) =2- (x,y)}

=V {x,y) € R (y,4%) =2 (x,y)}
={(x,y) e R*;y =2x}
={(x,2x);x € R}

={x-(1,2);x € R}

=[(1,2)],

assim

dim[V(2)] =1,

ou seja, a multiplicidade geométrica do autovalor A; = 2 (que é a dimensdo de V(2)), sera
igual a 1, isto &,
my(2) =1.
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Observagao 12.21 Notemos que no Ezemplo (Z18) acima, o vetor

w = (1,-2) (12.22)
€ um autovetor associado ao autovalor A\ = —2 e que o vetor
w, = (1,2) (12.23)

€ um autovetor associado ao autovalor A\, = 2.
Notemos também que o conjunto de vetores {w;,w,} € L.I. em (Rz,—l—,-).
Como

dim (R?) =2,

seque o espago vetorial real (R2,+,-) possui uma base formada pelos autovetores
W e w

do operador linear T, a saber, o conjunto de vetores

B ={u,uy}.

Exemplo 12.24 Ainda com relagdo ao Ezemplo (CZI8) actma, encontre a matriz do
operador linear T, em relagdo d base (ordenada)

B:{uhuz})

formada pelos autovetores do operador linar T, dados por (Z22) e (CZ23).

Resolugao:
Observemos que

T) E2101,-2)

(=2

Exegicio 9. (1 ’_2) +O . (1 ’2)
:—Z'LL] —|—O-u2,

Tw) =7 7101,2)
= (2,49
Exegicioo . (1 )_2) +2 . (.I ,2)
:O'LL1 —I-Zuz

Logo, a matriz do operador linear T com relagdo a base (ordenada) B de (RZ y ~), sera a

-2 0
[Tls = (o 2) : (12.25)

Notemos que a diagonal principal da matriz diagonal acima é formada pelos autovalores

matriz diagonal

associados ao operador linear T O
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Observagao 12.26 Resumindo, no Ezemplo (ZIH) actma, temos que:

e existe uma base do espago vetorial real (R2,+,-), formada por autovetores do
operador linear T,

e a matriz do operador linear T, em relacdo a essa base é uma matriz diagonal;

e a diagonal principal da matriz acima € formada pelos autovalores do operador
linear T.

Consideremos agora o seguinte:

Exemplo 12.27 Sejam (Rz y 1 ) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
soma de pares ordenados e multiplicagdo de numero real por par ordenado, respectiva-
mente) e a aplicacdo T : R*? — R? dada por

T(x,y) =(—y,x), para cada (x,y) € R%. (12.28)
Mostre que T € L (Rz) e encontre todos os autovalores de T.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € £ (Rz).
Observemos que A € R (ntmero real!) é um autovalor do operador linear T se, e somente
se, existir
u=(x,y) #(0,0),
de modo que
Tix,y) =A-(x,y),

ou seja, se, e somente se, existir

(X,Q)#(0,0), tal que (_U>X):(}\X)}\U)-

Isto equivalente ao sistema linear

Ax+y=0
{ **y (12.29)

x—Ay=0

possuir uma solugdo nao trivial.
Isto acontecera se, e somente se, o determinante da matriz

(AT
A:<] _7\> (12.30)

for igual a zero (ver o Apéndice (B)).
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Como

A
1 —A
=N —1

=—(M-1)<0,

det(A) =

para todo A € R, ou seja, nao existem autovalores reais, associados ao operador linear T.
O
No Exemplo abaixo, trocaremos o espago vetorial real (RZ,—i—,-) do Exemplo ([227)
acima, pelo espaco vetorial complexo (Cz, =+, ) e consideraremos um operado linear que tenha
a mesma expressdo da do Exemplo ([ZX17), mais explicitamente:

Exemplo 12.31 Consideremos o espago vetorial complexo (Cz,—i—,-) e a aplicagao T :
C — C dada por
T(z,w) = (—w,z), para cada (z,w) e C?, (12.32)

Mostre que T € L ((Cz), encontre todos os autovalores (complexos) de T, os respecti-
vos subespagos proprios e a multiplictdade geométrica de cada um dos autovalores do
operador linear T.

Se existir uma base B de ((C2 sy ) formada por autovetores de T, encontre a matriz
do operador linear T com relagdo d base (ordenada) B.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € £ (CZ).
Notemos que, utilizando so mesmos calculos do Exemplo (1) acima (veja ([Z=20)),
teremos que se
7\1 =1i e 7\2 =—i

segue que a matriz ([CZ320) terd determinte igual a zero e assim, o sistema linear ([ZZZ2d)
admitird solugdo ndo trivial.

122.10.2015 - 21.a|
Com isto, o auto subespaco préprio associado ao autovalor A; =i, sera:

V(A1) = V(i)
= {(z,w) e C*; T(z,w) =i (z,w)}

(=) {(z,w) €C*; (—w,z) =1i-(z,w)}
={(z,w)eC’;w=—i-z}
={(z,—i-2);z€C},
={z-(1,-1);z€C},

=[(1,-1)].

Assim
dim[V(A\1)] = dim[V(i)] =1,
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ou seja, a multiplicidade geométrica do autovalor A; =1 (que é a dimensdo de V(A;) = V(i)
sera igual a 1, isto &,
mg(7\1) = mg(l) =1.

De modo semelhante, teremos:

V(A) = V(—i)
={(z,w) €C*; T(z,w) =—i-(z,w)}
= (2, w) € T (~w,2) = —i- (z,w)}

={(z,w) eC;w=1i-z}
={(z,i-2);z€ C},
={z-(1,1);ze C},
=[(1,1)].

Assim
dim[V(A;)] =dim[V(—1)] =1,
ou seja, a multiplicidade geométrica do autovalor A, = —1i (que é a dimensdo de V(A;) =
V(—1)) seréd igual a 1, , isto &,
mg(7\2) = mg(—i) =1.
Notemos que o vetor

w = (1,1) (12.33)

é um autovetor associado ao autovalor A; =1 e que o vetor
u = (1,-1) (12.34)

é um autovetor associado ao autovalor A; = —i.
Além disso, o conjunto
{wr,uy}

L.I em (C?,+,-) (sobre os complexos).
A verificagdo destes fatos serdo deixadas como exercicio para o leitor.

Observemos também que
dim [C*] =2,

onde estamos considerando o espago vetorial complexo ((Cz y Ty ) (se fosse considerado como
espago vetorial real, sua dimensdo seria igual a 4).

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.

Assim, o espago vetorial complexo ((C2 y Ty ~), possui uma base formada por autovetores

W (S w)
do operador linear T, a saber, o conjunto

B ={u,uy}.



12.1. DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES 277

Para finalizar, encontremos a matriz do operador linear T, em relagdo & base (ordenada)
B ={u »Uz}a

formada pelos autovetores de T dados por (CZZ23) e (C24).
Para isto, observemos que

Tw) =2 701,1)
= (-1,1)
FEE () (1,0 +0- (1,-1),

=3

Tw) BV 101, -4)

==2) .
( = ) (1>1)
Exegicioo‘(

1,4) +i-(1,-1).

Logo, a matriz do operador linear T com relacdo a base B serd a matriz diagonal

-1 0
[Tls = <o i) , (12.35)

completando a resolugao. O

Observagao 12.36 Logo, podemos resumir que, no Ezemplo (CZZ1) acima:

e eriste uma base do espaco vetorial complexo (C2,+, ) formada por autovetores
do operador linear T,

e a matriz do operador linear T, em relagdo a essa base € uma matriz diagonal
(compleza);

e a diagonal principal da matriz actma € formada pelos autovalores (complezos) do
operador linear T.

Compare esta Observagdo com a Observagdo ([CZ2A).
O que hd em comum entre ambas ?

Exemplo 12.37 Sejam (£,(R),+,-) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagées
usuais soma de polindémios e multiplicacGo de numero real por polinémio, respectiva-
mente) e a aplicagdo T : Z,(R) — Z,(R), dada por

Tlp)=p', para cada pe Z,.(R). (12.38)
Mostre que T € L(Z,(R)), verifique que
A=0

€ o0 unico autovalor associado a este operador linear T e encontre o subespago proprio
V(A) =V(0).
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Resolucao:
Utilizando as idéias do que foi feito no Exemplo (II23), segue que T € L(Z,(R)).
Observemos que A € R é um autovalor do operador linear T se, e somente se, existir

peZu(R), com p#O,

tal que
Tp)=A-p
que, por ([Z33), é equivalente a: p'=A-p
isto &, p’'(x) =Ap(x), paracada x€R. (12.39)
Como p € #,(R), segue que existem
Ao, A1, ,0n € R
de modo que
r(x)=a,+arx+---+a,x", para x€R,. (12.40)
Logo
p'X)=ai+2ax+---+na,x"", para xc€R. (12.41)

Portanto, de (Z=1), ([2Z0) e ([2Z10), segue que, para x € R, deveremos ter:

p'(x) =Ap(x),
se, e somente se, G F2ax+-Fna X" =A(ao+Farx+--+ax"),

ou, equiavlentemente,

Aao—a)+Aar—2a)x+ -+ Aang—na)x" ' +Aax, =0, para x€R,

ou seja,
Aa,—a; =0
Aa;—2a,=0
Adp_1—mna, =0
a, =0
Notemos que , se
A#£0,

a Gnica solugao do sistema linear acima sera

que de ([ZZ0), implicard em
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Desta forma, se
A#£0,

segue que A ndo podera ser autovalor do operador linear T.
Por outro lado, se
A=0,

teremos
T(p)=0-p se, esomentese, p’'=0

que apresentard como solugdo, nao trivial, todos os polinémios que sdo constantes, ndo iden-
ticamente nulos.
Logo,
A=0

é o lnico autovalor do operador T associado ao, por exemplo, ao autovetor

p=1,

isto é, o polindmio constante e igual a 1.
Com isto teremos que

isto é, serd o subespago gerado pelo polinémio p = 1.
Em particular a multiplicidade geométrica do autovalor A = 0 (isto é, dim[V/(0)]) sera
igual a 1, completando a resolugao.
O

Consideremos agora o:

Exemplo 12.42 Sejam (R3 s+, ) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagées usuais
de R3) e a aplicagdo T : R? — R? dada por dada por

T(x,y,z) = (x,y,x), paracada (x,y,z)€R>. (12.43)

Mostre que T € L (R3), encontre todos os autovalores do operador linear T, os res-
pectivos subespacos proprios e a multiplicidade geométrica de cada um dos autovalores
associados ao operador linear T.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € £ (R3).
Observemos que A € R é um autovalor de T se, e somente se, existir

ui (X>U>Z) % (O’O)O)’
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tal que
T(X)yaz) =A- (X>U>Z)>
—

=3
¢ = )(X)y ,X)

ou, equivalentemente, existir
(x,y,2) #(0,0,0),
tal que
(x,y,x) = (Ax,Ay,Az).

Isto é equivalente ao sistema linear

(1—A)x=0
(1T=A)y=0
—Xx+Az=0

possuir uma solugdo nao trivial.
Isto acontece se, e somente se, o determinante da matriz

T-A 0 O

A= 0O 1—-A0

—1 0 A

for igual a zero (ver Apéndice (B)).
Como
T—-A 0 O
det(A)=] 0 1—A O
—1 0 A
=A(1=A),

segue que os, Unicos, autovalores do operador linear T serdo
M=0 e A=1,

sendo que este tltimo tem multiplicidade algébrica igual a 2.
Com isto teremos que:

X Y Z €R3 T(X)U>Z)ZO'(X>U>Z)
—_—

==
¢ = )(X)U )X)

={(x,y,z) € R*; (x,y,x) =(0,0,0)}
={(x,y,z) eR*;x =y =0}
={(0,0,z);z€e R)}
={z-(0,0,1); z€e R)}
=[(0,0,1)],
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ou seja,
V(A1) =V(0) =1[(0,0,1)]. (12.44)

Assim, a multiplicidade geométrica do autovalor 0, sera igual a 1, ou seja,
dim[V(Ay)] = dim[V(0)] =1, (12.45)

ou ainda,
mg(A) =my(0) =1.

Por outro lado,

(vavz) GRS; T(X»U»Z) =1- (X»U3Z)
—_——

(=3)
= "(x,y,x)

{(x,y,2) € R (x,y,x) = (x,y,2)}
={(x,y,z) eR¥;x =z}
={(z,y,2); z€ R}}
={z-(1,0,1)+y(0,1,0);z,y € R)}
=[(0,1,0),(1,0,1)],

ou seja,
V(A) =V(1)=1[(0,1,0),(1,0,1)]. (12.46)

Assim, a multiplicidade geométrica do autovalor 1, sera igual a 2, isto &,
dim[V(A;)] =dim[V(1)] =2, (12.47)

ou seja,
mg(Az) =my(1) =2.

completando a resolugao.
OJ

Observacao 12.48 No Ezemplo ([ZZ2) acima, temos que o conjunto formado pelos
autovetores de T

B ={(0,0,1),(0,1,0),(1,0,1)}

é€L.I em (R*,+,").
A verificagdo deste fato serd deizada como exercicior para o leitor.
Logo o conjunto de vetores B serd uma base (ordenada) de (R3,+,-).
Encontremos a matriz [T]z.
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Para 1sto observemos que

70,0,1) "= (0,0,0)

:O(03031)+0(O>1)O)+O“>Oa1)>
(=)

T(0,1,0) " ="(0,1,0)
:O(O)O>])+1 '(O)])O)+O'(1)O)]))
T(1,0,1) = (1,0,1)
20(03031)+0(0>])0)+1(1>031)>

ou seja,

[Tlg =

S O O

0
1
0

— O O

Conclusao: no Ezemplo (CZZA) acima, existe uma base do espago vetorial (R3 s+ -),
formada por autovetores do operador linear T.

Além disso, a matriz do operador linear T, em relagdo a essa base (ordenada), é
uma matriz diagonal, cuja diagonal principal € formada pelos respectivos autovalores
do operador linear T.

Temos agora o seguinte resultado:

Proposi¢ao 12.49 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
eTeL(U) tal que
Uy Uyt yUn

sao autovetores do operador linear T, associados aos autovalores

7\1 ))\2)"' )An>
respectivamente.
Se
A #Aj, para i#j, com 1i,je€{l,2,---,n}, (12.50)
entao os vetores
U, Uz, U

serdo L.I. em (U,+,-).

Prova:
A prova serd por indugdo sobre o ntumero de autovalores, isto €, sobre n.
Mostremos que a afirmacdo é valida para n = 2, ou seja, se

w € W
sdo autovetores do operador linear T, associados aos autovalores

)\1 € }\2,
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respectivamente, e

IXESE (12.51)
mostremos que o conjunto
{wr, o}
devera ser L.I. em (U, +,-).
De fato, sabemos que
Tw)=A-u e T(w)=A- u. (12.52)
Para isto observemos que se
Br-w+P2ruy =0, (12.53)
segue que
Br-w =—PF2-w (12.54)

Logo, aplicando o operador linear T a ambos os membros de ([Z53), obteremos:

T(O) =T([B1-w +P2-uy)
——

T é op. linear

Té operagor linear [31 ) T(u]) +Bz ) T(‘LLz)
—— ——

=), (=)

= 7\2'112
=B (A w) +B2 - (A uy)
—_———

=A1-(B1-u1)
=D (—B2-u2) + B2+ (A2 - uz).
=B2- A=A
Portanto,
Bz (A2—A)-u;=0.
Como

w 7é @)
(pois é um autovetor do operador linear T) e, por hipétese,

A #Ap,

resulta que
p,=0.

Logo, deste fato e de ([X14), teremos
Bi-u =0.
Como uy # O (pois é um autovetor do operador linear T) segue

B1=0.



284 CAPITULO 12. AUTOVALORES E AUTOVETORES
Logo a identidade ([X13) implicara que

Br=p2=0,

ou seja, o conjunto de vetores B = {u;,u,} é L.I. em (U, +,-), completando a demonstragio
para o caso n = 2.

Suponhamos, como hipétese de indugdo, que n — 1 autovetores associados ao operador
linear T, associados a n — 1 autovalores, dois a dois distintos, sejam L.I. em (U,+,-).

Mostremos que o mesmo resultado vale para uma colegdo de n autovetores associadaos ao
operador linear T, associados a n autovalores, dois a dois distintos.

Sejam entao

Up,Uz,y-- U

autovetores do operador linear T, associados aos autovalores

AoAz, oy A,
gue sdo, dois a dois, distintos, ou seja,
T(w)=A-w, paracada ie{l1,2,---,n} (12.55)
e
Ai#Aj, para i#j, com 1i,je{l,2,---,nk (12.56)

Suponhamos, por absurdo, que os vetores

U, Uy -e Uy

sejam L.D. em (U,+,-).
Logo, da Proposgdo (E23), pelo menos um dos vetores

Wi, Uzy ety Un,

podera ser escrito como combinagdo linear dos restantes.
Para simplificar a notagdo, suponhamos que o vetor u,, possa ser escrito como combinagéo
linear dos vetores

U, U3, -y Un,

ou seja, existem escalares
o, 03, 0ty € R (respectivamente, C),

de modo que

U =0 U+ 03 -U3+ -+ 0 - Uy - (12.57)
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Aplicando T em ambos os membros da identidade acima, obteremos entao

Tw) =Tlog-uz+ -+ ot - Uy

——
(=),
= A1y
TR g T(w) b Tl
—— ~———
=), . =),
ou seja,  Aj- u = (2 Ag) Uz + -+ (& An) - Un. (12.58)
—~—

(==3)
= Uzt HOn-Un

Com isto obteremos

Ao up+ o U = (aAz) - up + -+ (o An) - Uy,
ou seja, O=0(AM—A) w4+ (A — A1) - Uy .

Notemos que na soma acima temos n — 1 autovetores do operador linear T, associados a
n — 1 autovalores que sdo, dois a dois, distintos.
Logo, pela hipétese de indugdo, segue que os autovetores

Uz, U3, U

deverdo ser L.I. em (U, +,")), ou seja, deveremos ter:

(A=A = =on (A —A) =0.
—— ~——
(c==m) (c==m)
# 0 £ 0
Assim, segue que:
=03 ="--=00, =0.

Logo, da equagdo ([XR17), deveremos ter
w = O,

o que € um absurdo, pois o vetor u; é um autovetor do operador linear T (logo u; # O).
Logo podemos concluir que os vetores

u],uz)... ,’LLn

sdo L.I. em (U,+,-), completando a demonstragdo do resultado.

Temos também a:

Proposicao 12.59 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
de dimensdo finita e T € L(U), tal que seus autovalores

}\1)}\2>"' )}\Tl)
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sao, dois a dois, distintos, 1sto €,
Ai#A, para i#j, com i,je{l,2,--- ,n}, (12.60)

Entao a soma dos subespacos préprios do operador T serd uma soma direta, isto €,

@ VU\I) )
i=1
ou atnda, para cada j €{1,2,--- ,n}, teremos
V)N IVIA) + -+ V(A1) + V(A1) + -+ V(AL)] ={0]. (12.61)

Prova:

A prova seré feita por indugdo sobre o numero de autovalores distintos do operador linear
T, isto €, sobre n.

Mostremos que a afirmacdo é valida para n = 2, ou seja, se

u € w
sdo autovetores de T associados aos autovalores

)\1 € }\2,
respectivamente, com

IXESE (12.62)

entdo teremos
V(A1) NV(Ay) ={0}.

Para isto, fixemos

B, - {vﬁ”,--- ,v(”} e B = {\,52),... V(Z)} (12.63)

my ) Ymy
bases de (V(A\),+,) e (V(A2),+, ), respectivamente, onde
dim[V(A\))] = my, paracada ie({1,2}. (12.64)
Se
ueV(A)NV(A;), entdo ueV(h) e ueV(A),
Logo existem escalares

oc%” , oc(zn, e ,ocgli ,ocgl)2 , oc%z), e ,ocfl)z € R (respectivamente, C),

tais que

u=o -vﬁ”+oc§”-v§”+---+oc§111 -yl (12.65)

= o v r ol WP a2 (12.66)
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Aplicando o operador T na identidade acima obteremos:

T(oc%” -v%”+---+ocm -vm> :T<oc§2) -v22)+---+oc$i) vﬁl) .

my 2

Como T é um operador linear em (U, +,-), esta identidade serd equivalente a

o T (W) ol TOR) = o T (W) a2 TR) . (12.67)

my
Mas, para cadaie€{1,2}eje{1,2,---,m;}, temos que

WY _ 1)
T(vj ) =Ny (12.68)

Substituindo ([ZBR) em ([XHE7), obteremos

o (M) ol (vl = o (AP ) e (Vi) - (12.69)
Multiplicando a equagdo ([XER) por A; e subtraindo-a da equagdo ([XEJ), obteremos

2 O A0 o2 4k (o) = ) v =,

mz mz

Como o conjunto de vetores

(2) 2
BZZ{W ,...)vgnl}

é uma base de (V(A;),+, ), segue que o conjunto BB, deverd se L.I. em (U, +,-).
Logo, deveremos ter

o M—N) == a2l (A —N) =0.
Como A; # A,, resulta que
ocgz) :~--:oc£i)2 =0.
Logo, de ([ZEH), segue que
u=0

ou seja,
V(A1) N V(A2) ={0}.

Suponhamos agora, que a soma de n — 1 subespagos préprios do operador linear T, asso-
ciados a n — 1 autovalores, dois a dois distintos, seja uma soma direta.

Precisamos mostrar que este mesmo resultado serd valido quando o operador linear T
possui n autovalores, dois a dois distintos.

Para isto, para cada

j€{1>2)"'an}>

consideremos uma base

Bi = {v?);ie{] )2»"' )mi}}
de (V(?\j),—l—,-).
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Notemos que, para cada

je{l,2,---,n} ecada 1ie€{l,2,---,my},
()

o vetor v;" &€ um autovetor associado ao autovalor Aj, isto €,

T (W) = a7, (12.70)
e que M é a multiplicidade geométrica deste autovalor, isto é,
dim [(V(A})] =my.
Seja
we V) NIV + -+ VA1) + V) + -+ VAL .

Como
ueV(y) e uelVIA) 4+ V(AL) +V(Aq) +--- + V(AL

segue que existem escalares

G) j
(X]] )"')OC%)J-)

(M 1
o ,'--,OCEH)],

G-1) G-1)
(X] )...,(iji],

G+1) G+1)
o(_] ’”.>O(‘mj,])

oy alt) € R (respectivamente, C), (12.71)

tais que
w=oll v g o) i) (12.72)
= oWV T AT ) (12.73)

Aplicando o operador linear T na identidade acima, obteremos:

T <oc§j) -vgj) +---+ocff1)j -v(”>

m
=T (ocﬁ” A o T T T ) .vg;g)
Como a aplicagdo T é um operador linear em (U, +,-), esta identidade sera equivalente a
o) T ( 2”) +o o) T (vﬁﬁj) =o' T (v%”) +o ol T (ij;”)

—1 j—1
+oltLT (v?*”) oot T (W)

m
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Subsituindo ([ZZ70) na equagdo acima, obteremos:

ol (7\], ~v§”) Fotal) (;\). 'ﬂ’%) (12.74)
=o' (?\1 -v%”) +o o (7\]-71 v%ﬂf) +olt (7\]-+1 -v%””) +
Fedad - (v
Multiplicando a equagdo ([CZZ73) por A; e subtraindo-a da equagdo ([Z74), obteremos

o =AY e el g = A |V

n [agjm (Ajs1 _;\j)] ,vgm) L [“Eﬂ (An—A)] Y =0,

Usando a nossa hipétese de indugdo, isto é, que n — 1 autovetores do operador linear T,
associados a n — 1 autovalores, dois a dois distintos, sdo L.I. em (U, +, ), segue que

o " =A) == A A =T A = A) == ol (A, — A) =0.

mj_1
Como, por hipétese, temos
Aj #MAy, paracada 1#]j,

obteremos

para cada
16{1,2,"',j—],j+],"',n}.

Assim, da equagdo ([ZZ3), resultard que

u=0,
ou seja,
VM) NIVIA) + -+ V(A1) + V(A1) + - + V(AL =1{0},
para cada j € {1,2,---,n}, completando a demonstragdo do resultado.

12.2 Polinébmio Caracteristico

Nosso objetivo é fazer um estudo um pouco mais profundo dos autovalores associados a um
operador linear, definido em um espago vetorial real (respectivamente, complexo).

Para isto precisaremos introduzir alguns conceitos e propriedades relacionadas com os
mesmos.

Comegaremos pela:
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Definigao 12.75 Dada uma matriz quadrada A € M, (R), definiremos o polinémio
caracteristico associado a matriz A, denotado por pa, como sendo o polinémzio obtido
do determinante da matriz A — A1, isto €,

pPa(A) = det (A —AL,), paracada A€C, (12.76)
onde I, € a matriz identidade de ordem n.

Um outro conceito importante é introduzido pela:

Definicao 12.77 Sejam A,B € M, (R).
Diremos que a matriz A é semelhante a matriz B, e escreveremos A ~ B, se existir
uma matriz M € M, (R) inversivel, tal que

A=MTBM. (12.78)
Com isto temos o:

Proposicao 12.79 Sejam A,B € M, (R).
Se a matriz A é semelhante a matriz B, entao teremos que a matriz B serd seme-
lhante a matriz A, ou seja,

se A~B, entdo B~A.

Prova:
De fato, se a matriz A é semelhante a matriz B, entdo existe uma matriz M € M, (R)
inversivel tal que
A=MTBM. (12.80)

Multiplicando a identidade acima, pela esquerda pela matriz M e, pela direita, pela matriz
M, obteremos:

M A M'=MM'BM|M

= IMM'| B IMM™!
I =I
=1,BI,

Tomando-se
N=M",
da identidade acima obteremos

B=NTAN,

isto é, a matriz B é semelhante a matriz A, como queriamos demonstrar.
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Observagao 12.81 Devido a Proposi¢do (M) acima, diremos, no caso acima, que as
matrizes quadradas A e B sao semelhantes .

Um resultado importante é dado pela:

Proposigao 12.82 Sejam A,B € M,(R) matrizes semelhantes.
Entao seus polinédmios caracteristicos sao iguais, 1sto €,

PA =PB- (12.83)

Prova:
Como as matrizes A e B sdo semelhantes, da Definigdo ([Z73), segue que, existe uma
matriz M € M,,(R) inversivel, tal que

A=M"'BM. (12.84)
Logo
palN) = det(A - AL,
(zzz)

=" det(MT'BM —AL,)
= det( M'BM—AM"I, M)
= det [M"'(BM — AL, M)]]
= det [M™" (B —Al,) M]

Apéndice (@)

det (M) det(B —AL,) det(M)

Apéndice (H) 1

det(B —A1,) det(M
det(M)&/_l et(M)
=ps(A)

- pBU\) )

como queriamos demonstrar.
|
127.10.2015 - 22.a|

Observagao 12.85 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
de dimensao finita, tendo os conjuntos de vetores

B e C

como sendo bases (ordenadas) de (U,+,-).
Lembremos, das Proposi¢ées (I221) e (BZA), que se T € L(U), entdo

(o=2zm)

[Tle " = " Mg [Tz Mpe

(E23)

=" Mgl [TlsMge,
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1sto €, as matrizes quadradas [T]e e [T]z sdo semelhantes.
Logo, da Proposigao (CZEA) actma, seque que os polindmios caracteristicos associa-
dos as matrizes [T]c e [T]g serdo iguais, isto €,

Pms(A) =P (A). (12.86)

Logo o polindmaio caracteristico da matriz de um operador linear, independe da base
(ordenada) que escolhemos para o espago vetorial real (respectivamente, complezo), de
dimensao finita em questao.

Com isto temos a:

Defini¢ao 12.87 Sejam (U,+,-) espaco vetorial real (respectivamente, complezo) de
dimensao finita e T € L(U).
Definimos o polinémio caracteristico do associado ao operador linear T, indicado

por pt, como sendo
pT(A) = Pirs (7\) y

onde o conjunto de vetores B é uma base (ordenada) de (U,+,-).
Apliquemos as idéias acima ao:

Exemplo 12.88 Sejam (Rz y 1 ) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de soma de pares e multiplicagGo de numero real por par, respectivamente) e a aplicagdo
T:R? — R?, dada por

T(x,y) = (ax+by,cx+dy), paracada (x,y) <R’ (12.89)

onde a,b,c,d € R estao fizados.
Mostre que T € L (Rz) e encontre pr(A).

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € £ (R?).
Usaremos a base candnica

B={(1,0),(0,1) (12.90)

de (Rz s+ -), para obter o polinémio carateristico pr(A), associado ao operador linear T.
Notemos que

()

T(1,0) " ="(a,c)
= (a,O)—I—(O,c)

(=z=m)

- a-(],O)—I—c-(O,]),

==

7(0,1) "= (b, q)

(rz=m)

=Yb.(1,0)+4d-(0,1).
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[ﬂ5=<213. (12.91)
(Tzzm)

pr(A) =" det ([Tlzs — A1)

(=) a b) 10
a—A b
= det < . d—?\)

Exegido)\z—(a—kd)?\+ad—bc, paracada A€ C,

Com isto teremosa que:

Assim,

serd o polinémio caracteristico associado ao operador linear T.
O
Temos agora a:

Proposicao 12.92 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
de dimensdo finita e T € L(U).

Logo, A € R (respectivamente, C) é um autovalor do operador linear T se, e somente
se,

pr(A) =0. (12.93)

Em outras, palavras, os autovalores do operador linear T deverdo ser as raizes reais
(ou complezas) do polinémio caracteristico assoctado ao operador linear T.

Prova:
Consideremos o conjunto de vetores B como sendo uma base (ordenada) de (U, +, ).
Suponhamos que o escalar A, seja um autovalor do operador linear T.
Entao, devera existir um vetor

u=+0,
tal que

ou, equivalentemente, (T—A-Iy)(uw)=0.
Desta forma, vemos que o operador linear
(T—A-Ty:u—-u

ndo sera injetor.

Consequentemente, ndo podera ser um isomorfismo em (U,+,-).

Logo, da Proposigdo ([M30d), a matriz do operador linear T, em relagdo a base (ordenada)
B, ndo poderé ser inversivel, isto é, a matriz

T—A-Tulg
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ndo podera ser invertivel.
Isto é (veja o Apéndice ([A)), o determinante da matriz

[T—A-Tuls
devera ser igual a zero, ou ainda,

=0,

isto é, o escalar A devera ser uma raiz do polinémio carateristico associado ao operador linear
T.

Reciprocamente, se o escalar A é uma raiz do polinémio caracteristico associado ao ope-
rador linear T, isto &,

pTO\) = O)

entdo a matriz quadrada [T — A - Iyl devera ter determinante nulo.
Isto garante, pela Proposigdo ([II30R), que o operador linear

T-—AIy:uU—-Uu

ndo poderd ser um isomorfismo em (U,+,-), que, pelo Corolario ([III52), segue que nédo
podera ser injetor.
Portanto, pela Proposigdo (III33), deveremos ter:

N(T =2 1y) # {0},

ou seja, existe
u#x0, talque (T—A-Iy)(u)=0,
isto é,
T(u) =A-u, paraalgum ue U, satisfazendo u+#0,

mostrando que o escalar A é um autovalor do operador linear T, completando a demonstracao
do resultado.

Com isto temos o:

Exercicio 12.94 Refaca os Ezercicios resolvidos ([X1H), ([X31) e ([XZJ) tendo em
wista a Proposigdo ([ZZ6H) acima, ou seja, escolha uma base para os espagos vetoriais
rears de dimensoes finitas envolvidos, encontre o polinémio carateristico associado a
cada um dos operadores lineares envolvidos e finalmente encontre os autovalores asso-
ctados ao operador linear, encontrando as raizes do polinémio caracteristicos obtidos.

Observagao 12.95 No Ezemplo (ZZZX10), se considerarmos a base canéncia

B={(1,0),(0,1) (12.96)
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de (RZ s+, ) , obteremos

(=)

7(1,0) =2 (0, 1)
=D0.01,00+1-(0,1),

(—1,0)

(—1)-(1,0)+0-(0,1).

[Tz = (? _o]> : (12.97)

(=)

pT(}\) =" det ([T]B —}\Iz)

0—A -1
1 0—A

=N+1, (12.98)

(=)

T(0,1)
(TZ5E)
Assim teremos:

Logo

(=)

que Nao Possul raizes reais.
Logo o operador linear T nao possui autovalores reais.
Notemos que as raizes (complezas) do polinémio pt, serdo

7\1 =1 e )\2 = —i,
1sto €, ambas sao complezxas, ndo reais.

Podemos agora introduzir a:

Definigao 12.99 Sejam (U,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
de dimensdo finita e T € L(U).

Se o escalar A € um autovalor do operador linear T, definiremos a multiplicidade
algébrica de A, que indicaremos por mq(A), como sendo a multiplicidade do escalar A
como raiz do polinémaio caracteristico de T, isto €, serd a multiplicidade de A como raiz
do polinémzio pr.

Com isto temos a:

Proposigao 12.100 Sejam (U, +,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
de dimensao finita e T € L(U).

Se o escalar A\, € um autovalor do operador linear T, entdo a sua multiplicidade
geométrica € menor ou tgual a sua multiplictdade algébrica, ou seja,

mg(Ao) < Ma(Ao),

onde my(A,) e mq(A,) denotam a multiplicidade geométrica e multiplicidade algébrica
do autovalor A,, do operador linear T, respectivamete.
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Prova:
Suponhamos que
dim(U) =n.
Denotemos por
Mo =Mma(A) & mg=my(A,)

as multiplicidades algébrica e geométrica do autovalor A,, associado ao operador linear T,
respectivamente.
Com isto teremos que
dim[V(A,)] = mg.

Logo existird um conjunto

C i{u] y W2y o )umg}
que é uma base de (V(A,),+, ).
Em particular, os vetores
Uy U2y Umyg S VU\O)
sdo L.I.em (U,+,-).
Além disso, teremos:
T(w) =A;-w;, paracada ie{l,2,---,mg}. (12.101)

Utilizando o Teorema do Completamento (isto é, o Teorema ([=33)), segue que existirdo
vetores
Vi, Vo, Vnmg € U,

tais que o conjunto
B:{u])VZ)"' )umg)\)])vZ)"' )anmg} (12102)

serd uma base de (U, +,-).
Deste modo teremos:

Taw) =2 A -y

(EZZE)AO-LM+O~u2—|----—|—0-Lng+0~v1+---+O~vn_mg

T(u) =7 A0 - uz

(nzzm)0~u1+7\0«u2+0'u3+-~+0-um9+O'v1+'--+O'vn7mg

invzamnoni]
T(umg)( = :

Ao+ U,

=1
( — ):O'LL]—F"'—FO'U-mgf] +7\o'umg+o'v1 +"’+O'anmg
(czm)
Tvi) " = Kipmgsn) - Wi+ + g (mg 1) * Wimg T Xmgt1)(mg+1) * VI + -+ + Xninmg) * Vn-my
(=zTm)

T(vnfmg) X (n—mg) * w4+ (xmg(n—mg) : umg + o‘(mg-&-l)(n—mg)) v+ 4+ o"n(n—mg) : anmg)
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ou seja, a matriz [T]z serd da forma:

}\o R 0
k _
[T]B — : . : X(n mg)
0 - )\O Mg XMy
O(nfmg)xr B(nfmg)x(nfmg) X

Devido ao bloco a esquerda (em vermelho) acima, na matriz acima, obteremos um fator

0\ - Ao)mg )
no polindmio
pr(A) = det{[Tls — ALy}

Ao—A -0
0 . 0
: . Amgx(nfmg)
: . : )
0 - Ag—A

mg Xmg
O(nfmg)xmg B(nfmg)x(nfmg) —A I(nfmg)x(nfmg)

ou seja,
pr(A) = (A—=A,)™ q(A), paracada Ac€C,

mostrando que o escalar A, é raiz do polinémio, no minimo, com multiplicidade m,.
Portanto, o escalar A, aparecerd, em geral, mais vezes como raiz do polinémio pr do que
o namero natural mg, isto €,
my < Mmg,

completando a demonstragao do resultado.
Temos agora o:

Exemplo 12.103 Sejam (R2,+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuats de soma de pares e multiplicagcdo de numero real por par, respectivamente) e a
aplicagdo T : R? — R?, dada por

T(x,y) = (ax+by,cx+dy), paracada (x,y)cR>. (12.104)

Mostre que T € E(Rz) e analise se o operador linear possur autovalores reais e
quantos serao.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € £ (]Rz).
Sabemos, pelo Exemplo (I2E1), que

prA) =AM —(a+dA+ad—bc, paracada AeC. (12.105)
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Da Proposigdo ([Z2ER), segue que um escalar A serd um autovalor do operador linear T

se, e somente se,

pT(}\) :O>
que, de (CZTOH), é equivalente a: M—(a+d)A+ad—bc=0.

Notemos que a equagdo do 2.0 grau acima possui solugao real se, e somente se,

(a+d?—4(ad—bec)=A>0.

Com isto teremos as seguintes trés possibilidades:

1.

se:
(a+d?=4(ad—bc),

segue que o operador linear T apresentard um tnico autovalor real, dado por:

at+d.

A=
2 )

. S€

(a+d)?—4(ad—bc)=A>0,

o operador linear T apresentard, exatamente, dois autovalores reais distintos dados por:

a+d+\/(a+d)2—4(ad—bc) a+d—\/(a+d)2—4(ad—bc)
}\1£ € 7\2i :

2 2 ’

. 8€

(a+d?—4(ad—bc)=A<0,

o operador linear T nao apresentara autovalores reais.

Introduziremos agora a:

Definicao 12.106 Dado o polinémzio

pit)=a,+art+---+ant™ para teR, (12.107)

com coeficientes reais, isto €,

a0)a1>"'aam€R

e A € M, (R), definiremos a matriz quadrada de ordem n, que indicaremos por p(A),
como sendo:

PA)=a L+ A+ +a, A™, (12.108)

onde I, € a matriz identidade de ordem n.

Para ilustrar temos o:



12.2. POLINOMIO CARACTERISTICO

(35

e a fungdo polinomial p: R — R, dada por

Exemplo 12.109 Sejam

p(t)=1—-2t+3t", para teR.

Encontre a matriz p(A).

Resolucao:
Notemos que,

=) _

p(A) 2A +3A%

o —
—

10), (2 -2) (-

0 4 6 8

(22 (3
4 6 24

(o —14

28 28 )

. 0 —14
ou seja, P(A) = <28 )8 ) .

1
0

— O

Com isto temos a:

Proposicao 12.110 Sejam A,B € M, (R) e p € Pn(R).

7

—12
21

2
0 1T -1 1T -1
+z<z 3)+3<z 3)

)

)

299

Se a matriz A € semelhante a matriz B, entdo a matriz p(A) serd semelhante a

matriz p(B), usto €,

se A~B, entdo p(A)~p(B).

Prova:

Notemos que, se matriz A é semelhante a matriz B, entdo deverd existir uma matriz

M € M, (R), inversivel, tal que
A=MTBM.

(12.111)
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Desta forma,

A?=AA
=D (M BM) (M'BM)
= (M7'B) (M M—‘) (BM)

=In
=(M7'B) I, (BM)
=M""B*M.
Utilizando-se indugao sobre j € N, pode-se mostrar que
Al=MT'B' M, paracada jcN. (12.112)
A demonstragao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Assim,
P(A) (m:m) aOIn+a1A+"'+amAm
= 0, M LM) +ay (MTTBM) 4+ ay (MTTB™M)
=M (e +ayB+ - +a, B M

(zm)

= M 'p(B)M,

mostrando que a matriz p(A) é semelhante a matriz p(B), completando a demonstragdo do
resultado.
|

Observagao 12.113 Notemos que, da demonstragdo acima, a matriz que realiza a se-
melhanga entre as matrizes p(A) e p(B) € a mesma matriz M, que realiza a semelhanca
entre as matrizes A e B.

Podemos agora introduzir a:

Defini¢ao 12.114 Sejam (U, +,-) espago vetorial real (respectivamente, complezo), T €
L(U) e
pt)=a,+art+---+ant™, para teR,

um polinémio com coeficientes reais (respectivamente complezos), ou seja,
Qo, 01, ,an € R respectivamente, complezos).
Definamos o operador linear em (U,+,-), que tndicaremos por p(T), como sendo:
pM=a-Iu+a-T+--Fan-TT, (12.115)

onde Iy € o operador identidade em (U,+,-).
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Exemplo 12.116 Sejam (R2,+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as operagées
usuats de soma de pares e multiplicagdo de numero real por par, respectivamente), a
aplicacdo T : R? — R?, dada por

T(x,y)=(x+y,x—y), paracada (x,y) € R? (12.117)
e a fungdo polinomial p: R — R, dada por
p(t)=1—-2t+3t, para teR. (12.118)
Mostre que T € L(R?) e encontre a expressdo de p(T) € L(R?).

Resolucao:
Notemos que, para cada (x,y) € R?, teremos:

(M0, y) T2 1 2T 4377 (x,y)
= Ip2(x,y) —2-T(x,y) +3 - T[T(x,y)]
() B B _
= (xy)—2(x+y,x—y)+Tx+y,x—y)l
=X =y
(TT3)

= y)=2-(x+y,x—y)+3- (X+Y,X-Y]

=(x,y)—2-(x+y,x—y)+3-((x+y) + (x—y),x+y) — (x—y))
=(x,y)—2-(x+y,x—y)+3-(2x,2y)

=(x,y)+ (—2x—2y,—2x+2y)+ (6x,6y)
=5x—-2y,—2x+9%y)

ou seja, p(MI(x,y)=0Bx—2y,—2x+%y).

O
Para finalizar este capitulo, da Proposigdo (IZT10) acima, segue o:

Corolario 12.119 Sejam (U, +,-) espago vetorial real (respectivamente, complezo), T €
L£(u),
rt)=a+at+---+ant™, paracada teR,
um polinémio com coeficientes reais e o conjunto de vetores B € uma base de (U,+,-).
Entao
p(Mls =7p ([Tls) . (12.120)

Prova:
Pelas Proposigdes (M264) e (IZ7H), segue que:

p(Ms = lag - Tu+ - + am - T,
= 4 W+ ar Mg+ -+ + am [TIE

=2 (M),

completando a demonstragao do resultado.
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12.3 Exercicios



Capitulo 13

Diagonalizacao de Operadores Lineares

129.10.2015 - 23.a]

13.1 Definicao e Caracterizacao

Comegaremos com a:

Definigao 13.1 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) de
dimensdo finita e T € L(U).
Diremos que o operador linear T € diagonalizavel , se existir uma base de (U,+,-),

inteiramente formada por autovetores associados ao operador linear T.
Observagao 13.2 Na situagdo actma, se T € L(U) € diagonalizdvel e o conjunto
B={uw,uz, -, un}

€ uma base de (U,+,-), inteitramente formada por autovetores do operador linear T,
assoctados aos autovalores

AMyAy oo A €ER O (respectivamente, C),
(ndo necessariamente, distintos), entdo para cada
ie{l,2,---,n},
teremos

Tlw) =A-w
:O-u1+---+O-ui,1+7\i-ui+0-ui+1+~--+O~un,

ou seja, a matriz do operador linear T, com relagdo a base (ordenada) B, serd dada
por:

Ay 0O - 0
0 A --- 0

L e (13.3)
0 0 - A,

303
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1sto €, a matriz [T]z serd uma matriz diagonal, mais especificamente, uma matriz qua-
drada A = (a;j) € My (R) (ou M,(C)), onde

0, se 1#]
aijﬁ{’ '7&)' , para i,j€{1,2,--- ,n}.
Aj, se i=]

Reciprocamente, se existir uma base
B={u,uz, - un}

de (U,+,-), em relagdo a qual a matriz de T € L(U) € uma matriz diagonal, isto €,
todos as suas entradas, fora da diagonal principal, forem 1guais a zero, entao o operador
linear T serd um operador linear diagonalizdvel.

De fato, pois se

A O - 0
0 A --- 0
[T]B: . . ‘. .
0 0 - A,

entdo, pela definicdo de matriz de operador linear, deveremos ter, para cada
16{1»2>"' ,Tl},
seque que:

Tw) =0-w+--+0-uw g +A - +0-wy +---+0-u,

:Ai-ui,

ou seja, a base (ordenada) B de (U,+,-), € inteiramente formada por autovetores
associados ao operador linear T.

Com isto acabamos de demonstrar o:

Teorema 13.4 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) de
dimensdo finita e T € L(U).

O operador linear T € diagonalizdvel se, e somente se, existir uma base (ordenada)
de (U,+,-), em relagdo a qual a matriz do operador linear T € um matriz diagonal.

Observacao 13.5

1. Na situagcdo acima, se T € L(U) € diagonalizdvel, entdo existe uma base (orde-
nada), que indicaremos por B, formada por autovetores assoctados ao operador
linear T, em relagcdo a qual a matriz de T € uma matriz diagonal onde, na diagonal
principal desta, aparecerdo todos os autovalores do operador linear T (na ordem
correta !).
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2. Na situagdo acima, se o conjunto C € uma outra base (ordenada) de (U,+,-), das
Proposigées (IZ8H) e (BZA), segue que:

[T]c( = )MCB[T]B Mgc
EZ3 _
= Mge ' [Tls Mge,

1sto €, a matriz [T]c € semelhante a uma matriz diagonal, a saber, [T]z.

Esta ultima igualdade nos sugere a:

P

Definigao 13.6 Dizemos que uma matriz quadrada A € M, (R) (ou A € M,(C)) ¢é
diagonalizavel, se ezxistir uma matriz M € M,,(R), invertivel, tal que a matriz

MTAM
€ uma matriz diagonal.

Observagao 13.7 Logo, da Definicdo ([Z@) acima e da Definicdo ([ZX71), uma ma-
triz quadrada A € My,(R) (ou A € M,(C)) € diagonalizdvel se, e somente se, ela é
semelhante a uma matriz diagonal.

Notagao 13.8 Se a matriz quadrada M € M, (R) (ou M € M,,(C)) é uma matriz diago-
nal, 1sto €,

AN O - 0
O A -+ 0

- : o : )
0 0 - A,

a denotaremos por
M = d1ag(7\1 ,}\2,'-' )}\n)-

Com isto temos a:

Proposi¢ao 13.9 Sejam (U,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
de dimensao finita, T € L(U) e o conjunto de vetores B é uma base (ordenada) de
(u y T )

Entdo o operador linear T € diagonalizdvel se, e somente se, a matriz quadrada [T]z
for uma matriz diagonalizdvel.

Prova:
Notemos que, pelo item 0. da Observagdo ([Z3H), se o operador linear T for diagonalizavel,
entdo a matriz [T]z serd uma matriz diagonalizavel.
Suponhamos que
dim(U) =n.

Reciprocamente, suponhamos que para a base (ordenada) B de (U,+,-), a matriz [Tz
seja uma matriz diagonalizavel.



306 CAPITULO 13.

Assim, da Defini¢do (@) acima, segue que existe uma matriz
M = (ay) € M, (R),
inversivel, tal que a matriz
M [Tz M

€ uma matriz diagonal.
Suponhamos que
B i{u1 y Uy o )un}-

Entao, para cada
j E{] )2)"' ,TL},

definido-se o vetor:
Vi =@y W+ dg Uy F o Gy U,

DIAGONALIZAGAO

(*)

(13.10)

como a matriz M é uma matriz inversivel, da Proposicdo (BE=0), segue que o conjunto

Ci{vlv\)Z)"' )Vn}

serd uma base de (U, +,-).

Além disso, de ([ZT0) e da Definicdo de matriz mudanca de base (veja a Definigdo (EX3),

segue que
M = Mgzc.

Assim, das Proposigdes ([I2EH) e (EZ), segue que
[Tle = Mcg [Tl Mse

= Mgc ' [Tls Mpe
= Mi] [T]BM)

que, por (*), é uma matriz diagonal, que pelo Teorema ([Z4) segue que o operador linear T

é diagonalizavel, completando a demonstragdao do resultado.

Observagao 13.11

1. Pela Proposi¢do (IZH) acima, para verificar se um operador linear T, definido em

um espago vetorial real (respectivamente, complezo) (U,+,-), de dimensdo finita,

é diagonalizdavel, basta verificar se a matriz do operador linear T em relagao a

uma base qualquer de (U,+,-) € uma matriz diagonalizdvel.

2. Suponhamos que a matriz quadrada
A = (ai) € My(R)

seja uma matriz diagonalizdvel.
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Vejamos como podemos encontrar uma matriz
M € M, (R),
1nversivel, de modo que a matriz quadrada
MTAM

seja uma matriz diagonal.

Consideremos a aplicagao T : R" — R", dada por:

n n n
T(Xl y X2y )Xn) = (Z a]j 'Xj,Zaz]‘ 'Xj,"' ,Zanj 'Xj) y (1312)
j=1 j=1 j=1

bara (X1 y X2y >Xn) € R™.
Deizaremos como exercicio para o leitor mostrar que T € Z(U).

Afirmamos que, se o conjunto de vetores
C={er,er, el
€ a base canénica de (R™,+,-) (ou de (C*,+,-) sobre C), entdo teremos:
[Tle =A. (13.13)
De fato, de (Z13X), segue que:

T(€1) :T” )0)"' )O)

xj=1, se j=1 ixj:O, se j#1

(@, a2, am),
T(ei):T(O)"')O) \1// )0)"')0)
i—ésima posigdo
xj=1, se j=1 e xj=0, se j#i
= (ali)aﬁ)"' )ani))

T(en) :T(Oa ,O,])
x;j=1, se j=n e x;=0, se j#
] Jn:J Jn(ahl)aZn)"')ann))
implicando em (CZ13).

Como a matriz quadrada A é uma matriz diagionalizdvel seque, da Proposi¢ao
((23) ), que o operador linear T, dado por (1), € diagonalizdvel.

Logo, da Observagao ([33), podemos considerar uma base

Bi{V])VZ)"' )Vn}
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de (R",+,-) (ou de (C™,+,-) sobre C), inteiramente formada por autovetores do
operador linear T.

Como o conjunto C € a base candnica de (R™,+,:) (ou de (C*,+,:) sobre C),
seque que
M = Mg (13.14)

€ uma matriz tnversivel, cuja j-ésima coluna é formada pelas coordenadas do
j-éstmo autovetor da base (ordenada) B, em relagdo a base candnica C, isto €,

Meg = (vile -+ - vale) -

Como a matriz quadrada [Tz € uma matriz diagonal, das Proposi¢ées (IZ8H) e
(BEZ2), segue que

[Tlg = Mgc [Tle Me s
= Mepg ' [Tle Mes

(=3) . (=D3)

MTAM,

vemos que a matriz tnversivel M, dada por (IZ14), resolverd o nosso problema.

Conclusao: a matriz M que realiza a semelhan¢ca da matriz A, com uma matriz
diagional, serd a matriz cujas colunas sao formadas pelas coordenadas dos auto-
vetores do operador linear T, onde estes autovetores formam uma base (ordenada)
de (u y Ty ) :

Seja (U,+,-) espago vetorial real (respectivamente, complezo) com

dim(U) =n.

Se o operador linear T € L(U) for diagonalizdvel, o seu polinémio caracteristico
serd da forma
pr(A) = (A1 =A) (A2 = A) -+ - (An — A)y

onde os escalares
AMyAzy oo A €R O (respectivamente, C)

sao todos os autovalores do operador linear T, nao necessariamente distintos.

De fato, pois se o operador linear T for diagonalizdvel, existird um base B (or-
denada) de (U,+,-), de modo que a matriz [Tz é uma matriz diagonal, onde na
diagonal principal aparecerao os autovalores,

7\1)}\2)"' )An

do operador linear T.
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Logo
Defini¢do (=3
pr(n) PR EE L 3
=3 Qet [Tl — A T]
AN O - 0 10 --- 0
O A - 0 0 1 0
=1l . . . N .
O 0 - Ay 0O 0 - 1
A1 —A 0 0
0 A—A - 0
0 0 An— A

=AM =A) A=A - (A —A).

Com isto temos o:

Teorema 13.15 Sejam (U, +,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) de
dimensao finita 1gual a m, ou seja,

dim(U) =m

eT e L(U).
Entao, o operador linear T € diagonalizdvel se, e somente se, todos autovalores distin-
los

AMyA2y oo A €ER O (respectivamente, C)

(em particular n < m), do operador linear T forem tais que
U=V(A) D D V(A).

Prova:
Suponhamos que
U=V(N)®- D V(A).

Entdo podemos formar uma base (ordenada) B, de (U,+, ), inteiramente formada pela
reunido das bases (ordenadas) Bj, dos subespagos préprios (V(A;),+,:), para cada j €
{1 >2)"' ,Tl}.

Notemos que, para cada j € {1,2,---,n}, temos que, pela definicdo de V(A;), cada vetor
de B; € um autovetor do operador linear T.

Logo, pela Definigdo ([Z), segue que o operador linear T é diagonalizavel.

Reciprocamente, se o operador linear T é diagonalizavel, pela Definicdo (CZ), existe uma
base (ordenada) B de (U, +,-), formada por autovetores do operador linear T.

Como cada autovetor esta associado a algum autovalor A; do operador linear T, para algum
jef{l,2,---,n}, vemos que cada vetor de B pertencerd a V(A;), para algumj € {1,2,--- ,n}.
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Desta forma, a soma de todos os subespagos préoprios do operador linear T conterd o
conjunto [B] e, portanto, devera ser igual a (U, +-), isto &,
U=VA)+- -+ V().
Da Proposigdo ([ZXX1), segue que esta soma deverd ser uma soma direta, ou seja,

U=V(N)&---aV(A),

completando a demonstragao do resultado.
|
(05.11.2015 - 24.a]

Utilizando o Teorema ([C(3H) acima, vemos que:
Exemplo 13.16 Mostre que o operador linear do Ezemplo (ZI8) € diagonalizdvel.

Resolucao:
De fato, pois, como vimos na resolugdo do Exemplo ([XTH), temos que

V(i=2)® V(2) =1(1,-2),(1,2)]

Exercicio
=R,

Logo, pelo Teorema ([[3TH), segue que o operador linear T é diagonalizavel, completando
a resolugao.
OJ

Exemplo 13.17 Mostre que o operador linear do Ezemplo (ZZ2) € diagonalizdvel.

Resolugao:
De fato, como vimos na resolugdo do Exemplo (IZZ3), o operador linear T possui apenas
dois subespagos préprios, cuja soma é (R3 y ) , mais precisamente,

V(O)@V(]) :[(03031))(())0)”)(1’O>])]

Exercicio
=R,

Logo, pelo Teorema ([3TH), segue que o operador linear T é diagonalizavel, completando

a resolugao.
OJ

Exemplo 13.18 Mostre que o operador linear do Ezemplo ([ZZZA) ndo € diagonalizdvel.

Resolucgao:

De fato, pois o operador linear em questdao ndo possui autovetores.

Assim, (Rz, +, ) ndo serd a soma direta dos subespagos préprios associados ao operador
linear T.

Logo, pelo Teorema ([Z31H), segue que o operador linear T ndo é diagonalizavel, comple-

tando a resolugao.
O



13.1. DEFINICAO E CARACTERIZACAO 311

Exemplo 13.19 Mostre que o operador linear do Exemplo ([Z=X14) ndo € diagonalizdvel,
sen > 1.

Resolucao:
De fato, pois todo autovetor do operador linear T pertence a V(0), que é unidimensional,

dim[Z,(R)l =n+1>1.

Assim, (Z.(R),+,-) ndo serd a soma direta dos subespagos proprios associados ao ope-
rador linear T.
Logo, pelo Teorema (Z31H), segue que o operador linear T ndo é diagonalizavel, comple-

tando a resolugao.
O

Observagao 13.20

1. Vejamos como é possivel decidir se um operador linear é diagonalizdvel ou nao, de-
finido em um espago vetorial real (respectivamente, complezo) de dimensdo finita,
a partir das multiplicidades algébrica e geométrica de seus respectivos autovalores.

Sejam (U,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) de dimensdo
meTeL(U).

Suponhamos que polinémio caracteristico associado ao operador linear T, seja
dado por
prd) = (A =A™ (A —A)™2 - (A —A)™ (13.21)

onde, para cada i€ {1,2,--- ,n},
m; € N

denotard a multiplictdade algébrica do escalar A;, ou seja,
my = ma()\i) )
onde
A #ANj, para i#j, com 1i,je€{l,2--- ,n}.
Em particular, teremos
m=my;+my+---+ My,
pois o polinémio caracteristico pr tem grau m (ou seja, dim(U) =m).

Suponhamos também que, para cadaj €{1,2,--- /k} C{1,2,---,n}, tenhamos que
Aj € um autovalor do operador linear T e denotemos por

T € N
a multiplictdade geométrica do autovalor A, isto €,

= mg(7\]—) .
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Entdo, do Teorema ([(Z1H) e do Coroldrio (CZ1), seque que o operador linear T €
diagonalizdvel se, e somente se,

m=ry+---+7g. (13.22)

Por este mesmo Teorema (ou seja, o Teorema Teorema ([Z1H)), o operador li-
near T serd diagonalizdvel se, e somente se, (U, +,-) possuir uma base (ordenada),
formada pela reunido de todas as bases (ordenadas) dos subespagos préprios as-
sociados ao operador linear T (pots, isto € equivalente a dizer que a soma destes
subespagos proprios € uma soma direta).

A ezisténcia de uma tal base (ordenada), € equivalente ao operador linear T apre-
sentar uma matriz, em relagdo a essa base (ordenada), na sequinte forma:

A oo 0

T XTk mxm

Desta forma, se o operador linear T for diagonalizdvel, seque que o seu polinémio
caracteristico serd dado por

prA) = (A=A (A = A)2 -+ (A = A%, (13.23)
para A € R (respectivamente, C) onde, para cada j € {1,2,---,k},
T € N

€ a multiplictdade geométrica do autovalor A;.

Comparando (323) com ([ZZ), seque que
k=n, my=r, para je{l,2,--- ,n=k}
e T4 +rm=m=m+my+---+m,. (13.24)
Reciprocamente, suponhamos que
m; =71j, para cada jeE€{1,2,---,n=k}, (13.25)

my 4+ my = m. (13.26)

Notemos que ([3Z2H), nos diz que a multiplicidade algébrica de cada autovalor é
tgual a sua multiplicidade geométrica, isto €, para cada j € {1,2,--- ,n =Xk}, o
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subespago préprio V(A;)

my(Aj) =1
= ma(7\j) .

Assim teremos

(==
mt+m e +my, =TT+ 4Ty

(=)

Portanto, de (ZZ28) e do Teorema ([[31H), seque que a reunido das bases (orde-
nadas) B; serd uma base (ordenada) de (U,+,-), ou seja,

serd uma base (ordenada) de (U,+,-).

Lembremos que, do Teorema ([Z13), a soma dos subespagos proprios, associados a
autovalores distintos, é uma soma direta onde, cada um destes subespagos proprios
teremos autovetores do operador linear T.

Assim, o operador linear T serd diagonalizdvel.

Com isto acabamos de provar o:

Teorema 13.27 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) de

z

dimensao finita 1gual a m, isto €,
dim(U) =m

eT e L(U).
Suponhamos que os escalares

AMyA2, oo A €ER - (respectivamente, C)
sao todos os autovalores do operador linear T, dois a dois, distintos, isto é,
Ai# A, para i#j, com i,je{l,2,---,n},
e, para cadaj € {1,2,---,n}, denotemos por
m e T,

as multiplicidades algébricas e geométricas do autovalor A, respectivamente.
O operador linear T é diagonalizdvel SE, E SOMENTE SE, as sequintes condigoes
forem verificadas:
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1. para cada autovalor do operador linear T, as suas multiplicidades algébrica e geo-
métrica, associadas ao mesmo, sao 1guais, ou seja,

my =15, para cada jeE{1,2,--- ,n}; (13.28)

2. a soma das multiplicidades geométricas de todos os autovalores do operador linear
T € i1gual a dimensdo de (U,+,-), ou seja,

mp+m;+---+ My =m. (13.29)

Como consequéncia temos o:

Corolario 13.30 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
de dimensdon e T € L(U).
Se o polinémaio caracteristico assoctado ao operador linear T é dado por:

PTA) =AM =A) A2 =A)--- (AL —A), (13.31)
para A € R (respectivamente, C), onde
AMyA2y o An

sao autovalores do operador linear T, dois a dois distintos, entdo o operador linear T
serd diagonalizdvel.

Prova:
De (IZ=T) segue que os autovalores do operador linear T serdo os escalares

AyAzy oo yAqn € R (respectivmanete, C),

ou seja, serdo as n raizes reias (respectivamente, complexas) distintas do polinémio carateri-
sitico p7.

Como, por hipoétese, os autovalores do operador linear T sdo dois a dois distintos, segue
que as raizes do polinémio pr sdo todas simples, isto é, tém multiplicidade algébrica igual a
um, ou seja,

m; =1, paracada je{l,2,---,n}, (13.32)

teremos que , para cada j € {1,2,---,n}, o autovalor A; do operador linear T devera ter
multiplicidade algébrica igual a um.

Assim, pela Proposigdo (IZ10M), a multiplicidade geométrica do autovalor A; do operador
linear T deverd ser menor ou igual a um, ou seja,

Prop. (C=ZTmm)
<

T < m;y =1, paracada je{l,2,---,nj}.
Como, para cada j € {1,2,---,n}, temos que



13.1. DEFINICAO E CARACTERIZACAO 315

segue-se que a multiplicidade geométrica do autovalor A; deveréa ser, necessariamente, igual a
um, ou seja, igual a sua multiplicidade algébrica do autovalor A;.

Portanto:

m; =71;, paracada je{l,2,---,n}

(==3)
€ Tm+--4+Tm =M

=dim(U).

Logo, do Teorema ([327) acima, segue que o operador linear T é diagonalizével, comple-
tando a demonstragao do resultado.

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 13.33 Sejam (R3 y 1 ) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de soma de ternas e multiplicagdo de numero real por ternas, respcetivamente) e a
aplicagdo T : R?> — R3, dado por

T(x,y,z) = (x+z,y+z,x+y+2z), paracada (x,y,z)eR>. (13.34)

Mostre que T € L (R3) e que o operador linear T é diagonalizdvel.

Resolucgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T € £ (R3).

Encontremos a matriz do operador linear T em relagdo a base candnica, que indicaremos
por

¢={1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
—_— Y

e Ze, ey

de (R?,+,-).



316 CAPITULO 13. DIAGONALIZACAO

Para isto, notemos que
T(e) =T(1,0,0)

= 01,0,1)
—1-(1,0,0)40-(0,1,0)+1-(0,0,1)
——— ——— ——
€1 =€) =e3
=1-e94+0-e2+1-e3,
T(e2) =T(0,1,0)

“="(0,1,1)
—0-(1,0,0)41-(0,1,0)+1-(0,0,1)
— — —
(] =e2 =e3

=0-e1+1-ex+1-e3,

T(es) = T(0,0,1) =2 (1,1,2)
:1(1)0)O)+1(O)]>O)+2(0)0>1)
~— ~—
(3] =€ =e3

=l-eg+1-e+2e3.

Logo, a matriz do operador linear T, em relagdo a abse C, serd dada por:

1 0 1
Tle=10 1 1 (13.35)
11 2
Assim, o polinémio carateristico associado ao operador linear T, serd dado por:
Definigdo (=1
pr(A) " p )
=7 det((Tle —ATy)
1T—A 0 1
Vget| 0 1-2 1
1 1 2—A
=(1=A =N 2Z=A)=1+1-[-(1=A2)
=(1—=2A) (M*=3})
=A(1-A)(A-3). (13.36)

Desta forma, vemos que o polinémio pt apresenta 3 (= dim(R?)) raizes reais, simples e

distintas.
Portanto, pelo Corolario (IZ30), segue-se que o operador linear T é diagonalizavel.
O

Exemplo 13.37 Encontre uma base de (R3,+ , ) formada por autovetores para o ope-
rador linear do Exemplo (Z333) actma.
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Encontre também a matriz do operador linear T, com relagdo a esta base (ordenada)
de (R*,+,-).

Resolucao:
Notemos que, de ([Z=H), segue que os autovalores associados ao operador linear T serdo:

AM=0, AM=1 e A=3.

Autovetor associado ao autovalor A = 0:

Precisamos encontrar um vetor
(X)y )Z) # (O)O)O))
tal que

T(x,y,z) =A- (X)y)z)

"=(0,0,0)
que, de (C2234), equivale a: (x+z,y+z,x+y+2z)=(0,0,0),

que é equivalente ao sistema linear (homogéneo)

x+z=0
y+z=90 ,
x+y—+2z=0
. X = y = —Z
ou seja,
x+y+2z=0
ou ainda, X=yYy=-—z.

Logo, o vetor
w =(—z,—z,z), com z¢&R\{0},

serd autovetor do operador linear T associado ao autovalor A; = 0.
Em particular, podemos tomar como um autovetor associado ao autovalor A; = 0, o vetor

(basta tomar z = —1 acima)
w = (1,1,-1).

Autovetor associado ao autovalor A; = 1:

Neste casos precisamos encontrar um vetor

(X)y)z) # (O)O)O))
tal que

T(x,y,z) =A2- (X,y,Z)

Aa=1

= (X)U)Z)
que, de (C2234), equivale a: x+z,y+z,x+y+2z)=(x,y,z),
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que é equivalente ao sistema linear

X+z=x
y+z=y )
x+y+2z=z

) z=20
ou seja,
{X =Y

Logo, o vetor
w = (—y,y,0), com yeR\{0},

serd autovetor do operador linear T associado ao autovalor A, = 1.
Em particular, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor A; = 1, o vetor
(basta tomar y = —1 acima)
u, =(1,-1,0).

Autovetor associado ao autovalor A; = 3:
Precisamos encontrar um vetor

(x,y,2) #(0,0,0),

satisfazendo

T(X»U>Z) =A3- (X)U)Z)
22 (3%,3y,32)
que, de ([3233), equivale a: (x+z,y+z,x+y+2z)=(3x,3y,3z),

que é equivalente ao sistema linear

x+z=3%
y+z=3y )
x+y+2z=3z

. X=y
ou seja,
z=2y

Logo, o vetor
us = (y,y,2y), com yeR\{0},

serd autovetor do operador linear T associado ao autovalor A; = 3.
Em particular, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor A; = 3, o vetor
(basta tomar y = 1 acima)
us = (1,1,2).

Desta forma temos que o conjunto de vetores

C ={w,w,us},
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serd uma base de (]R3 s+, -), formada por autovetores do operador linear T.

De fato, pois os autovalores sdo dois a dois distintos logo, pela Proposicdo ([ZZZ3), segue
que os autovetores associados deverdo ser L.I. em (R3,+,-).

Desta forma a matriz do operador linear T, com relagdo a base (ordenada) C, serd dada
por:
0 0
0 0
00 3

A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, [T]¢ serd uma matriz diagonal, cuja diagonal principal é formada pelos autovalores

0
1

associados ao operador linear T.
OJ

Exemplo 13.38 Sejam (Rz s+ ) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes usuais
de R?), o conjunto de vetores B uma base de R* e T : R*? — R? um operador linear em
R?, cuja matriz com relacdo a base B € dada por

a b
Tle = A =
[]B (b C>,
onde a,b,c € R.

Mostre que o operador linear T diagonalizdvel.

Resolucao:
Notemos que a matriz A é uma matriz simétrica, isto &,

At=A.

O polinémio caracteristico associado ao operador linear T, serd dado por:

Definigdo (IZ=H)

pr(A) Pms(A)

=pa(A)

(==

=9 det[A — AL

a—A b
—det< b C_}\>
=AM —(a+c)A+ac—Db%.

Vemos que o polinémio pr, que tem grau dois, apresenta duas raizes reais simples (isto &,
cada uma delas tem multiplicidade algébrica igual a um) se, e somente se, o discriminante

A= (a+c)*—4(ac—b?) >0.
Mas,

(a+c)!—4(ac—b*)=a’+c*—2ac+4b?
=(a—c)?+4b*>0.
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Em particular,
A>0, paracada a,b,ceR.

Logo

A >0 se esomente,se az#c ou bz#0.

Com isto temos as seguintes possibilidades:

(i) Se
a#c ou b#0,

as multiplicidades algébrica e geométrica de cada um dos autovalores associados ao
operador linear T (as raizes do polinémio pt) coincidem (pois serdo iguais a 1).

Portanto, pelo Corolario (IZ30), segue que o operador linear T serd diagonalizavel.

(ii) Se

entdo vé-se claramente que o operador linear T é diagonalizavel pois, neste caso, a matriz

A serd uma matriz diagonal (serd da forma (g 2) ).

Portanto, em qualquer caso, o operador linear T serd diagonalavel.

Observagao 13.39

1. Conclusao: o Ezemplo ([Z38) acima, nos diz que se uma matriz quadrada de
ordem 2, com entradas reais, € simétrica, entdo ela serd diagonalizdvel.

2. Pergunta-se: serd que isto também serd verdade para matriz simétricas de ordem

maior? mais precisamente, se uma matriz quadrada de ordem m, com entradas
reais, € simétrica, entdo ela serd diagonalizdvel?

A resposta a esta questdao € positiva.

No Capitulo enunciaremos e daremos a demonstracao deste fato (veja o Co-
roldrio ([ZI=9)).

Temos também o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 13.40 Sejam (£;(R),+,-) espaco vetorial real (onde + e - sGo as operagées
usuats de P;(R)) e a aplicagao T: Z(R) — 5 (R) dado por

Tp)=p”"—2p’'+p, paracada pE P(R). (13.41)

Pergunta-se: o operador linear T € um operador linear diagonalizdvel?
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Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T € L( % (R)).
Suponhamos que o conjunto de vetores

B = {po, p1,P2}

é a base canénica de %, (R), isto &,
pi(t) =t, paracada tcR, onde j€{0,1,2}.
Entdo, para cada t € R teremos:

[T(Po)I(t) = Po"(t) — 2P, (1) +po(t)
Po(t)=1, para teR |
= Po(t)
=1:po(t) +0-pi(t) +0-paft)
=[-po+0-p1+0-pl(t),
[T(p)I(t) = pi"(t) = 2pi'(t) +p1(t)
pil=t para telR
= —2po(t) + 1pi(t)
=[-2-po+1-p1+0-pa(t),
[T(p2)I(t) = p2"(t) — 2p, (1) +p2(t)
pz(t):tz,:para teR 1.7 (Zt) n 2
=2p,(t) —4pi(t) + pa(t)
=[2-po—4-pr+1-palt).

Logo, a matriz do operador linear T, com relagdo a B, serd dada por:

Assim, o polinémio caracteristico associado ao operador linear T seréa:

Pr(A) =pm,(A)
= det [T B—)\Ig

= det

Exerc1c1o
(1—-2)
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Portanto,
A=1

€ o Gnico autovalor do operador linear T e sua multiplicidade algébrica serd igual a 3.
Do Teorema ([327), segue que o operador linear T serd diagonalizavel se, e somente se,

dim[V(1)] = 3.

Vejamos qual é a dimensdo deste subespago préprio.
Para isto lembremos que p € % (R) se, e somente se,

p(t) =a,+a;t+ ayt?, paracada teR,

para a,, aj, a; € R ou, equivalentemente,

Ao
[pls = | a
a
Logo
pe V()
se, e somente se, Tp)=A-p
ou, equivalentemente T(p)ls =IA-pls,

ou, de (304), teremos: Tls pls = Alpls,
isto &, ([Tlg = AL)lpls =0,

0o -2 2 a, 0
ou seja, 0o 0 —4 a| =10
0o 0 0 a; 0
ou, equivalentemente ap=a; =0.

A verificagao da ultima igualdade serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo

p(t) =a, =po(t), paracada teR,
ou seja,
V(1) = [po]
e, do Teorema (I[Z27), segue que o operador linear T ndo serd diagonalizavel.

O
Temos também o seguinte exemplo:

Exemplo 13.42 Sejam (R4, =+, ) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagbes usuais
de R*) e a aplicacdo T:R* — R* dada por

T(x,y,z,t) = (x4+y,y,2z+t,2z+1t), para cada (x,y,z,t) € R". (13.43)

Mostre que T € L (R“) e verifique se o operador linear T € diagonalizdvel.
Encontre também os subespacos proprios associados ao operador linear T.
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Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T € £ (R“ )
Suponhamos que o conjunto de vetores

Ci{e] ,62,63,64}
é a base canénica de R*.
Com isto teremos:

(=)

T(€1) :T(] 30»0>O) - (] )O»O>O)
—1-(1,0,0,0)+0-(0,1,0,0)+0-(0,0,1,0)+0-(0,0,0,1)

=1l-e1+0-e;+0-e34+0-ey
(=)

T(e;) =T(0,1,0,0) =" (1,1,0,0)
=1-(1,0,0,0)+1-(0,1,0,0)+0-(0,0,1,0)+0-(0,0,0,1)
=1l-e1+1-e+0-e34+0-ey

(=)

T(e;) =T(0,0,1,0) " ="(0,0,2,2)
—0.(1,0,0,0)40-(0,1,0,0)+2-(0,0,1,0)+2-(0,0,0,1)
=0-e1+0-e+2-e3+2-ey

T(€4) :T(O)O’OJ) (E:E) (O>O>])”
—0-(1,0,0,0)+0-(0,1,0,0)+1-(0,0,1,0)+1-(0,0,0,1)
=0-e1+0-ex+1-e3+1-e4. (13.44)

Logo, a matriz do operador linear T, com relagdo a B, serd dada por:

00

0
2
2

C C©C — —
_—— O

cujo polindémio caracteristico associado serd

pr(A) = det{[Tls — A L4}
T—A 1 0 0
0 T1T—A 0 0
0 0 2—A 1
0 0 2 1—A
(1=A12-N(1=A) -2
(T—=2)% (A*=3])
AA=3)(1 =7,

= det

Logo os autovalores associados ao operador linear T serao:

M =0, A=3 e A;=1 (com multiplicidade algébrica igual a 2).
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Encontremos os subespagos proprios associados a cada um dos autovalores obtidos acima.

Autovetores associados ao autovalor A; = 0:

Observemos que

(x,y,z,t) € V(0)
se, € somente se, T(x,y,z,t)) =A - (x,y,z,t)

(A1=0)
de (C2Z3) segue que: (x+vy,y,2z+t,2z+1t)=1(0,0,0,0)

x+y=0
L y=0
1sto &, ,
2z4+t=0
2z4+t=0
= = O
ou ainda, *=Y
t=-2z
equivalentemente, (x,y,z,t)=(0,0,z,—-22)
=z-(0,0,1,-2). (13.45)
Logo, tomando-se
z=1,

teremos que o vetor, ndo nulo,

w 5(0,0,],—2),

serd um autovetor do operador linear T, associado ao autovalor A; = 0.

Além disso, de ([3ZH), segue que

ou seja, a multiplicidade algébrica do autovalor A; = 0 é igual a sua multiplicidade geométrica
(ambas sdo iguais a 1).

Autovetores associados ao autovalor A; = 3:
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Observemos que

(x,y,z,t) € V(3)
se, e somente se, Tx,y,z,t)) =N+ (x,y,z,t)

(A1=0)
de (C2Z3) segue que: (x+y,y,2z+t,2z+1t)=(3%x,3y,3z,31),

Xx+y=3x
e y=3y
1sto &,
2z+t=3z
2z+t=3t
—= :O
ou ainda, =Y
t=z
equivalentemente, (x,y,z,t)=(0,0,z,z2)
=z-(0,0,1,1). (13.46)
Logo, tomando-se
z=1,
segue que
uli (030»1 >1)>

serd um autovetor associado do operador linear T, associado autovalor A, = 3.
Além disso, de ([ZZH), segue que
V(3) = [u]
= [(O>O>] »1)]>
ou seja, a multiplicidade algébrica do autovalor A; = 3 é igual a sua multiplicidade geométrica
(ambas iguais a 1).

Autovetores associados ao autovalor A; = 1:
Observemos que

(x,y,z,t) € V(1)
se, e somente se, T(x,y,z,t) =As-(x,y,z,t)

(A1=0)
de (C2Z3) segue que: (x+y,y,2z+t,2z+1t) =(x,y,z,t),

X+y=x
) y=y
ou se€ja,
2z2+t=2
2z4+1t=

isto €, y=z=t=0
equivalentemente, (x,y,z,t) =(x,0,0,0)
=x-(1,0,0,0). (13.47)
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Logo, tomando-se
x=1,
segue que
us = (] )0>O>O)

serd um autovetor do operador linear T associado ao autovalor A; = 1.

Além disso, de ([Z2Z7), segue que

V(1) = [w]
= [(1 ,0,0,0)] .

Notemos que a multiplicidade algébrica do autovalor A; = 1 é igual a 2 e a sua multipli-

cidade geométrica é igual a 1.

Logo, pelo Teorema ([3217), segue que que o operador linear T nao serd diagonalizavel.
O

Exemplo 13.48 Ainda com relagdo ao operador linear do Exemplo (IZZ2A) acima, en-
contre a matriz do operador linear T, com relagdo a base B de (R“, -+, -), formada pelos
vetores

w =(0,0,1,-2), w=(0,0,1,1), u;=(1,0,0,0) e wus=(0,1,0,0). (13.49)

Resolucao:
Observemos que
B = {'LL] y U2y U3, u4}

é uma base de (R, +,").
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Além disso, do Exemplo ([(ZZ2) acima, temos:

T(LL]) :T(O>O>1 3_2)

“=(0,0,0,0)
=0-uy+0-u+0-u;+0-uy,
T(uZ) :T(Ovo)])”

(=)

="(0,0,3,3)

=3.w

=0-wy+3-u+0-u3+0-uy,
T(uz) =T(1,0,0,0)

= (1,0,0,0)

=1 -us

=0-uw+0-wu+1-u;+0-uy,
T(uy) =T(0,1,0,0)

=) 1,1,0,0)

=0-w+0-w+T-u3+1-uy,
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ou seja, a matriz do operador linear T, em relagdo a base B, serd dada por

00
[Tlg =

o o O
o = O O
e L)

3
0
0
O

Observacao 13.50 Vale observar que a matriz acima nao € diagonalizdvel e que os
vetores
U, U, Uz,

dados por (ZZY), sGo autovetores do operador linear T que sdo L.I. em (R“,—i—, -), eo
vetor Uy nao é um autovetor associado ao operador linear T.

Temos também a:

Proposicao 13.51 Sejam (U, +,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo),
finitamente gerado e T € L(U) um operador diagonalizdvel com autovalores

AMyAzy ooy An € R (respectivamente, C),

nao, necessariamente distintos, onde

dim(U) =n.
Dados
X1,X2, * yXn € R (respectivamente, C),
denotemos por
diag (x1,X2y " ,Xn) = (%‘)»
a matriz diagonal tal que
ai; =xi, paracada ie€{l,---,nh

Consideremos p um polinémio de grau m, com coeficientes reais (ou complezos),
dado por

pt)=a,+at---+ant™, para cada teER (respectivamente, C). (13.52)

Suponhamos que o conjunto de vetores B, formado por autovetores do operador
linear T, € uma base de (U,+,-), ou seja,

[Tlg = diag (A1,A2,- -, An) (13.53)
e o conjunto de vetores C € uma outra base de (U,+,-).
Entdo a matriz [p(T)le € semelhante a matriz diag (p(M),p(A2), -+, p(An)), isto €,
eziste uma matriz M € M,(R) (ou M € M, (C)) inversivel, de modo que
p(Mle =M diag [p(M),p(A2), -+, P(AL)]I M. (13.54)

Maas explicitamente, temos que

M = Mgc . (13.55)
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Prova:
Da Proposigdo (I2Z0), segue que

[Tle = (Mge) ' [Tls Mae - (13.56)

Como operador linear T é diagonalizavel, segue que a matriz [T]. serd semelhante a matriz
diagonal [T]3.
Pelas Proposigdo (IZT10) e Corolario (CZ1TY) (veja a Observagdo ([ZT13)), segue que

[p(Mle = (Mge) ™ [p(T)ls Msge . (13.57)
Notemos que, para cada k € N, temos que
[dlag (}\1 a)\Z y "t )An)]k - [dlag (}\1k ) }\Zk y T )Ank)] . (1358)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Mas

p(Ms =0 laglu+ a1 T+ + an T

u:m,u:n:za m
(E=E =) L+ [Tl + - + ap [TI0

= o, diag (1,---,1) + ar diag (A1, ,An) + - + am [diag (A, -, A)I™
=g, diag(1,---, 1)+ diag (A, Aa) -+ + @ diag (™, A

= diag(ap, -+ ,a0) + diag (a; Ay, , a1 An) + -+ -+ diag (an A1™ - -y am AL™)
=diag(ap+ A1+ -+ an A", a0 F A+ -+ an ALY

=) ..

= diag (p(M1), -+, p(A)) - (13.59)

Logo, de ([2=1), segue que

[p(Tle = (Mgc)™' diag (p(A1),- -+, p(An)) Mg,

ou seja, a matriz [p(T)]c é semelhante a matriz diag (p(A1), -+ ,p(An)), completando a de-
monstracdo do resultado.

Como consequéncia temos o:

Corolario 13.60 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo),
finitamente gerado e T € L(U) um operador diagonalizdvel.
Entao

pr(T) =0

(o operador linear nulo), onde pt € o polinémio caracteristico associado ao operador
linear T.
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Prova:
Consideremos o conjunto B uma base de (U, +,-), de modo que

Tl = diag (A y A2y a}\n)>
onde
AyAzy ooy Ay € R (respectivamente, C)

sdo os autovalores associados ao operador linear T.
Segue, de (IZ23) (que estd na demonstragdo da Proposigdo acima), que

[pr(T)]s = diag (pr(A1), pr(A2), -+, P(An))
)\jéauto;alordel d1ag(0,0, )O)

=0,

pois, para cada j € {1,2,---,n}, temos que A; € um autovalor do operador linear T assim,
pela Proposigdo ([Z—2EH), deveremos ter:

completando a demonstragdo do resultado
|

Observacao 13.61 Podemos exibir um exemplo de T € L(U) que nao seja diagonalizdvel
mas que
pr(T) =0.

Deizaremos como exercicio para o leitor a construcao de tal operador linear T.
Sugestao: veja o Ezemplo ([ZZ27).

13.2 Exercicios
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Capitulo 14

Espacos Euclidianos

110.11.2015 - 25.a

14.1 Produto Interno

Nos primeiros capitulos estudaremos outras propriedades béasicas de um espago vetorial reais
(ou complexos).

A introducdo de conceitos como geradores e base foram feitas a partir de combinagdes
lineares que, por sua vez, envolvem apenas a adigao de vetores e a multiplicagdo dos mesmos
por escalares, dois objetos que estdo presentes na prépria definigdo do espago vetorial real
(respectivamente, complexo).

Neste capitulo veremos tipos especiais de espagos vetoriais reais (ou complexos), que
possuem uma estrutura mais refinada, que nos proporcionara desenvolver alguns aspectos
geométricos, como por exemplo, calcular o angulo entre vetores e o comprimento de um
vetor.

Veremos também que é possivel elaborar mais detalhes sobre a questao relacionada com a
diagonalizagdo de operadores lineares definidos em tais espagos vetoriais reais (ou complexos).

Comegaremos pela:

Definigao 14.1 Seja (V,+,:) um espacgo vetorial real.
Um produto interno em (V,+,-) , € uma aplicagdo que a cada par ordenado (u,v) €
V x V, associa um niumero real, que serd denotado por (u,v), satisfazendo as seguintes

propriedades:

(P1) para cada w,v,w €V, temos que

u+v,w) =(u,w)+ (v,w). (14.2)

(P2) para cada u,v €V e x € R, temso que
(oc-u,v) =o(u,v); (14.3)

(P3) para cada u,v €V, devemos ter
(u,v) =(v,u); (14.4)

331



332 CAPITULO 14. ESPACOS EUCLIDIANOS

(P4) para cada u € V temos que
(u,u) >0. (14.5)

Além disso, se
(u,u) =0, deveremoster u=0. (14.6)

O espago vetorial real (V,+,:) munido de um produto interno (-,-), serd chamado
de espacgo euclidiano.

Observagao 14.7 Suponhamos que (-,-) € um produto interno em (V,+,-).

1. O produto interno (-,-) em (V,+,:) também é chamado de produto escalar.

2. Notemos que
(O,u) =0, para cada ueV. (14.8)

De fato, pois
(O,u) =(0+0,u)

=o,w+(0,u),

o que tmplicard na identidade ([Z3R).
3. Outra propriedade € que, para cada v,w €V e x € R, temos que
(W, v+ a-w) =(u,v) + o {u,w). (14.9)

De fato, basta combinar as propriedades (P1), (P2) e (P3) acima.
Dewzaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

4. Notemos que, o produto interno é um funcional linear, em cada uma de suas
entradas, mazts precisamente, para cada w € V fizado, temos que as aplicagdes

(-vuy:VoR e (u,):V—oR (14.10)
sdo funcionais lineares em (V,+,-).
Para espagos vetoriais complexos temos a:

Definigao 14.11 Seja (V,+,:) um espago vetorial complezo.
Diremos que a aplicagdo (-,-) : VxV — C é um produto interno em (V,+,-) se, e
somente se, valem as sequintes propriedades:

(PC1) para cada u,v,w €V temos que

(u+v,w) =(u,w)+ (v,wy; (14.12)



14.1. PRODUTO INTERNO 333

(PC2) para cada u,v €V e x € C, temos que
(oc-u,v) =a(u,v); (14.13)

(PC3) para cada u,v € V temos que

(u,v) = (v,u), (14.14)
onde z denota o conjugado do numero complezo z;

(PC4) para cada u € V temos que

(u,u) e R, e além disso, (u,u)>0. (14.15)

Se u €V satisfaz
(u,u) =0, deveremos ter u=0. (14.16)

Observagao 14.17 Notemos que comparando-se os itens das Defini¢des ([Z) e ([Z—LT),
temos que

(P1) = (PC1), (P2)=(PC2), (P4)=(PC4), mas (P3) e (PC3) sao diferentes.

A seguir apresentamos alguns exemplos de produto interno em varios espagos vetoriais
reais (ou complexos).
Comecaremos introduzindo um produto interno no R", a saber:

Exemplo 14.18 Sejam (R",+,-) espaco vetorial real (onde + e - sdo as operagbes usuais
de adigdo de n-uplas e multiplicagGo de numero real por n-upla, respectivamente)) e
consideremos a aplicagdo (-,-): R™ x R™ —» R dada por

(X, y) =x1y1 +x2Y2+ - +XuYn, (14.19)

onde
X = (x1,%2, ,Xn) € Y=(y1,Y2, - ,Yn) €R".
Entdo a aplicagao (-,-) € um produto interno em (R™,+,-).

Resolugao:
De fato, sejam

Xi(X])XZV")Xn)) Ui(ynyz,“wyn)) 25(21,22,---,271)6]1@1 € xeR.
Logo
x+z=(x1+z1,%+ 22, yXn + Zn), (14.20)
X = (X7, 0EX]y ey XXy ) (14.21)

Entao
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1. Notemos que:

7)), (T
(x+z,u) T o bz 4 (a4 2)Ya e+ (X Zn) Un

=Xy +xY2+ -+ XnYn) F(Z1Y1 F22Y2 + -+ Zn Yn)
(=m)

= (Y +(z,y),

ou seja, vale (P1).

2. Notemos também que:

(=), (ET3)
(e x,y) i (axi)yr + (oex2) Yz + - + (X Xn) Yn
=Xy + -+ XnYn)
()
= a(x,y),

ou seja, vale (P2).
3. Observemos que:
(13
(x,y) = X1y1+x2Yz2+ -+ XnYn
=yY1X1+Y1xi+ -+ YnXn
(rz3)
= <y )X> )
isto é, vale (P3).
4. Observemos também que:
(=9
(x,X) = X1X1+X2X2+ -+ X Xn
=X x4 x>0,

ou seja,

(x,y) 2 0.
Além disso,

<X>X> =0
se, e somente se,

2 2 2
X1 +x 4+ xy =0
ou, equivalentemente,
X1=x=---=x,=0, istoé, x=0,

ou seja, vale (P4).

Portanto a aplicagéo (-, -), definida por (IZTd) é um produto interno em (R™,+,-).
0
Temos também o:
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Exemplo 14.22 Com relagdo ao Ezemplo (Z1R) acima, tomando-se n = 3, calcule o
produto interno entre os vetores

u=(1,-1,1) e v=(0,2,4). (14.23)

Resolugao:
Temos que

(w,v) =1, -1,1),(0,2,4))

=04 (=1)-241-4

=2.
U

Exemplo 14.24 Ainda em relagdo ao Exemplo ([Z18) acima, tomando-se n = 2, calcule
(u,v) onde
u = (cos(0), sen(0)) e v=/(cos(x), sen(x)), (14.25)

onde 0,x € R estdo fizos.

Resolucao:
Temos que

(u,v) = ((cos(0), sen(0)), (cos(x), sen(a)))

= cos(0) cos(o) + sen(0) sen(x)

Exercicio cos(0 — «).
O
Observagao 14.26 Observemos que no Ezxemplo ([Z=24) acima, temos que
(u,v) =0
se, e somente se, cos(0—«a) =0
ou seja, 9—oc=§+K7t, para algum k € Z,
ou ainda, 0=oa+ g + K7, para algum ke Z. (14.27)

Portanto,

920(+§+K7t, para algum k €Z  se, e somente se, (u,v)=0.

Podemos apresentar outros produtos internos no (R™, +,-) além do apresentado no Exem-
plo (IZT9).

A seguir exibiremos um outro exemplo de produto interno para o caso n = 3, isto é, em
(R*,+,"), a saber:
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Exemplo 14.28 Sejam (]R3, =+, ) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagbes usuais
de R?) e consideremos a aplicagdo (-,-) : R™ x R* — R dada por

1 1 1
((x1,Y1,21)5 (x2,Y2,22) ) = le Xz-i-gy]yz—i-é—lz] Z, (14.29)

para
(x1,Y1,21), (X2,Y2,22) € R,

Mostre que a aplicagdo (-,-) define um produto interno em (R3,+, ) .

Resolucao:
De fato, sejam

u=(x1,y1,21), v=(x2,Y2,22), w=(x3,U3,23) €ER> e acR. (14.30)
Logo
(x1,Y1,21) + (x2,Y2,22) = (x1 + %2, Y1 + Y2, 21 + 22), (14.31)
o (x1,Y1,21) = (axy,xyr, xz1) (14.32)
Entao

1. Notemos que:

(=)
(u+v,w) = ((x1+x2,Yy1 +Y2,21 +22), (x3,Y3,23) )

(z=3) 1 1 1
= z(Xl +X2)X3+§(y1 +yz)ys+z(l1 +25) z3

1 1 1 1 1 1
= (§X1 X3+§y193+zl1 23) + (ZXZX3+§UZU3+ZZZZS>

(Iz3)
= ((x1yY1,21),(x3,Y3,23) ) + ( (x2,Y2,22), (X3,Y3,23) )

= (u,w) +(v,w),
ou seja, vale (P1).

2. Observemos que:

(rz=72)
(a-u,v) = ((axi,xyr,xzi),(x2,Y2,22))
(rz=za) 1 1 1

= z(“X1)Xz+§((Xyl)yz—FZ(OéZﬂZz

1 1 1
= <ZX1X2+§H192+ZZ1 Zz>

(z=3)
= “((X1 y Y1 ’21)»(7(2)92,22»

(u,x-v),

isto &, vale (P2).
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3. Notemos também que:

(=)
((x1,Y1,21)4 (x2,Y2,22))

= LV S

= 2x1xz 3y1yz 42122

(u,v)

1 1 1
X2 X1 +§yzy1 +ZZzZ1

2
= ((x2,Y2,22), (x1,Y1,21))
=(v,u),

ou seja, vale (P3).
4. Observemos também que:

(u,u) = ((x1,91,21), (x1,Y1,21))

() 1 +1 JF1
2 1X1 3y1y1 4Z1Z1
—2X1 391 421 = VU.
Logo
(u,u) >0
para cada u € R3.
Além disso,
(=T)
<LI.,LL> = <(X1,y1,z1),(x1,y1,z1)>:O
1 1 1
se, e somente se, 5 X + §y12 +2 zit =0,
ou se€ja, X1 =y =2 =0,
isto &, u=(0,0,0)=0,
ou seja, vale (P4).

Portanto a aplicagdo (-,-) é um produto interno em (R?,+,).
[

Exemplo 14.33 Com relagdo ao produto interno apresentado no Exemplo ([ZZ28) acima,

calcule

((1,-1,1),(0,2,4)).

Resolugao:
Temos que

(=) 1 1 1
<(])_])])>(O’2>4)> - E(] 0)+§(_1 2)"—1(]4)

1
= - .nonumber (14.34)
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OJ
Para o espacgo das fungdes continuas a valores reais, definidas em um intervalo fechado e
limitado, temos o:

Exemplo 14.35 Sejam (C([la,b]; R),+,-) espaco vetorial real (onde + e - sdo as ope-
ragoes usuais de adicad de funcdes e multiplicagdo de mumero real por func¢do, res-
pectivamente) e consideremos a aplicagdo (-,-) : C([a,b]; R) x C([a,b]; R) —» R, dada

por:
b

(f,9) = | 10 900 ax, (14.36)

para cada f,g € C([a,b]; R).
Mostre que a aplicagao (-,-) € um produto interno em (C([a,b]; R),+,-).

Resolucgao:
De fato, se
f,g,he C(la,b];R) e a€eR,

entdo:
1. Notemos que:

(f+g,h) =" Jb(f+ g)(x) h(x) dx

b b
= | f(x)h(x)dx +J g(x) h(x) dx

(C=3)
= <f»h>+<9)h>>

ou seja, vale (P1).

2. Observemos que:

isto &, vale (P2).

3. Notemos também que:

ou seja, vale (P3).
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4. Observemos também que:

(f,f) = be(x) f(x) dxrfz(x) dx >0,

assim teremos
(f,f) >0.
Lembremos, do Calculo 1, que se f € C([a,b]; R) e
f(x,) # 0, para algum x, € [a,b],

b
entdo J f2(x)dx > 0. (14.37)

a

Logo

<f)f> =0
b
se, e somente se, J f2(x)dx =0,
f=0,

e segue, de ([Z317), que
isto &, vale (P4).

Portanto a aplicagdo (-,-) € um produto interno em (C([a,b]; R),+,-).
0

Exemplo 14.38 Com relagdo ao produto interno apresentado no Exemplo ([Z33) acima,
calcule o produto interno entre as fungoes

f(x) = sen(x) e g(x)=cos(x), paracada x€[0,2m7]. (14.39)

Resolucgao:
Notemos que f,g € C([0,27]; R) e

27
(f,g) = J sen(x) cos(x) dx
0

=2
Exercicio senz(x) =

B 2

x=0
=0.

O
Para o espago das matrizes de ordem m X n com entrada reais temos o:

Exemplo 14.40 Sejam (Mu«n(R),+,-) espago vetorial real (onde + e - sdo as opera-
¢coes usuais de adicao de matrizes e multiplicacdo de numero real por matriz, respecti-
vamente) e consideremos a aplicag@o (-,-): Muyxn(R) X Myxn(R) — R, dada por:

n

(A,B) = Z Z aij by, (14.41)

i=1 j=1



340 CAPITULO 14. ESPACOS EUCLIDIANOS

onde
A = (ai), B =(bj) € Minxn(R).

Mostre que a aplicagdo (-,-) € um produto tnterno em (M xn(R),+,-).

Resolucao:
De fato, sejam
A =(ay), B=(by), C=(cyj) € Mnn(R) e axeR. (14.42)
Logo
A+B "= (q; + by), (14.43)
a A (way). (14.44)
Entao:

1. Notemos que

ou seja, vale (P1).

2. Observemos que:

isto &, vale (P2).

3. Notemos também que:

(A,B) (@)iiaﬁbﬁ
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ou seja, vale (P3).

4. Observemos também que:

Além disso,
(A,AYy=0
m n
se, e somente se, Z Z aﬁz =0,
i=1 j=1
ou seja, aj; =0, paracada ie{l,2,---,m} e je{l,2---,n},
isto é, deveremos ter A=0,

isto &, vale (P4).

Portanto a aplicagdo (-,-) € um produto interno em (M,,n(R),+,-).
O

Exemplo 14.45 Com relagdo ao produto interno apresentado no Exemplo ([ZZ0) acima,
tomando-se m =n = 2, calcule o produto interno entre os vetores

T 1 -2 0
(1))« -(79) 1
(zm) 1 1 -2 0

= (=2)+1-040-1+2-1

Resolugao:
Temos que

o

O

Observacao 14.47 Lembremos que o traco de uma matriz quadrada A € a soma dos
elementos da diagonal da matriz e € denotado por tr(A).
Para mais detalhes sobre o traco de uma matriz ver o apénice [A.
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Um outro modo de introduzir um produto interno no espago vetorial real das matrizes
quadradas é dado pelo:

Exemplo 14.48 Sejam (M,xn(R),+,) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagdes
usuars de adi¢cao de matrizes e multiplicagao de numero real por matrizes, respectiva-
mente) e consideremos a aplicagdo (-,-) : Myuxn(R) x M, (R) = R, dada por:

(A,B)=tr (B'A), (14.49)

onde
A,B € M n(R).

Mostre que a aplicagdo (-,-) é um produto interno em (M, (R),+,-).

Resolucgao:
Notemos que se
A,B € Minxn(R),

entao
Bt € Mnxm(R) .

Logo podemos fazer o produto
(Bt : A) S men(R) )

ou seja, serd uma matriz quadrada de ordem n e assim poderemos calcular o seu traco.
Notemos também que do Apéndice (), segue que se

A= (Clij), B= (bij) € men(R))

entao
i=1 j=1
Logo, se
A,B,CeM,(R) e aeR
entao:

1. Notemos que

(A+B,C) = 4 [C' (A +B)]
Prop. (E=Z1) d:oApéndice (@) tr [Ct A+ Ct B]
tr (C'A) + tr (C'B)
(=)

= <A>C>+<B>C>>

Prop. (E=ZH) do Apéndice (H)

ou seja, vale (P1).
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2. Observemos que:

(a-A,B) = tr [B* (xA)]
Prop. (E=21) d:oApéndice () tr [OC (Bt A)}

Prop. (EZ3) déApéndice (m) o« tr (Bt A)

(C=3)
= o(A,B),
isto &, vale (P2).

3. Notemos também que:

(A,B) "= tr (B'A)
Prop. (EZ3) d:oApéndice ()] tr [ B A)t}

Prop. (B—) do Apéndice (H) tr | At (Bt )t

B
= tr (A'B)
(=)
= < B >A> )
ou seja, vale (P3).
4. Notemos também que:
(AL A) "= 4 (ATA)
=2 ) a0
i=1 j=1
Logo
(A,A) >0
Além disso,
(A,A) =0
se, e somente se, Z aijz =0,
i=1 j=1
ou seja, a; =0, paracada ie{l,2,---,m} e je{l,2,--- n},

isto é, deveremos ter A=0,
isto &, vale (P4).

Portanto a aplicagdo (-,-) € um produto interno em (M, (R),+,-).
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Observagao 14.51 Em wista das Proposigdes (BEZR) e (EIOA)do Apéndice (&), temos
que, se A,B € M,(R) entdo
tr (B'A) = tr |(B'A)'|
= tr |A" (BY)']
= tr (A'B),
ou seja, poderiamos ter definido o produto interno do Ezemplo ([ZZR) acima, por
(A,B) =tr (A'B),

que teriamos o mesmo resultado.

14.2 Norma

Definigao 14.52 Seja (V,+,:) € um espaco vetorial real (respectivamente, complezo)
munido de um produto interno.

Dado u € V, definiremos a norma do vetor u, que serd denotada por ||u||, como
sendo

[l = (). (14.53)

Observacao 14.54 Notemos que € possivel extrair a raiz quadrada de (u,u) pois, pela
propriedade (P4) (ou (PC4)), temos que

(u,u) >0.
Consideremos alguns exemplos:

Exemplo 14.55 Consideremos o espago vetorial real (R",+,-) (onde + e - sdo as ope-
ragées usuais de R®), munido o produto interno dado por (IZ-19).
Encontre a expressdo para a norma do vetor

X = (X1,X2,+ ,Xn) € R". (14.56)

Resolucao:
Neste caso teremos

(=)
Ix[l =" v/ (w,w)
(IZ=D) ¢ (I2T9) \/Mz bl (14.57)

O

Observacao 14.58 No curso de Geometria Analitica vimos que a norma do vetor x € R3
(ou deR?) nmos fornece o comprimento do vetor x.

Logo € matural pensarmos que a norma de um vetor em um espago vetorial real
(respectivamente, complezo) munido de um produto interno nos fornega o comprimento
do vetor em questao.
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Temos também o:

Exemplo 14.59 Consideremos o espago vetorial real (C(la,b]l;R),+,-) (onde + e - sao
as operagoes usuais de adi¢cad de fungoes e multiplicagao de numero real por funcao,
respectivamente), munido do produto interno definido por ([Z=H).

Encontre a expressdo para a norma do vetor f € C([a,b]; R).

Resolucgao:
Neste caso temos
(z=3)
Il ~ =

(f,f)

b
(F=9) J [F(x)]2 dx . (14.60)

a

O

Exemplo 14.61 Consideremos o espago vetortal (M, (R),+,-) (onde + e - sGo as ope-
ragoes usuais de adicao de matrizes e multiplicagao de numero real por matriz, respec-
tivamente), munido do produto interno definido por (IZ-Z3).

Encontre a expressdo para a norma do vetor A € M, (R).

Resolucgao:
Neste caso temos

(=3)

1AL =" V(A A)

=/t (ATA).
O

Temos as seguintes propriedades para a norma associada a um produto interno em um
espago vetorial real (ou complexo):

Proposicao 14.62 Seja (V,+,:) um espaco vetorial real (respectivamente, complezo)
munido de um produto interno.
Entao:

1. para cadauw eV e x € R, temos

lloc - wlf = lexf [ (14.63)

2. para cada u €V, temos
[ull > 0. (14.64)

3. para cada u €V, temos

lu| =0 se, e somente se, u=0. (14.65)
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4. vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz, isto €, para cada u,v € V, teremos:

(s < [l V] (14.66)

5. wvale a desigualdade triangular, isto €, para cada u,v € V, teremos:

vl < ffulf + vl (14.67)

Prova:
De . :
Observemos que, se o espago vetorial (V,+,-) for real, entdo

(=)
Joc-ull "=

(P2)

(-, o-u)
o2 (u,u)
= Vo2 /(u,u)
= [odl v/ {u,u)

(z==3)
=l fJufl,

mostrando a indentidade ([ZE53).
Se o espago vetorial (V,+,-) for complexo, entdo

(z=3)
loc-uf " ="/ (w0 u)
e e (u,u)
= Vo /(u,u)
= laf v/ (u,u)
=)
=l fJufl,
mostrando a identidade ([Z&3).
De D.:
Notemos que
(z=3)
ul “ ="V {u,w =0,
mostrando a desigualdade ([Z54).
De.:
Se
u=0,

entdo lul = /(O,0)=0.
~—
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Reciprocamente, se

u#0,
entdo, de (P3) (ou (PC3)), segue que (u,u) >0,
assim lul| =+ (u,u) >0,
mostrando a indentidade ([Z53).
De @.:
Se
v=0, segueque, [(u,0)=0
e por outro lado
[ul [|O] =0,
em particular, teremos
(vl < [lul[ vl

mostrando a identidade ([ZE8).
Suponhamos agora, que
v#0.

Para todo o € R, temos, pela propriedade O., que
|w-+o-v|[*>0.
Observemos que, se o espago vetorial real (V,+, ), teremos:
0<|u+ oc«sz
= (U+a-v,ut+a-v)

SO (w,u) +2(u,v) o+ (v, v) ol

Zz=3
EED W2+ 2 (w,v) o [P ol

347

Notemos que o lado direito da desigualdade acima, € um polinémio do 2.0 grau na variavel

x € R (pois ||v||* # 0).

Como ele deve ser maior ou igual a zero deverd possuir, no maximo, uma raiz real, ou

seja, seu discriminante devera ser menor ou igual a zero.

Mas o discriminante associado ao lado direito da desigualdade acima serd dado por

A =4 (u,v) —4|ufv]* <0

. 2
ouseja,  (u,v)” < |[jull*|v|.
Extraindo a raiz quadrada, obtemos
[{w, < [fuff vl

mostrando a identidade ([ZEA).
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Deixaremos como exercicio para o leitor provar a propriedade (N4), para o caso que o
espacgo vetorial seja sobre os complexos.
DeB.:

Observemos que, se o espago vetorial (V,+,-) sobre real, teremos:

|2 (DI:E)

Ilw+v| (u+v,u+v)

P1),(P2),(P3
PIEEE R R + 2 (u, v)

des. Cauchy-Schwarz ) )
< [l =+ Tl + 2 fful vl

= ([l + v ID* .

Extraindo a raiz quadrada, obteremos a identidade ([Z512).

Deixaremos como exercicio para o leitor provar a propriedade (N5), para o caso que o
espacgo vetorial seja sobre os complexos.

Com isto completamos a demonstragdo do resultado.

Observagao 14.68

1. Em um espago vetorial real (respectivamente, complezro) munido de um produto
interno, um vetor que tem norma igual a 1 serd dito vetor unitario.

2. Observemos que a desigualdade de Cauchy-Schwarz, aplicada ao produto interno
do espago vetorial real (R™,+,:) dado por (IZ-13), nos fornece a seguinte desi-
gualdade:

iy + -+ xayn)? < {284l | |yl Y

~~ ~\~

=((x1 - yxn ), (Y1 y+yyn))? =[(x1 5 xn) |2 =[y1 - 5yn)|?

3. A mesma desigualdade aplicada ao produto interno ([IZ-349) no espago vetorial real
(C(la,b,]; R),+,-) fornecerd a sequinte desigualdade:

b 2 b b
<J f(x) g(x) dx> < J [f(x)]? dx J [g(x)]* dx .

a a a
. .

~~

=(f,g)? =12 =lgl1?

4. A mesma destgualdade aplicada ao produto interno ([IZ-Z29) do espago vetorial real
(M,(R),+,-), nos fornecerd a sequinte desigualdade:

[tr (B'A)]° < tr (A'A) tr (B'B) .

=(A,B)2 =[A|12 =[BJ|2

[12.11.2015 - 26.a

Temos também a:
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Proposicao 14.69 (Identidade do Paralelogramo) Sejam (V,+,-) um espago vetorial
real (respectivamente, complezo), munido de um produto interno (-,-) eu,v € V.
Entao
[+l 4+ = v[? =2 ([fuf]* + V) - (14.70)

Prova:
Observemos que

Z=3
I vIP 4 fu— v = (ut v, ut v+ (u—v,u—v)

(P1),(P2),(P3) (01.1_(PC1),(PC2),(PC3)) (<‘LL u> + <u V> + <V u> + <V V>)
— y y ) )

+ (<u>u> - <u)V> - <v,u) + <V>V>)
=2(u,u)+2(v,v)
=2 (I + IvI1*)

completando a demonstragao do resultado.
|
O préximo resultado nos mostra como podemos obter o produto interno entre dois vetores,
a partir das normas da soma e diferenca dos respectivos vetores, mais precisamente:

Proposicao 14.71 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real, munido de um produto in-
terno (-,-) eu,veV.
Entao
e +v[* = lu—=v|* =4{u,v), (14.72)
ou, equivalentemente,
1

(u,v) = Z (Jhu+v|)F = lu—v|) . (14.73)

Prova:
Observemos que:

vl = fu = v = (v v) — (u-v,u—v)
PHET ) () o ) v w)
- (<u)u> - (u,v} - <V)u> + <V)V>)
=4(u,v),

completando a demonstragao do resultado.
|

Observagao 14.74 Se constderarmos o espago vetorial complexo (V,+,-) munido de
um produto interno, teremos a seguinte 1dentidade:

[u+v|* = lu—v|]* =4Re [(u,V)] . (14.75)

A demonstracao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.



350 CAPITULO 14. ESPACOS EUCLIDIANOS

Apliquemos a Proposigdo ([Z—Z1) acima, ao:

Exemplo 14.76 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real, munido de um produto interno
(-y) eu,veV, tais que

lu+v[[=1 e |u—v|=T. (14.77)
Calcule (u,v).

Resolugao:
Da Proposigdo ([Z70) acima temos que

(=) 1
(u,v) =" 2 (lu+ v = lu—v]?)

AN

(z=22)

O

Observagao 14.78 Podemos ver geometricamente o que ocorre no Ezemplo ([Z—1Q)
acima, para o caso de
V=R ou V=R.

Neste caso a conclusGo do Exemplo ([Z78) actma nos diz que os vetores u e v sao,
do ponto de vista de Geometria Analitica, dois vetores ortogonazis.

14.3 Distancia

Defini¢ao 14.79 Seja (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo) mu-
nido de um produto interno (-,-).
Definimos a fungdo d:V x V — R dada por

d(u,v) =|lu—v||, paracada u,vevV, (14.80)

que serd denominada por distancia do vetor u ao vetor v.

A funcdo distéancia, definida acima, satisfaz as seguintes propriedades.

Proposicao 14.81 Seja (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
munido de um produto interno (-,-) e d a fung¢do dada por (I[Z=0).
Temos que:

1. para cada u,v € V, seque que
d(u,v) >0; (14.82)

2. para cada u,v €V, temos que

d(u,v) =0 se, e somente se, uwu=v,; (14.83)
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3. para cada u,v € V, temos que

d(u,v) - d(V,U);

4. para cada u,v,w €V, temos que

dlu,v) < d(u,w)+d(w,v).

Prova:
De [I.:
Notemos que, para cada u,v € V, temos que:
(zz=m)
d(u,v) = ||u—v||

item O. da Proposigdo (IZHE3)

0,

mostrando a validade da afirmacdo 0. .
De D.:
Observemos que, para cada u,v € V, temos que:

351

(14.84)

(14.85)

d(u,v) =0
de (Z=20), é equivalente a: lu—v|| =0,
isto é, pelo item B. da Proposigdo ([ZE2), u—v=
ou seja, u=v,
mostrando a validade de afirmacgao . .
De B.:
Notemos que, para cada u,v € V, temos que:
(zz=m)
d(u)V) = HLL—VH
=[(=1)- (v—u]]
item 0. da Pro:posigéo (z=3) | . 1| ||V . LLH
=1
= [[v—ul
(zz=m)
= d(v,u) y
mostrando a validade de afirmagao B. .
De @.:
Observemos que, para cada u,v,w € V, temos que:
(Tz=m)
d(u,v) = HU—VH
=llu—v+w—w)||=|u—w)+ (v—-—wl

item B. da Proposigdo ([ZE3)
<

= 4w, w) + d(w,v),

[u—=wl[ + [lv—wl|
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mostrando a validade da afirmagdo B. e completando a demonstragao do resultado.

Consideremos o:

Exemplo 14.86 Com relagdo ao produto interno (IZT9) do Ezemplo ([Z1H), no caso
n =4, calcule a distdncia entre os vetores

w=(1,1,3,2) e v=(2,2,1,0) (14.87)
de (R*,+,").
Resolucao:
Temos
d(u,v) = fu—v|

= \1(1—2,1—2,3—1,2—0)“

=[(=1,-1,2 Z)H

m)\/ 22422

- Vio.
0

Exemplo 14.88 Com relagdo ao produto interno (IZ-34) do Ezemplo ([Z=3), calcule a
distdncia entre as fungédes f e g, onde

f(x) = sen(x) e g(x)=cos(x), paracada x € [0,2m7]
m (C([O)ZT(] ) R) )+)')'

Resolucao:
Notemos que:

= | [sen®(x) + cos®(x) — 2 sen(x) cos(x)] dx

= | [1—2sen(x)cos(x)] dx
JO

Exegicio [X . senz(x)]

27

0
=27.

Portanto,
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14.4 Angulo

Observagao 14.89 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo),
munido de um produto interno (-,-) e u,v € V dois vetores nao nulos.
Pela destgualdade de Cauchy-Schwarz (veja o item [J. da Proposi¢do ([Z53)) temos

= lufl vl < Cuyv) < Jluff vl - (14.90)

Como
u,v==0,

dos itens @. e @. da Proposi¢do (IZ-03), seque que
ull, (vl >0.

Logo dwidindo-se ambos os membros da desigualdade ([Z=90) por (||ul]| ||v]|), obtere-

Mos:
{(u,v)

[l vl

—1< <1. (14.91)

Desta forma, existe um unico numero real © € [0, 7] tal que

(u,v)

<os(0) = Tl vl

(14.92)

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 14.93 O numero real
0el0,n],

obtido em ([Z™XA), serd chamado de dngulo entre os vetores u e v.

Observagao 14.94 De ([Z™2), segue que

(u,v) = [[uf[ [|vllcos(8) . (14.95)

Apliquemos essas ideias ao:
Exemplo 14.96 Calcule o dngulo entre as fungdes f e g, onde
f(x) = sen(x) e g(x)=cos(x), paracada x€[0,27], (14.97)
por meto do produto interno dado por (IZ-34), do Ezemplo ([Z=13), em (C([0,27]; R),+,-).

Resolugao:
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Observemos que

= rﬂ sen(x) cos(x) dx

x=27

xercicio 1
Bxere {Zsenz(x)]

x=0
=0.

Desta forma, de ([Z22), segue que
cos(0) =0, para 0 €[0,n],

ou seja, o angulo entre as fungdes f e g serd

7T
0=-_.
2

Temos também o:

Exemplo 14.98 Sejam (V,+,-) espago vetorial real (respectivamente, complezo), mu-
nido de um produto interno (-,-) e u,v € V, tais que

ulf=Ivi=1"e Jlu—vl[=2. (14.99)

Calcule o dngulo entre os vetores u e v.

Resolugao:
Como
ull = vl =1,
do item B. da Proposigdo ([Z53), segue que u,v#0.
Logo
|-
4 flw V||: 2 Hu_vHZ

(=) (u—v,u—v)

= <LL,LL> - <u»v> - <V)u> + <V,V>
= [l + v = 2(w,v)

(=),

2—2(u,v),

[[ull=[vill

gue implicard que
(u,v) =—1. (14.100)



14.5. ORTOGONALIDADE

Portanto

implicando que
0 =m,

ou seja, o dngulo entre os vetores (ndo nulos) u e v serd igual a 7.

14.5 Ortogonalidade

355

Definigao 14.101 Sejas (V,+,-) espago vetorial real (respectivamente, complezo) mu-

nido de um produto interno < -,- >.
Diremos que os vetores u e v sao ortogonais em (V,+,-) se

(u,v) =0.

Neste caso, escreveremos
ulv.

Diremos que um conjunto finito
S i{hh,U,z,“' )un}gv

€ um conjunto ortogonal em (V,+,-), se

uiluj, paracada 1i,je{l,2,---,n}, com i#j.

Diremos que um conjunto ortogonal
S i{u1)u2)"' )un}cv

€ um conjunto ortonomal em (V,+,-) se

HujH:1) para cada j €{1,2,--- ,n},
ou seja, para cada i,j €{1,2,--- ,n} temos:
1, se i1=j
w i) =
o) {O, se 1#]

SejamueV eS CV, de modo que S # ().

(14.102)

(14.103)

(14.104)

(14.105)

Diremos que o vetor u € ortogonal ao conjunto S, se o vetor u for ortogonal a todos

os vetores do conjunto S, isto €,
(u,v) =0, para cada VvES.

Neste caso escreveremos
ulsS.

(14.106)
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Apliquemos estas ideias ao:

Exemplo 14.107 Seja (R3,+,-) um espago vetorial real, munido do produto interno
(ZT3) do Ezemplo ([Z13) (com n =3).
Mostre que a base candénica de (R3,+,-), 1sto €,

5 ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1); (14.108)

é um congunto ortonormal, relativamente ao produto interno ([Z1J).

Resolucao:
Sejam
e; =(1,0,0), e=(0,1,0) e e;3=(0,0,1). (14.109)
Observemos que
(erer) = ((1,0,0),(1,0,0))

(rz™) , com n=3

1-1+0-040-0
=1,

(cmm)

<€],ez> - <(130>O)a(0>130)>
(m),:comn:.’)_l.o_i_o‘]_’_o'o
:O,

(rzTmm)

<€],€3> = <“)0)0))(O>0)])>
(EE),:COInn:?)].o_i_o‘o_f_O-1
:O’

(czzm)

<62>62> - <(O)]»O))(O>])O)>
(=) commn=3 (5 04 1.140-0
:]’

(czm)

<€2,€3> - <(0)]»O))(O>O)”>
(=) comn=3 (s 04 1.040-1
—0,

(czzm)

<€3,€3> - <(O)O>]))(O)O)”>
(=) comn=3 (s 04 0.041-1
:]’

mostrando que o conjunto B é um conjunto ortonormal, relativamente ao produto interno
(zT3).
O
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Observacao 14.110

1. Notemos que se (V,+,:) € um espago vetorial real (respectivamente, complezo),
munido de um produto interno (-,-) e

u=0 ou v=0,

entao deveremos ter
ulv.

De fato, potis se, por exzemplo, u = O, teremos:

(u,v) =(0,v)
=(0-v,v)
=0(v,v)
:O)

mostrando que
ulv.

2. Na situacdo acima, se u,v # O entdo

ulv

e
se, e somente se, o dngulo entre os vetores u ev € 0= 3" (14.111)
De fato, pois se © € [0, 7] € o dngulo entre os vetores u ev entdo, de ([Z70A), seque
que

(u,v) = [[uf/||[v][cos(8).
Logo
ulv se, e somente se, cos(0) =0,

ou, equivalentemente,
0 =

)

N1 A

1sto €, o dngulo entre os vetoresu ev € 0 = %[
3. Awinda na situacao do item 0., se
S={w,uy, -, utCV
€ um conjunto ortogonal com

w; #0, paracada je{l,2, - ,n},

s . Wy uz Up
S = { ) Yy T }
] [[ua| [

entao o conjunto
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serd um conjunto ortonormal em (V,+,-).

De fato, pois para cada
i)j E{] )2)"' ,Tl},

como
w#0,  seque que [wi £0,
logo
W U > propriedade de p.i. 1 <
< el i sl [}
1 1
oy (W) = e = se j=1i
= ¢ Jhwil e [ | [l ’ ,
0, se 1#]

mostrando que o conjunto S € ortonormal em (V,+,-).

Temos a:

Proposicao 14.112 Sejam (V,+,-) um espago vetorial real (respectivamente, complezo)
munido de um produto interno (-,-) e

S:{u])uZ)"' )u’n}gv

um conjunto ortonormal em (V,+,-).
Entdo o conjunto S € L.I. em (V,+,-).

Prova:
Notemos que, se
X, 0, &y € R (respectivamente, C)
satisfazem
a1.u1+cxz.u2+...+an-unzo’ (14113)

fazendo o produto interno do vetor acima com o vetor u; e lembrando que

() = =1

e (w,w)=0, paracada j€{2,3, --,n}, (14.114)
obteremos:
0:<O)u1>
(1)

= (oq'u1+oc2~u2+-~~—|—ocn-un,u1)
=0 (W, wy) o (uy,up) +- - 4 oty (Un,ug)
——— — —

= 0 = 0

istoé, oy =0. (14.115)
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Logo ([ZT13), tornar-se-a:
o U+ o3 U3+ -+ oy u, =0. (14.116)

Tomando o produto interno do vetor acima com u,, obtemos,

OZ(O,LL2>

Tm
- )<oc2-u2+oc3-u3---+ocn-un,u2>

=0 (Uz,up) +oz (Us,Up) +- -+ &y (Un, Up)
~— ~——
(m)

— 1 = 0 =0

isto &, o, =0. (14.117)

Repetindo o processo acima com os vetores u;, para j € {3,4,---,n} (ou seja, por indu-
cdo), chegaremos a conclusdo que a Gnica possibilidade para ([ZT13) sera

=0 ="-=0, =0,

ou seja, os vetores u;,uy,---,u, sdo L.I. em (V,+,), completando a demonstragdo do
resultado.

Observagao 14.118

1. A Proposi¢do ([ZT1IA) acima, continua vdlida se o conjunto S for apenas um
conjunto ortogonal, formado por vetores nao nulos.

Dewzaremos a verificagcdo deste fato como exercicio para o leitor.

2. Se o espago vetorial real (ou compezo) (V,+,-), munido de um produto interno
(-,-), tem dimensdo n entdo, pela Proposi¢do ([Z113) acima, um conjunto orto-
normal S de (V,+,-) que tenha n elementos serd uma base de V (pois o conjunto
S serd L.I. em (V,+,-), que tem dimensdo n).

Isto nos motiva a introduzir a:

Definigao 14.119 Seja (V,+,-) € um espago vetorial real (respectivamente, complezo),
munido de um produto interno (-,-), de dimensdo n.
Diremos que o conjunto

B={w,uy, - ,u,}

€ uma base ortonormal de (V,+,-), se o conjunto B for um conjunto ortonormal em
(V,+,:), segundo o produto interno (-,-).

Com isto temos a:
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Proposicao 14.120 Sejam (V,+,:) € um espago vetorial real (respectivamente, com-
plezo), munido de um produto interno (-,-), de dimensdo n,

B={u,uy, - ,un}

uma base ortonormal de (V,+,:) eue V.
Entao
w={(u,w) w+{u,u) u+--+ (U, U, (14.121)
ou seja, os coeficientes, quando escrevemos o vetor uw como combinacao linear dos

vetores da base ortonormal B, serdo dados pelos coeficientes em ([ZL2D).

Prova:
Como o conjunto
B={u,u, - ,us}

€ uma base de (V,+, ), existem
X, 0, 0y € R (respectivamente, C),
tais que
U=0g - U+ U+ + - Uy (14.122)

Logo, tomando-se o produto interno do vetor u com o vetor u;, obteremos:

(=)
(wywg) = (o -w+og- Uy -+ Oy - Up, )

propriedades do p.i.
= o (w,uy) For (w,w) Aot ag (Ug,ug)
~— — ~—

B é base grtonormall B é base gtonormalo B é base (lrtonormalo

=, (14.123)

pois a base B é ortonormal.
Com isto, teremos
X = <u>u1> .

Para cada j € {2,3,--- ,n} temos, de modo anélogo, que

(=)
(Wyg) =7 oW+ 0Gg - Uiy 0 U+ Gt - Ujr o+ o - Un, W)

prop._de p-i.

R . _|_ s 1, . + . iy . _|_ . . R .
o (wn,u) o (W) +o5 (W,w) o5 (Ui, w)

Bé ortgnormalo Bé or1:3no1rmalo Bé or!:gnormal.l Bé ortgnormalo

o o ()
—_———

Bé ortgnormalo

=0y, (14.124)
pois a base B é um conjunto ortonormal, mostrando que

o = (u,u).
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Substituindo em ([Z123), ([Z24) em ([ZXJ), teremos
u= <LL,LL1> “U + <1L,u,2> Uy At <u»un> “Un,

completando a demonstragao do resultado.

|
Observacao 14.125
1. Na situagdo do resultado acima, para cada j € {1,2,--- ,n}, o vetor
(u, ) - (14.126)
serd denominado projecao ortogonal do vetor u na diregao do vetor w .
2. Masis geralmente, se v € V é um vetor unitario (usto €, ||v|| =1) entdo o vetor
(u,v)-v (14.127)
serd denominado projecao ortogonal do vetor u na diregao do vetor v.
3. Notemos que, se v eV € ndo nulo (ou seja, ||v| #0) entdo
<\|uv)||\2)> Vv, (14.128)
serd a projegcdo ortogonal do vetor u, na diregdo do vetor HX—H

Apliquemos o resultado acima ao:

Exemplo 14.129 Seja (Rz s+ ) espago vetorial real munido do produto interno ([Z19)
(comn=2).
Encontre as coordenadas e a matriz das coordenadas do vetor

u=(1,1) € R?, (14.130)

(V2 V2 (V2 V2
EDEG) e

em relagcao a base

de (R?,+,-).

Resolugao:
Sejam

S (14.132)

.(ﬁﬁ) eu.(ﬁ \/§>.

w707 25

Observemos que o conjunto B é uma base ortonormal de (R?, +, ).
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De fato, pois:

u u><ﬂz_m><<£ Q) (@ £)>
1y W1 — 2>2 ) 2)2
(IIII'-‘J)cgnn:Z\/z \/z \/z \/Z
- 2 2% 7 7
1T
—272
=1,
u u><ﬂ:_m><<ﬁ Q) (@ V2 >
R 22 )\ 202
(llIl'-‘Il)cgmnzl\/z \/z \/z \/z
- 22t 7
1T
2 2
=0,
= {(22) (23]
S 2 2\ 22
(IIII'-‘J)cgngZ\/z \/z \/z \/z
- 22 72 )7
1T
272
—1.

Como o conjunto B3 é uma base ortonormal de (R?,+,-), pela Proposigio ([IZT20) acima,
segue que:

(IJII:ZII)
u o= (u,wy) w4 (u,ug)

= o (6.8)) (£:9) (69 (29

(™) com n =2 \/_\/_ \/_ \/_
(9] e (7))

Desta forma a matriz coordenadas do vetor

= (1 ) ” y
em relagio & base B de (R, +,-), serd dada por:

Temos também a:
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Proposicao 14.133 Sejam (V,+,:) € um espaco vetorial real (respectivamente, com-
plezo), munido de um produto interno (-,-) e

u=I[s] (14.134)
o subespaco gerado por um conjunto ortonormal
S={w,uy, -, u} C V. (14.135)
Entao, se uw €V, temos que o vetor v € V, dado por
V= () o ug — (W) Uy — e — (U Uy - Uy (14.136)

€ um vetor ortogonal a todo vetor w € U, 1isto €,

vlU.
Em particular,
v=0
se, e somente se, u=(u,uw) w+{(u,u) w+--+u,u) - U, (14.137)
ou seja, uel=[u,u, - ,u]. (14.138)
Prova:
Seja w € U.
Como o conjunto S é um conjunto ortonormal de (V,+,-), segue que, para cada i,j €
{1,2,---,n}, teremos
1 ara i=j
(wou) =4 0 P T (14.139)
0, para i#j

Como o conjunto S é um conjunto ortonormal de (V,+,-), e gera U, pela Proposigdo
(Z1132), segue que o conjunto S serd uma base para o subespago vetorial U, de (V,+,:)
(pois os elementos do conjunto S deverdo ser L.I. em (V,+,)).

Logo, existem escalares

X, 0,y &y € R (respectivamente, C),

tais que

o ;. (14.140)

1

n
W =

)

Para mostrar que v 1L U, precisaremos mostrar que

(v,w)=0. (14.141)
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Observemos que

n
)= (20 )
j=1
n
propriedade;de p.i. real Z (X,) <V,LLJ'> ) (14142)
j=1

Portanto, da identidade acima, para mostrar (IZTZT), basta mostrar que

(v,uj) =0, paracada je{l,2,---,n}. (14.143)
Como o conjunto S = {uy,u,, - ,u,} é€ um conjunto ortonormal em (V,+,-), para cada
je{1,2,---,n}, temos que:
(Z==3)
<vaui> = <[u_<uau1>"'_<u>u)'>_'ui_"'_<u>u’n>'un]>u'j>

propriedades de p.i. <

uaui> —(u,w) (W >uj'> - <LL,LLJ'> <ui >u’j> — = (U, uy) <unaui>
(ui ,uy)=0, se i#j

= (w, ) — (u,y) (y,w)

(=),

<u1')u> - <LL,LL]'>
0,

completando a demonstragao do resultado.

Observacao 14.144 Observemos que, se o produto interno, no resultado acima, for
complezo, entdo ([Z1ZJ) tornar-se-d:

(v,w) = <V,Zocj ~uj>

n
propriedades de p.i. complezo —
= Z X; <v ) ui) )

j=1

e podemos continuar os mesmos passos da demonstra¢cdo acima.

(17.11.2015 - 27.a]

Temos também a:

Proposicao 14.145 Sejam (V,+,:) € um espago vetorial real (respectivamente, com-
plezo), munido de um produto interno (-,-) e U um subespago vetortal de (V,+,-).
Se

ueld e ullU, deveremos ter uw=0.
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Prova:

365

Como u € U e, por hipétese, o vetor u é ortogonal a todo vetor de U, deveremos ter, em

particular, que
ulu (poisuel).

Assim, teremos:

[ull* = (w,w)
ulu 0

)

ou seja, [ull =0,
que, pelas propriedades de norma, implicara que
u=0,

completando a demosntragao do resultado.

Como consequéncia temos a

Proposicao 14.146 Sejam (V,+,:) € um espago vetorial real (respectivamente, com-

plezo), munido de um produto interno (-,-),
Si{U],UZ,"',Uﬂ} € Ri{\)],\)z,"',\)n}

conguntos ortonormais em (V,+,-), tais que

Entao, para cada u €V, temos

<LL,LL1> R <u>un> Up = <LL,V1> Vit 4+ <u>vn> “Vn.

Prova:
De fato, se u € V, definamos

Wi iu_[<u)u1> "W +"'+<u»un> um] )

e wr=u—[(u,v) v+ (u,v) vl
Pela Proposigdo ([ZT33), segue que
wi,wy LU,
Logo, se w € U, temos que:

<W1 _W2>W> = <W1 >W>_<W2)W>

(14.147)

(14.148)
(14.149)
(14.150)

(14.151)

(14.152)
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Notemos também que:

Wi — W) ; <u)V1>'V1+"'+<uvvn>'vn

) e (U ) ud € UL (14.153)

Portanto, de ([Z122), ([Z1=3) e da da Proposigdo ([Z1ZH), segue que

W1 — W) = O,
isto é,
(wywy) w4+ (u,uy) - uy = (w,vy) v+ (W, V) s vy,

completando a demonstragao do resultado.

Podemos agora introduzir a:

Definigao 14.154 Sejam (V,+,:) é um espago vetorial real (respectivamente, com-
plezo), munido de um produto interno (-,-),

Si{u1)u2)"' )un}
um conjunto ortonormal em (V,+,-),
ui[u],UZ,"' )un]

eueV.
O vetor w € V dado por

w=(u,uw) w4+ (U, U)Wy, (14.155)

serd chamado de projegao ortogonal do vetor u sobre o subespaco vetorial U.

Observagao 14.156 Se (V,+,-) € um espago vetorial real (respectivamente, complezo),
munido de um produto interno (-,-) ev € V é um vetor, nao nulo.

Entao
v
V]|

€ um conjunto ortonormal em (V,+,-).
Assim, da Definigdo ([Z154), temos que, se u € V, a projegdo ortogonal do vetor u
sobre o subespaco vetorial [S] serd o vetor

w;<u v> v
i

fy -V
iz

como vimos no item @. Observagdo ([Z12H).

Neste caso, por abuso de, diremos que o vetor w é chamado de projecao ortogonal
do vetor u na diregao do vetor v.

<

~ - , e v
Notemos que o vetor nao nulo v nao €, necessariamente, unitdrio mas o vetor W
v

é unitdrio em (V,+,-) (veja da Observagdo ([Z2H)).
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Apliquemos estas idéias ao:

Exemplo 14.157 Considere o espago vetorial real (R3 sy -), munido do produto interno
(ZT) (comn =3).
Verifique se o conjunto

é um subconjunto ortonormal em (R3,—|—, -), onde

u;(1 ] 1) e u;<1 ] O> (14.159)
T\ V3’3 : 2'Vv2 ) '
Caso seja, encontre a projegao ortogonal do vetor

u=(2,3,1) (14.160)

sobre o subespago gerado pelos vetores u; e Uu,.

Resolucgao:
Notemos que

<u Il‘-l."\! (L _L L)
1y W \/§> 3»\/§ )

(rzT) com n=3 1 1 < )
3 V3 3

= —— =140
V6 V6

:O)

|1-l=1.. 1 1 ) (1 1 >>
Uy, U = _)_)O ) —,—,O
<2 2> (\/z 5 5 5

(EEE)g)mn:SL L_’.L 1—+O 0

2 2 2 2

B

202

=1

ou seja, o conjunto
S ={w,u}

¢ um subconjunto ortonormal em (R*,+, -), munido do produto interno (IZT9) (com n = 3)..
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Logo, da Definigdo ([Z1R4), a projegdo ortogonal do vetor
u=(2,3,1)

sobre o subespago vetorial
[LL] )uZ] y

serd o vetor w, dado por:

(=)
wo =" (u,w) -u +{(u,uy)
<>z<><2 30 (1 _L L>> 11 L)
- 3) \/g) 3 3) \/g) 3
1 11
2,3,1 v —,0) ) [ —=,—=,0
(23075 550)) (70 50)

xercicio 5 5
P (3.300).

Podemos aplicar as idéias acima ao:

O

Exemplo 14.161 Considere o espaco vetorial real (%3(R),+,-), munido do produto
interno dado por

1
(p,q) = Jo p(x) q(x)dx, para cada p,qe€ 3 (R). (14.162)

Encontre a projecao do vetor p € Z3(R), dado por
p(x) =1+x+x*+%x*, para cada xR, (14.163)
sobre o subespago vetorial gerado pelo vetor ¢, onde
q(x) =x*—x, para cada x€R. (14.164)

Resolucao:
Observemos que

lall* ={q,a)

(14.165)
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logo q # O e néo é unitario.
Além disso, temos:

1

(p,q) ("z:m)J p(x) lx) dx

0

prezcico 11 (14.166)

Assim, da Defini¢do ([ZT=4), a projegéo ortogonal do vetor p sobre o subespago vetorial
gerado pelo vetor g, serd o vetor r € #3(R), dado por:

) = L) g

—

1

(0T (o) e (mm) 2 (¥ —x)

K
05
para cada x € R.

—

xercicio 35
"’ - 8 ( ’ ) )

X —X

14.6 Operador Autoadjunto

Definicao 14.167 Sejam (U,+,:) um espago vetorial real, munido de um produto in-
terno (-,-) e T € L(U).
Diremos que o operador linear T é um operador autoadjunto em U, se

(Tw),v) = (u, T(v)), (14.168)
para cada u,v € U.

Com isto temos o:

Exemplo 14.169 Sejam (Rz s+ ) espaco vetorial real, munido do produto interno ([Z19)
(comn =2) e a aplicagdo T : R* — R? dado por

T(x,y)=(ax+by,bx+cy), paracada (x,y)cR>. (14.170)

Mostre que T € L (Rz) e € um operador autoadjunto em (R2,+,-).
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Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T € £ (RZ).
Mostremos que ele é autoadjunto.
Para isto, sejam (x,y),(z,t) € R?, e notemos que:
(czTmm)
(T(x,y),(z,1)) =" (lax+by,bx+cy),(z,t))

(Eim)axz+byz+bxt+cyt. (14.171)

Por outro lado, temos que

(6,1), Tz, 1) "= ((x,y), (az+bt, bz +ct))

(Eim)axz+bxt+byz—l—cyt. (14.172)

De ([ZT7d) e (TZTT), segue que

(mz—=zm) ;(m)

(T(x,y),(z,1) ((x,y),T(z,t)),

mostrando que o operador linear T é um operador autoadjunto em (R?,+,-).

Observagao 14.173 Encontremos a matriz do operador linear do Ezemplo ([ZH9)

acima, com relagdo a base ortonormal (base canénica)
B={(1,0),(0,1)}

de (Rz,—i—,-)
Para 1sto temos que

71,00 "= (@-14+b-0,b-14c¢-0)
:(aab)
=a-(1,00+b-(0,1),

70,1 "= (@-0+b-1,b-04c-1)
:(b,C)
=b-(1,0)+c-(0,1).

a b
[T]B:(b c>'

Notemos que a matriz actma € uma matriz simétrica, pois

Assim, temos que

Isto, como vermos no préximo resultado, nao é uma stmples coincidéncia.

Temos o:
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Teorema 14.174 Seja (U,+,-) um espago vetorial real, munido de um produto interno
(-,:) de dimensdo finita e T € L(U).

O operador linear T serd um operador autoadjunto em (U,+,-) se, e somente se, a
matriz do operador linear T, em relagdo a uma base ortonormal de (U,+,-) for uma
matriz simétrica.

Prova:
Sejam
B={u,uy, - ,u,}
uma base ortonormal e A = (ay) a matriz do operador linear T, em relagdo & base B de
(U,+,-), isto &,
[Tlg = (ay) . (14.175)

Com isto, de ([ZT7H), segue que, para cada k € {1,2,--- ,n}, temos:
Tlw) = ane-wy +ax - Uz + -+ Qi Un

=3 Qi U (14.176)
m=1

Logo

m=1
P iedades de p.i =
roprie a:es e p.i. Z A <um)uj>
m=1 v
base ort:onormal 1 ) para‘ m = ]
0, para m #j
= Qji . (14.177)

Por outro lado,

(I@IZ3) com k=j =
<1,Li,T(Uj)> = : <ui>Zami'um>

m=1
n
Propriedades de p.i.
= § Qmj < Ui, um>
—
m=1
base ort:onormal 1 ) para m=1
0, param#1i
= Qy. (14178)

Suponha que o operador linear T, seja um operador autoadjunto em (U, +, ).
Logo, de ([ZT77) e ([ZT78), segue que

aj = aj, paracada i,je{l,2,---,n},
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ou seja, a matriz do operador linear T, em relacdo & base ortonormal B, é uma matriz

simétrica.

Reciprocamente, suponha que a matriz do operador linear T, em relagdo a base ortonormal

B={u,uy, -+ ,uy}de (U,+,-), seja uma matriz simétrica, isto &,

Devemos mostrar que
(T(u),v) =(u, T(v)), paracada u,vel.
Como u,v € U e B é uma base de (U, +, ), segue que existem escalares

O‘]»(XZV")%)Bl)ﬁl)"')BnER)

tais que

\):B].u]+...+[3n.uTl

n
ZZﬁk'uk-
k=1

(14.179)

(14.180)

(14.181)

Ent&o, como o produto interno (real!) é linear em cada uma de suas entradas e a base B

¢ um base ortonormal de (U, +,-), teremos:

(Tw),v) =2 <T (i o(m'um) ,V>
-
Te opera:dor linear < i oy T(um) )V>

i=1

(D::EE) <Z](xm'T(um)); Bk‘uk>

n
Propriedades de p.i.
= ZZ‘Xm Bk<T(um))uk>'

m=1 k=1

(14.182)
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Analogamente, teremos:

<U>T(V)> (HIZM) <U>T (Z [3k'uk>>

Té Operegor linear <u, Z Bk ) T(uk)>
k=1
n n
( = ) <Z“m'um>ZBk'T(uk)>
m=1

n n
Propriedades de p.i.
g - P Z Z o‘mﬁk Unm, (uk)> . (14‘183)

m=1 k=1

Logo, de ([ZT27) e ([ZIX3), segue que, para verificar a validade da identidade ([ZT=0),
basta mostrar que

(T(wm) ,ux) = (wm, T(wy)), para cada m,ke{l,2,---,n}.
Se a matriz (ay) € a matriz do operador linear T em relagdo a esta base, isto é
(ay) = [T]5,
entdo, por hipdtese, ela é uma matriz simétrica.
Logo, de ([ZT717) e ([ZT73), segue que
(rzTZ32)
(Thw),w) =" ay
matriz simétrica

= it

(rzT2)

= <ui>T(ui)>>

como queriamos demonstrar, completando a demonstracdo do resultado.

Com isto temos o:

Teorema 14.184 Sejam (U,+,-) um espago vetorial real, munido de um produto in-
terno (-,) e T € L(U).

Se o operador linear T € autoadjunto e A, sao autovalores distintos de T, entdo
0s autovetores do operador linear T, correspondentes aos respectivos autovalores, serao
ortogonazis, isto €, se existem uw,ve U e A,3 € R tais que

Tuw=A-u e TV)=p" v, (14.185)

com

A£B, (14.186)

entao
ulwv. (14.187)
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Prova:

Sejam u,v € U, autovetores correspondentes aos autovalores A, u € R, respectivamente,
isto &, (Z1=3).

Com isto temos

Propriedadei de p.i. real <

A —w{u,v) Ay v) = (U, v)

(=)

<T(u) ,V> - <LL,T(V)>
T é autoadjunto
ST, v) — (T(u),v) = 0.
Da identidade acima, como A # L, segue-se que

<u,v> =0,

completando a demonstragao do resultado.
|

Finalizaremos esta segdo, com o seguinte resultado que provaremos apenas no caso bidi-
mensional.

A demonstracdo do caso unidimensional é trivial e serd deixada como exercicio para o
leitor.

Para a prova no caso geral, indicamos a leitura do livro Algebra Linear, de Elon L.
Lima, Colegdo Matematica Universitaria [O].

Teorema 14.188 Sejam (U,+,-) um espaco vetorial real, de dimensdo finita, munido
de um produto interno (-,-) e T € L(U) um operador autoadjunto em (U,+,-,(-,-)).
Entao existe uma base ortonormal de (U,+,-,(-,-)) formada por autovetores do
operador linear T.
Em particular, o operador linear T serd diagonalizdvel.

Prova:
Faremos a demonstracao do caso bidimensional, isto &,

dim(U) =2.

Como comentamos acima, a demonstragdo do caso geral, podera ser encontrada em ([0]).
Seja
B ={u,v}

uma base ortonormal de (U, +,-).
Pelo Teorema ([ZT74), segue que a matriz do operador linear T serd uma matriz simétrica,

ou seja, da forma
a b
Tle —
[ ]B (b C) )

para algum a,b € R.
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Desta forma, o polinémio caracteristico associado ao operador linear T, serd da forma
prA) =AM —(a+c)A+ac—b*, paracada AcC.
Como
A=(a+c)>—4(ac—1b?)
=a’+c*—2ac+4b°
=(a—c)*+4b*>0

vemos que o polindmio pr, apresenta duas raizes reais (ndo, necessariamente, distintas).
Se

segue que a matriz [T]z serd da forma

Tg = <g (c)t) =al,

e a propria base 3, serve para completar a prova do resultado (pois ja& temos uma matriz
diagonal).
Por outro lado, se
a#c ou b#0,

entdo o polinémio pr possui duas raizes reais distintas (pois A > 0), isto &, o operador linear
T, apresenta dois autovalores reais e distintos.
Logo, pelo Teorema (I[ZT24), dois autovetores

u e w

correspondentes serdo ortogonais e como sao nao nulos, pois sao autovetores, serdao L.I. em
(u y T )
Para finalizar, bastas tomar como base para (U,+,-), o conjunto

u u
Bi{_])_z},
[l [l

que esta serd uma base ortonormal de (U, +, ), formada por autovetores de T, completando
a demonstracao do resultado.

Como consequéncia temos o:

Corolario 14.189 Se a matriz A € M,,(R) € uma matriz stmétrica, entdo ela € uma
matriz diagonalizdvel.

Prova:
Consideremos o espago vetorial real (M, «1(R),+, ) munido do produto interno usual.
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Observemos que se definirmos a aplicagdo T : M1 (R) — My« (R) por
T(X) =AX, paracada X € M, (R), (14.190)

entdo a aplicagdo T serd um operador linear em (M,«1(R),+,-), cuja matriz, em relagdo a
base candnica de (My1(R),+,-), (que é uma base ortonormal de (M, »;(R),+,-), relativa-
mente ao produto interno dado por ([Z=Z0)) serd a matriz A que, por hipétese, é simétrica.
Logo, do Teorema ([Z—T74), segue que o operador T serd autoadjunto que, pelo Teorema
(IZT2R) acima, sera diagonalizavel.
Portanto, pela Proposicdo ([2M), temos que a matriz A serad diagonalizavel, completando
a demonstracdo do resultado.

14.7 Processo de Gram-Schmidt

A demonstragdo do préximo resultado, fornece um método para se conseguir uma base orto-
normal de um espacgo euclideano finitamente gerado, a partir de uma base dada do mesmo.
Para isto temos o:

Teorema 14.191 Todo espago vetorial real (respectivamente, complezo), finitamente
gerado, munido de um produto interno (-,-), possui uma base ortonormal.

Prova:
A prova é feita por indugdo sobre a dimensdo do espago vetorial dado.
Seja (V, 4+, ) um espago vetorial real (respectivamente, complexo), munido de um produto
interno (-, -) de dimenséo finita.
Se
dim(V) =1,

segue que existe v; € V| com v; # O, de modo que

V = [V]] .
Como v; # O, definindo-se
.V
u = —- (14.192)
vl
segue que o conjunto
B = {u}
serd um conjunto ortonormal e V = [wy], ou seja, o conjunto B é uma base ortonormal de
(V y 1 )
Se

dim(V) = 2,

segue que existem vetores
Vi, V2
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LI em (V,+,-), tais que

V= [v,vl,
ou se€ja, o conjunto
C ={vi,v2}
é uma base de (V,+, ).
Definamos
W = H:_lH (14.193)

Nosso trabalho se resume a encontrar um vetor ortogonal ao vetor u; e que tenha norma
igual a 1.

Primeiramente vamos encontrar um vetor ndo nulo, que seja ortogonal ao vetor .

Para isto, utilizaremos a Proposigdo ([ZT33) (ou ([ZI317)), ou seja, basta definirmos

uzliV2—<V2,u1> U . (14.194)

Notemos que
LLZI 7& O

ois os vetores u; (que é paralelo ao vetor v;) e v; sdo L.I. em (V,+,-).
had § AL Yz ) )
Resta agora ” normalizar” o vetor 1/, isto é, obter um vetor que tenha a "mesma direcao”
do vetor u,’ e tenha norma igual a 1.
Para isto, basta definirmos

LLZI

w =
27wy

(zTm) V) — (v, ur) -y

. 14.195
o2 = (v, ) ] (14.195)

Deste modo, os vetores

w Vi e Uy = v2—<vz,u1>-u1
[va = (v2,wr) - w|

vl

formam uma base ortonormal de (V,+,-).

Dado n € {3,4,-- -}, suponhamos que tenhamos provado o resultado para todos os espa-
cos vetorial real (ou compelxo), munido de um produto interno (-,-) de dimensdo igual a
n—1.

Queremos provar que o mesmo é verdade para um espago vetorial real (respectivamente,
complexo), munido de um produto interno (-, -), de dimensdo n.

Como

dim(V) =n,

segue que existem vetores
\)-I ’\)2,... ,vn

que formam uma base de (V,+, ).
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Notemos que

U=[M,va, -,V

é um subespaco vetorial de (V,+,-), que tem dimensdo n — 1.

Desse modo, usando a nossa hipétese de indugao, é possivel encontrar uma base ortonor-
mal para (U,+,,-,).
Denotaremos esta base ortonormal de (U, +v,-y) por

Z/{i{‘Lh,‘LLz,"' ,‘LLn_]}. (14.196)
Notemos que
vp € U
pois, caso contrario os vetores vi,v;,---,v, seriam L.D. em (V,+,).

Logo, pela Proposigdo ([Z133), o vetor
/

Uy =V — (VW) - U — - — (Vi Ung) - Unog (14.197)

€ um vetor, ndo nulo e ortogonal a todos os elementos de U, portanto, ortogonal aos vetores

Uy Uyt yUp—g.

Para finalizar, tomando-se
Loy
u, = p

|

(IJ'A__:IEJ) Vn — <Vn>u1> U — e — <Vn>1«Ln—1> *Up—
[V — (Vs w) - — - = (Vi Un1) - Una ||
segue que o conjunto
B i{ul yUWpy o )u'nfhun}

serd uma base ortonormal de (V,+,-) completando a demonstragdo de resultado.

Observacao 14.198

1. Notemos que na demonstragdo do Teorema ([ZT91) acima, partimos da existéncia
de uma base do espago vetorial real (respectivamente, complezo), munido de um
produto interno, e ortonormalizamos a mesma.

2. O procedimento de, partindo de uma base de um espago vetorial real (respecti-
vamente, complezo), munido de um produto interno, obter uma base ortonormal
do mesmo (que foi o que fizemos na demonstragdo do Terema ([ZTJI) actma) €
conhecido como processo de Gram-Schmidt.




14.7. PROCESSO DE GRAM-SCHMIDT 379

3. No caso de um espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-), munido
de um produto interno tridimensional, se o conjunto

B i{\)] )VZ)V.’)}

€ uma base de (V,+,-), entdo uma base ortonormal de (V,+,-), pode ser dada,
explicitamente, pelos vetores:

Vi
W = 57—
[[vall
Vv — (Vzﬂh) U
u = y
[v2 = (v2,w) - w|
= vi—(vi,w) - up — (v3,Up) - Uy
[V — (v3,w) - ur — (v3,u2) - wy|

Apliquemos este processo aos:

Exemplo 14.199 Encontre uma base ortonormal do espago vetorial real (W ,+,-) (onde
+ e - sao as operagédes usuais de adi¢dao de ternas e multiplicagdo de numero real por
terna, respectivamente), munido do produto interno ([ZZTd) (com n =3), onde

W ={(x,y,z) eR*;x—2y=0}. (14.200)

Resolugao:
Observemos que W é um subespago vetorial de (R3 , +, )
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Notemos também que

(x,y,z) €W
se, e somente se, x =2y
ou, equivalentemente, (x,y,z) =(2y,y,2z)

:y'(2,1,0)—|—2'(0,0,]),
ou seja, wW=1[(2,1,0),(0,0,1)].

Notemos que o conjunto

B={(2,1,0),(0,0,1)}

¢LIem (R, +,).
Logo o conjunto B serd uma base de (W, +, ).

Definamos
u = (0,0,1), (14.201)

pois este vetor é unitério (isto é, tem norma igual a 1).
Pelo processo de Gram-Schmidt (obtido na demonstragdo do Teorema ([Z—T4T)), o segundo
vetor da base ortonormal procurada, que indicaremos por u,, serd a projegao ortogonal,

unitaria, do vetor
v, =(2,1,0) (14.202)
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na diregdo do vetor uy, isto é,

(=)

" Vz-("z’uﬁ'w

V2= (v2,w) - w]

(rz=Zmm) e (EZ2m) (2,1 )O)_<(2>1 )0),(()»0)1)) -(0,0,1)
N ||(2,1,0)—<(2,],O),(0,0,])>(0,0,])H

_ (2,1,0)

~1z,1,0

Exer_cicio < 2 ] 0)
V55T
Assim obtemos uma base ortonormal

C ={u,uy}

de (W,+,-).
O
Podemos aplicar o mesmo processo para o:

Exemplo 14.203 Encontre uma base ortonormal do espago vetorial real (W ,+,-) (onde
+ e - sdo as operagdes usuals de adigad de quddruplas e multiplicagcdo de numero real
por quddrupla, respectivamente) munido do produto interno (IZ19) (com n =4), onde

W= {(x,y,z,t) ER*; x+y+z+t=0}. (14.204)

Resolucao:
Observemos que o conjunto W é um subespacgo vetorial de (R4 y Ty )
A verificagdao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Notemos também que

(x,y,z,t) e W
se, e somente se, XxX=—y—z—1t
ou, equivalentemente, (x,y,z,t) =(—y—z—t,y,z,t)
=y (_] )] )O>O)+Z' (_] >O>] )O)+t' (_] )O>O)])>
ou se€ja, wW=[-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(1,0,0,—1)]. (14.205)
v, v, ;\73

Como o conjunto de vetores
Bi{(_1 )1 »O»O)»(_1 >O>] )O)a(_] >O>O)])}

é LI em (R“ s+ -), segue-se que este conjunto serd uma base de (W, +,-).
Definamos

(@), com n=t (_L 1, o) . (14.206)
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Pelo processo de Gram-Schmidt (obtido na demonstragdo do Teorema (I[Z—T41)) teremos:

(umim) vy —(v2, W) - Wy

u
? vz — (va,w) - w|

1T 1 11
~1,0,1,0)—{ (=1,0,1,0), ( ——=, — ——
(=) & () ( ) <( ) ( V2 V2 V2 V2
T 1 T 1
~1,0,1,0)—{ (=1,0,1,0),(——,—=,0,0) }- (——=,—,0,0
[0 (010 (<5 75.0.0) ) (<50 7700)|
1 1
(CzTd), com n=4 <_§,_§,1 ,O>

2219
1

= %(—1 ,—1,2,0). (14.207)

De modo anélogo,

“ D vs— (s, w) - w — (v3,00) W
HV3_<V3)u1>'u1_<V3)u2> qu
(Cz=2m) (_1>O)O>1)_<(_])O>O>])>u1>'u1_<(_1>O)O>1))u2> Uz (14208)
N ]\(—1,0,0,1)—((—1,0,0,1),u1>~u1—<(—1,O,O,1),u2> u'ZH .
Como
() T
<(_]»O>Oa])>u1> - (_])O’Oa])’ __>_»O>O
2 2
(zTd), com n=4 1
comn=t 1 (14.209)
V2
(==m) 1
—1,0,0,1),u = -1,0,0,1),— (-1,-1,2,0
( ) = ) )
(rz3), com n=4 1
< —, (14.210)
V6
segue que
(—=1,0,0,1) —{((—=1,0,0,1),uy) - uy — ((—1,0,0,1),uz) - u,
(z=Zm) e (z==zm) 1 ( 1T 1 ) 11
: 1,0,0,1) — — = 0,0) = ———(=1,-1,2,0
. v\ Ve ! )

— (- 1001)+(— o,o) (] ;o)

1T 1 1
=|l—-=,—=,—= . 14.211
( 3 ) 3 ) 3 ) ]> ( )
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Substituindo ([(Z—ZTT) em ([Z—R), obteremos
T 1 1
_g ) _g ) _g ) 1
VI T 0
_g ) _g ) _g ) 1

Eericio< \/g \/g \/§ \/§>
-\ 6

— R (14.212)

) )
6
assim obtemos umaa base ortonormal

C i{u] )uZ)u?)}

de (W,+,), onde os vetores 1y, u;,u3 sdo dados por ([ZZ08), ([Z=2017), ([Z=212), respecti-
vamente.

OJ
Podemos aplicar as mesmas idéias ao:

Exemplo 14.213 Encontre uma base ortonormal do espago vetorial real (%;(R),+,-),
munido do produto interno

1
(p,q) = Jo p(x) q(x)dx, para cada p,qe F(R). (14.214)

Resolucao:
Uilizaremos o processo de Gram-Schmidt (obtido na demonstragdo do Teorema ([Z—TdM))
para construir uma base ortonormal de (#,(R), 4+, -), a partir da base canénica de (%, (R),+, -),

isto é, formada pelos polinémios p,,p1,p2 € Z(R) onde,
Po(x) =1, pi(x)=x, palx)=x*, paracada x€R. (14.215)

Temos que

assim definimos o 1.0 vetor da base ortonormal procurada, como sendo o vetor:
do(X) =po(x) =1, paracada xé€R. (14.216)

Seguindo o processo de Gram-Schmidt (obtido na demonstracdo do Teorema ([Z—T4l)),
definiremos o 2.a vetor da base ortonormal procurada, como sendo o vetor:

. P1—{P1,9) 9o
- , 14.217
D= o = (pr, o) Gl (14.217)
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Como

Exercicio 1

2

e assim, teremos:

1 2
(z==m2) 1
o= (v ol = | [t = F )| ax
(m)ﬂm)f( 1)2
= x— =] dx
0

Exercicio 1

. 14.21
B (14.218)
Logo, substituindo ([Z=21R) em ([Z=2117), obteremos:
w !
qi(x) = 2
1
12
1
_Vi2 (x _ _>
~~ 2
=23
=V3(2x—1), paracada xeR. (14.219)
Por fim, definamos
qz; p2_<p2’q0>'q0_<p2)ql>.q] (14220)

2= (P2, 90) - do — (P2, q1) - @il
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Notemos que:

1
(P2, o) = j P2(x) golx) dx

Exercicio \/§

?)
1
>.

12— (P2ydo) - do — (P2, 1) - qu|* = j p2(x) — (P2, Go) - Go(x) — (P2, 1) - g1 (X)) dx

1 2
1
(T8, (CZ8) & (T2T0) J (XZ x4 _) dx

0 6

Exercicio ]

=5 (14.221)
Logo, de ([Z=ZZ0) e ([Z=ZZT), segue que:
1
-~ 2 -
q2(x) = V180 (x X + 6)
=65
=5 (6x*—6x+1), paracada x€R. (14.222)

Desta forma, uma base ortonormal de (£ (R),+, ) é dada pelo conjunto

B ={q0,91,92},

onde os polindémios (s, , q1, g2 sdo dados por ([ZZ1H), ([Z=Z1Y), ([(Z=Z2J), respectivamente.
’Até aqui para a 2.a prova‘

(19.11.2015 - 28.a]

14.8 Complemento Ortogonal

Comegaremos introduzindo a:

Definigao 14.223 Sejam (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo),
munido de um produto interno (-,-) e U um subespago vetorial de (V,+,-).
Definimos o complemento ortogonal de U, indicado por U, como sendo o con-

Junto
Ut ={veVv;(v,u)=0, para cada u < U}. (14.224)
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Com isto temos a:

Proposicao 14.225 Na situagdo acima, temos que o conjunto U+ é um subespacgo ve-
torial de (V,+,-).

Prova:
Notemos que

0O eut,
pois (O,u) =0, paracada ueuU.

Se v,w € U* e « € R (respectivamente, C) entdo, para cada u € U, temos

propriedades de p.i.
) = {

Vv+o-w,u v,u) +a(w,u)

=0.

Portanto, (v + o -w) € U+, mostrando que o conjunto U+ é um subespago vetorial de
(V,+,-), completando a demonstragdo do resultado.

Temos a:

Observacao 14.226 Se o espago vetorial real (respectivamente, complezo) (V,+,-), mu-
nido de um produto interno (-,-), tem dimensdo finita e U é um subespago vetorial de
(V,+,-), entdo v € Ut se, e somente se, o vetor v é ortogonal a todos os vetores de
uma base qualquer de (U, +
De fato, se o conjunto

') 'v)'

B={uw,uz, -, un}
€ uma base de (U,+,,-,) , entdo se u € U, ezistem escalares
X, 0, 0y €E R (respectivamente, C),
tais que
U=0 -W+o - U+-+ - Up. (14.227)

Portanto v € Ut se, e somente se,

(viu)=0, para cadauec U,

ou seja, (vioq -w+ -+ o - up) =0,
1sto é, o (Vywr) + -4 o (V) =0,
que € equivalente a, (viwy) =---=(v,u,) =0,
POLS X1, 0y, -+ , &y € R (respectivamente C) sdo quaisquer, ou seja, o vetor v € ortogonal

a todos os vetores da base B de (U,+,-), como afirmamos.

Apliquemos estas idéias ao:
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Exemplo 14.228 Consideremos o espago vetorial real (R3,—l—,-) (onde + e - sdo as
operacgoes usuais de adi¢ao de ternas e multiplicacao de numero real por terna, respec-
tivamente), munido do produto interno (ZZTd) (comn=3) e

U={(x,y,z) eR’;x—y—2z=0}. (14.229)
Encontre o subespaco vetorial U, uma base e a dimensdo do mesmo.

Resolugao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que o conjunto U é um subespago
vetorial de (R, +,").

Temos
(x,y,z) e U
se, e somente se, X=yYy+z
ou, equivalentemente, (x,y,z) =(y+2z,y,z)

:y~(1,1,0)+z~(1,0,1),
ou seja, u=_[1,1,0),(1,0,1)].
Notemos que vetores
(1,1,0) e (1,0,1)

sdo L.I. em (R*,+,") .
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo o conjunto de vetores

B={(1,1,0),(1,0,1);

é uma base de (U, +, ).
Assim, da Observagdo ([Z2Z0) acima, segue que

(x,y,2z) e U
se, e somente se, ((x,y,2),(1,1,0))=0 e ((x,y,z),(1,0,1))=0,

. {x+y =0
ou seja,

x+z=0
ou ainda, y= ,
z=—X
isto &, (x,y,z) =(x,—x,—x) =x-(1,—1,—1), paracada xe€R.

Assim,
ul = [(] »_] »_])])

ou seja, o conjunto de vetores
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¢ uma base de (U*,+,).
Em particular, segue que
dim (U™) =1.

Temos o:

Teorema 14.230 Sejam (V,+,:) um espago vetorial real (respectivamente, complezo),
munido de um produto interno (-,-), de dimensao finita e U um subespaco vetorial de
(V, +, )
Entao
V=UolU*. (14.231)

Prova:
Dado v € V, consideremos o vetor w, que é a projegao ortogonal do vetor v sobre o
subespago vetorial U, (veja a Defini¢do ([ZTR4)) isto é,

W= (V) W e (V) U, (14.232)
onde
B:{u1>u2>"' )un}

é uma base ortonormal de (U,+, ,-,).

Observemos que
v=w+ (v—w).

Logo, pela Proposigdo ([ZT33), como w € U, teremos que
(v—w)LlU,
ou seja, para cada u € U, segue que
(v—w,u)=0.

Logo,
v=_w +(v—w)elu+ut,

~N ——
cu utL

mostrando que
V=U+U"+.

Agora, se
ueunut, segueque (u,u)=0

e, portanto, u = O, ou seja,
V=UsUut,

completando a demonstragao do resultado.
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14.9 Isometria

Defini¢ao 14.233 Sejam (U,+,:) e (V,+,:) espacos vetortais reais (ou complezos),
munidos de produtos internos.
Diremos que T € L(U,V) € uma isometria de U em V se

(T(w), T(w)) =(w,wy), para cada u,u; €U, (14.234)
(ou seja, se a transformacdo linear T "preserva produto interno”).

Observacao 14.235 Notemos que os produtos internos acima, embora representados
pelo mesmo simbolo, sGo produtos internos de (V,+,-) e de (U,+,-), respectivamente,
1sto €, de modo rigoroso, deriamos escrever

(Tw), T(wa)), = (w,w), , paracada w,u; €U.

Para simplificar a notagao omatiremos os indices U e V, nos respectivos produtos
internos envolvidos na identidade acima.

Com isto temos o:

Exemplo 14.236 (rotagao em R?) Sejam 0 € R fizado, (Rz,—i-, ) espaco vetorial real,
munido do produto interno (IZ™) (comn=2) e T:R?> — R? dada por

T(x,y) = (x cos(8) —y sen(0),x sen(0) +y cos(0)), para cada (x,y) <€ R*. (14.237)
Mostre a aplicagdo T € uma 1sometria de (R2,+, ) em (Rz,—i-, )

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que T € £ (]Rz).
Se

(x1,Y1), (x2,Y2) € R?,

temos que:

(TOa,y1), Tlx2,92)) == ((x1 cos(0) —y; sen(0),x; sen(0) +y; cos(0)),
(x2 cos(0) —y; sen(0),x, sen(0) + y, cos(0)))

= % [cos?(6) + sen?(0)]
(

— Y1 X2 [—cos(0)sen(0) + cos(0) sen(0)]
—X1Y3 [cos(0) sen(0) — cos(0) sen(0)]
+ Y12 [cos®(0) + sen?(0)]

=X1X2tY1 Yz

= ((x1,y1), (x2,Y2)),

mostrando que o operador linear T é uma isometria de (Rz y Ty ) em (IR{Z y )

Temos o:
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Teorema 14.238 Sejam (U,+,-), (V,+, ) espacos vetoriais reais (ou complezos), mu-

nidos de produtos internos e T € L(U, V).
Sao equivalentes:

1. T é wma isometria de (U,+,-) em (V,+,-);

2. para cada u € U, temos que
T = [jul.

3. para cada u,v € U, temos que

IT(w) =T = flu—vI.

4. Se o conjuto
{LL] y U2y )un}

€ um conjunto ortonormal em (U,+,-), entdo o conjunto

{Tlw), T(uz)y -+, T(un)}
serd um conjunto ortonormal em (V,+,-).

Prova:
Mostremos que 0. implica em DO. :

Como T € £(U, V) é uma isometria, segue que

(T(w),T(v)) =(u,v) paracada u,ve .

Em particular, fazendo u = v na identidade ([Z=2ZT) acima, obteremos:

T = (T(w), T(w)

(=)
= (ww
= |[u||®, paracada ueuU,
ou seja,
ITOW = [full,

para cada u € U, mostrando que B. ocorrera.
Mostremos que O. implica em B. :

Notemos que, para cada u,v € U, temos:

T é transformagdo linear
[T(w) =T = [T —v)l
(rz=z=3)
= [u—vl,

mostrando que B ocorrera.
Mostremos que B. implica em . :

(14.239)

(14.240)

(14.241)
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Notemos que, para cada u,v € U, temos que:

v=—(—v) e T é transf. linear

IT(w) + T = IT(w) = T(=v)||

(cz=zm)

lu—(—v)|| = [[u+v|. (14.242)

Pela Proposigdo ([Zd), para cada u,v € U, segue que:

() 1

(T, Tv) =" 5 [ITW) + TP = [Tw) = TW) ]

(=) 1

= g [l = u =]
(=)

=" (u,v),

mostrando que 0 ocorrera.
Mostremos que 0. implica em . :

Se o conjunto
B={uw,uy, - ,up}

é um subconjunto ortonormal de (U, +,-), entdo, como a aplicagdo T é uma isometria, para
cada i,j €{1,2,---,n}, segue que:

( [ 237 )

<T(ul) )T(u])> = <ui)uj>
Bé orténormal 1 ) para i= J
0, parai#j
ou seja,
{T(ul) )T(uZJ y " T )T(u’n)}

é um conjunto ortonormal em (V,+,-), mostrando que B. ocorrera.
Mostremos que BA. implica em [. :

Seja
B={w,u, - ,uy}

uma base ortonormal de (U, +,-).
Por hipoétese, temos que o conjunto

C={Tl),Tlu) -, T(un)}

¢ um conjunto ortonormal em (V,+,-).
Com isto, temos que, se u,v € U, como B é base de (U, +,-), segue que existem escalares

Xy 0y Oy P1yP2y Pn € R (respectivamente, C),

tais que
u=o; - w+--+ax-us € v=p37-u+- -+ pn-Un. (14.243)
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Assim, obteremos:

<T(LL) )T(V) () < (Z X - LL1> ,T (i [5]- . LLJ>>

n n
T é transformagdo linear
= < - T(w), ) By ‘T(Uj)>
P -
X4
1

i=
n o on
Proprledades de p.i. Z Z
j=

i=1

B; (T(w), T(w))
-~ ——

=B, no caso C =8y

= Z o Bs (z Z o Bi, no caso (C) ) (14.244)
i i

Por outro lado,

(m) [ =
(10, v) = <zoq.ui,zﬁj-uj
i=1 =1

n
Propriedades de p.i.
— E E (%47 Bj < 1'% )uj>
P ~— —

=B;, no caso C =8y
n n
= Z o Bs (z Z i Bi, DO caso (C> . (14.245)
i=1 i=1
Comparando as expressdes ([Z224) e ([Z=2Z3H), concluimos que a aplicagdo T é uma iso-
metria de (U, +,) em (V,+,-), completando a demonstragdo do resultado.

Como consequéncia temos o:

Corolario 14.246 Sejam (U,+,-), (V,+,-) espagos vetoriais reais (ou complexos), mu-
nidos de produtos internos e T € L(U,V) uma isometria de (U,+,-) em (V,+,-).
Entao a transformacao linear T € injetora.

Prova:
Basta ver que se u € U, satisfaz
T(u) = O>
como a transformacgdo linear T é isometria de (U,+,-) em (V,+,-), segue que

item BO. do Teorema (I[Z223)
i

= T
= [lO]f=o0.
Portanto ||u|| =0, o que implicard que (propriedade de norma)
u=0,

mostrando que a transformacgao linear T é injetora, completando a demonstracdo do resultado.

|
Também como consequéncia temos o:
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Corolario 14.247 Sejam (U,+,-), (V,+,) espagos vetoriais reats (ou compelzos), mu-
nidos de produtos internos,

dim(U) = dim(V)
eT e L(UV) uma isometria de (U,+,-) em (V,+,-).

Entdo a transformacgdo linear T é um isomorfismo de (U,+,-) em (V,+,-).

Prova:
Como os espagos vetoriais reais (ou complexos) (U, +,-) e (,+, )V tém a mesma dimensdo,
pelo Corolario ([Z=2Z8) acima, segue que a transformacdo linear T é injetora.
Como
dim(U) =dim(V),

do Corolario ([167), temos que a transformagdo linear T é uma bijegdo, isto é, um isomor-
fismo de (U,+,-) em (V,+,), completando a demonstragdo do resultado.

Apliquemos estas idéias ao:

Exemplo 14.248 Sejam (Rz y 1 ) espago vetorial real, munido do produto interno (IZ-139)
(commn=2)eTel (Rz) tal que, a matriz do operador linear T em relacdo a uma base

ortonormal de (R2,+,') € dada por
(L3) (1429

Pergunta-se: o operador linear T € uma isometria em (R2,+,-,(-,~>) ?

Resolucao:
Vejamos, se
B = {u,v}

(£ 3)

€ a matriz de uma isometria S € £ (Rz) com relagdo a base B, entdo deveremos ter:

€ uma base ortonormal de (R*,+,-) e

S(uy=a-u+c-v, (14.250)
Sv)=b-u+d-v. (14.251)

Notemos que, como o conjunto B = {u, v} é uma base ortonormal de (IR{Z y T+ -), segue que

(S(u),Sv))=(a-u+c-v,b-u+d-v)
=ac (u,u)+ad (u,v)+cb (v,u)+cd (v,v)
=1 =0 =0 =1
—ab+cd. (14.252)
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em particular, teremos
S| =Var+c* e |IS(w)]| = Vb*+di. (14.253)

Pelo item O. do Teorema ([Z—227), deveremos ter:

Sl =lul=1 e IS0 s M =T
=/a? + ¢?

Além do mais,

—
wn

£
w
<

=
I

(u,v)y=0.

= btb d

Logo, das consideragdes acima, os coeficientes a,b,c,d € R deverdo satisfazer o seguinte
sistema (ndo linear)

a’?+c?=1
br+d2 =1
ab+cd=0
Deste modo, o operador linear T nao pode se uma isometria pois, por exemplo,
@+ =P (22 =541,

0

Observagao 14.254 Sejam (U, +,-) espago vetorial real, finitamente gerado, munido de
um produto interno, o conjunto

Bi{u]»uZV" »un}
uma base ortonormal de (U,+,:) e T € L(U) uma isometria em (U, +,-).

1. Encontremos a matriz do operador linear T em relacdo a base B.

Consideremos
M = [T]g = (ay) .
Para cada j € {1,--- ,n}, temos que:
T(w) = aij-w+- -+ apj - Un. (14.255)
Asstm, para cada i,j € {1,--- ,n}, teremos:

(T(w), T(w)) = (@i - w4+ Qni - Un,y Q5 - U+ -+ Apj - Un)

n n
Propriedades de p.i. real
= E Qi * Uk, § Amj - U

k=1 m=1

n
- Z Qi amj <uk ) um>

n
— — N~—
k=1 m=1
n

:5km
= E Aki Ay
k=1

=@+ 4 ni Gy (14.256)
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Por outro lado temos que:

<T(U1) »T(u’))> = <ui )uj>

base ortonormal
i 5s;

1 i=j
) el (14.257)
0, Dparai##j

Portanto, de ([Z2258) e ([Z257), segue que para cada j € {1,2,--- n}, deveremos
ter:

A1i Ay + ay; ay; + -+ A any = 51]' . (14258)

Portanto, as colunas da matriz M, quando vistas como vetores de (R",+,-), sdo
vetores ortonormats em (R",+,-), munido do produto interno ([IZ-19).

2. Vale observar também que, na situagao acima, teremos que

B .
Mt M xeg’l,C’LO (aﬁ. a1]~ +--F ani anj)i.»jE{] )2y}
L (14.259)

Com isto introduziremos a:

Definicao 14.260 Uma matriz quadrada de ordem n, com a propriedade acima, 1sto é,
tal que

MM =1, (14.261)

serd chamada de matriz ortogonal.

Observacgao 14.262

1. Em particular, o Ezercicio (EZ2) do Apéndice (@), nos diz que se uma matriz
M € M,,(R) € uma matriz ortogonal, entao ela serd uma matriz tnversivel e além
disso, sua matriz tnversa serd sua matriz transposta, 1sto €,

M~ =ML

2. Observemos que a equacgao
MM =1,,

nos diz que as linhas da matriz M, quando vistas como vetores de (R™,+,-),
sdo vetores ortonormais no espago vetorial (R™,+,-), munido do produto interno

(C£13).
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3. Se a matriz M € M,,(R) € uma matriz ortogonal, entdo

[det(M)]* = det(M) det(M)

det(M)
Apéndice

Mt M=I,

Conclusao: o determinante de uma matriz ortogonal serd igual a +1.

Apéndg:e (@) det(Mt

2@ et (M M)
det(I,) =1,
1sto €, det(M) = +1.

" det(MY) det(M)

395

(14.263)

4. A reciproca deste fato nao é verdadeira, isto €, existem matriz quadradas A €

M. (R), de modo que

det(A) = £1,

de modo que a matriz quadrada A nao seja uma matriz ortogonal.

Dewzaremos como exercicio para o leitor encontrar uma tal matriz quadrada.

14.10 Maximos Minimos Locais de Funcoes, a Valores Re-
ais, de Varias Variaveis Realis

Nesta segdo, faremos uso do Corolario ([ZI24), para classificar os pontos criticos de uma

fungdo f: A C R™ — R que é de classe C?> em um subconjunto aberto A C R™.

Para isto, lembremos que a matriz hessiana da funcao f no ponto P € A, indicada

por Hess¢(P), serd dada por:

0% f
~—(P)
x4
0°f

Hess¢(P) = %, Ox,

0%f
0Xy, 0%q

o%f
0x7 0X

o°f
0%y 0Xp,

o*f
ox2

(P)

(14.264)

O determinante da matriz acima, serd denotado por H;(P), e denominado hessiano da

funcao f no ponto P € A, isto &,

0%f
~—(P)
x4
0%f
aXZ aX1

o%f
0%y, 0X1

0%f
0%7 0Xyy

0%f
0%, 0%,

0*f

2
x4

(P)

(14.265)
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Notemos que, para cada P € A, como f € C*(A; R), do Teorema de Schwarz (visto na

disciplina de Célculo 2), segue, para cada i,j € {1,2,--- ,n}, temos que
0%f o%f
P) = P).
8xi an ( ) an an ( )

Com isto temos que a matriz hessiana de f no ponto P € A, isto é, a matriz quadrada
Hess¢(P), € uma matriz simétrica e portanto podemos aplicar o Corolario ([ZT89) a mesma
e assim obter n autovalores reais associados a matriz hessiana de f no ponto P e uma base
ortonormal de R™ formada por autovetores associados a matriz matriz hessiana de f no ponto
P, relativamente aos n autovalores associados a matriz matriz hessiana de f no ponto P.

Teorema 14.266 (Classificagao de pontos criticos por meio de autovalores)
Sejam A C R™ um subconjunto aberto e f € C2(A; R).
Suponhamos que o ponto P, € A € um ponto critico da funcao f, isto €,

Vf(P,) = O € R".

Sejam
AGA2, e A
os autovalores (que serdo numeros reais) associados d matriz hessiana da fungdo f no
ponto P,.
Entao:
1. se

A; >0, wparacada je{l,2, --,n}, (14.267)

entao o ponto critico P, da fung¢ao f serd um ponto de minimo local da funcao f.

2. se
A; <0, wparacada je{l,2, --,n}, (14.268)

entao o ponto critico P, da fung¢ao f serd um ponto de mdzximo local da funcao f.

3. se existirem dois autovalores A;, e Aj,, paraji, j, € {1,2,---,n}, com sinars opostos,

por exemplo,
7\]'] >0 e 7\]'2 < O,

entdo o ponto critico P, da fung¢ao f serd um ponto de sela da fungao f.
4. nos demais casos, 1sto €,

(a) se \; >0, para todo j € {1,2,--- ,n} e existe, pelo menos, um autovalor

ou
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(b) se \; <0, para todo j € {1,2,---,n} e existe, pelo menos um, um autovalor

nao podemos afirmar nada sobre a natureza do ponto critico P, da funcado f.

Demonstracgao:

Daremos a seguir uma idéia da demonstragao.

Ao invés de usarmos a base candnica de R", usaremos o Corolario ([ZI8d), que garante
que existe uma base ortonormal {V;,V,,---,V,} de R", formada por autovetores associados
a matriz hessiana da fungdo f no ponto P,.

Além disso, todos os seus autovalores sdo reais.

Em particular, teremos
Hess(P,)V; = A -Vj, paracada je{l,2,---,n}k
Consideremos a fungdo g: [0, 1] — R dada por
g(t)=f(P,+t-u), paracada tel0,1],
onde o vetor U é um vetor ndo nulo e, com norma suficientemente pequena, para que o ponto
P,+t-ue A, paracada te][0,]1].

Notemos que isto é sempre possivel pois o conjunto A é um subconjunto aberto em R" e
P, € A.
Usando a Regra da Cadeia, podemos mostrar que,

g'(0)=Vf(P,)etli=0 e ¢g"(0)=[Hess¢(P,)u]e1i.

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.

Observemos que, da Férmula de Taylor de ordem 2 para a fungdo f no ponto P, (visto na
disciplina de Célculo 2), quando a norma do vetor U é pequena o bastante, o valor de f(P),
para P = P, + 1, ficara suficiente préximo de

f(P,) + % [Hess¢(Py)u] @ 1.

Com isto, escrevendo o vetor U na forma (lembremos que {V;,V,,...,V,} € uma base de
R™)
U=h - Vi+hyVo+--+hy-Vn,
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teremos que:

2[f(P) — f(P,)] ~ [Hess¢(P,) ()] @ T
= [Hess¢(Po)(hy - Vi + -+ hy - V)] @ (hy - Vi + -+ hyy - V)
= [h Hessf(Po)(w) -+ hy Hess¢(Po) (V)] @ (hy - Vi 4+ -+ + hyy - V)

Hessf (PO )\7] :}\] ‘7]

(A - Vi 4 4 (haAn) - Vi) @ (hy -V 4 -+ -+ hy - V)

i Aihi hy) (Vi e V)

Vl.VJ L] Z}\ }112
=AM h2 4 A h (14.269)

pelo fato dos autovetores associados a matriz hessiana da funcdo f no ponto critico P, forma-
rem uma base ortonormal de R™.

Com isto podemos completar a demonstragao deste resultado, tratando cada um dos casos
separadamente.
Mostremos que [. ocorre.

Para isto, suponhamos

A; >0, paracada je{l,2,---n}. (14.270)
Entdo ([Z=Z70) implicarad que
Mh?+ - +AhZ2 >0, pois G=hi-Vi+ - +hy v, £0.

Logo, de ([Z=Z53), teremos

2[f(P) = f(Po)l ~ ) Aihi >0,

ou seja,
f(P) > f(P,), paracada P~P,,

que nos diz que a fungdo f tem um ponto de minimo local no ponto critico P,.
Mostremos que O. ocorre.
Para isto, suponhamos

Aj <0, paracada je{l,2, --,n}. (14.271)
Entdo ([Z=Z7T) implicarad que
Mhie+ 4+ A hZ2 <0, pois G=hy-Vi4+-+hy-vi#O.

Logo, de ([Z=Z53), teremos

2[f(P) — f(P)l ~ > Aihi <0,
i=1
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P~P,,

para cada

ou seja,
f(P) < f(P,),
que nos diz que a fungdo f tem um ponto de méaximo local no ponto critico P,

Com isto mostramos que os itens 0. e . sdo verdadeiros

Mostremos que B. ocorre
Suponhamos agora que existam
Ai<O0 e A>0, paraalgum 1i,je{l,2,--- ,n}. (14.272)
Consideremos
P;=P,+h;-vic A, onde h;#0, (14.273)
P,=P,+hj-vie A, onde h;#0. (14.274)
Deste modo temos, por ([Z=2E1Q):
2[f(Py) — f(Po)] ~ [Hess¢(Po) (hi - vi)] (h¢- Vi)
=h?|[ Hessf(P )(vi)] @
HessiPo VTN 2 [\ 5, 0 )

7 oV

Vi

Zzm) e (X233
7\h2( )<( )O

ioVi=

e
[Hess¢(Po)(hy - vj)] @ (hy - vj)

2[f(Py) — f(P,)] ~
— hj Hessf(Po)(Vj)] oV
PO s 45
Z=Z) e (ZZA
2 ( )>( ) 0.

Ty

Estas duas desigualdades mostram que
€ f(PZ) > f(Po) y para Ph PZ ~ PO)
isto é, que a fungdo f tem um ponto de sela no ponto

f(P1) < f(Po)

completando a demonstragdo de B
critico P,.
O caso B. segue de exemplos semelhantes ao do Teorema do caso bidimensional
Por exemplo, se considerarmos as fungdes f,g,h: R™ — R dadas por
N . 4 4 <4 4
yXn) =XTHX2, gXayXa, ey Xe) ==X —X2 e hi(xg X, X)) =x—xg,
,Xn) € R™, entdo teremos que que a origem

f(x1,x2, -
oi(o)o)"' )0)

onde (x1,X2, -
serd um ponto de minimo local (que também serd ponto minimo global) para a funcdo f
serd um ponto méximo local (que também serd ponto de méaximo global) para a fungdo g e

também serd um ponto sela para a funcdo h
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A verificagdo destes fatos serd deixado como exercicio para o leitor.

Note que nos trés casos, os autovalores associados as respectivas matrizes hessianas das
fungdes f, g e h, no ponto critico P,, serdo todos nulos.

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo destes fatos.

|
Apliquemos o resultado acima ao exemplo:
Exemplo 14.275 Classifique os pontos criticos da funcdo f:R?> — R dada por
f(x,y,z) =x*=3x+y*+22—2z, para cada (x,y,z) € R3. (14.276)
Resolucgao:
Observemos que a f € C* (R*; R) e para (x,y,z) € R temos:
of of of
&(x,y,z):?)xz—?), @(x,y,z):Zy, a—z(x,y,z):ZZ—Z, (14.277)
0%f 0%f 0%f
@(X>U>2)26X> a_yz(X)y)Z)ZZ) a_zz(xvy>z):2v (14-278)
aZf Teor. Schwarz aZf
W(X>U>Z) = Ox 0 (X)U)Z)ZO> (14'279)
aZf Teor. Schwarz aZf
m(x,y,z) = axaz(x,y,z):o, (14.280)
aZf Teor. Schwarz azf
m(X)y)Z) = azay(xyyyz)zo- (14‘281)
Encontremos os pontos criticos da fungao f a saber:
(O»O>O) = Vf(x>y >Z)
=D 3x2 -3,2y,22-2)
(32 -3 =0
ou seja, 2y =
2z—2=0
= +1
(Z =
ou, equivalentemente,
P, =(1,0,1) ou P,=(-1,0,1), (14.282)

sdo os Unicos pontos criticos da funcao f.
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A matriz hessiana associada a fungdo f em P = (x,y,z) serd dada por:

ﬁ(x z) ﬂ(x z) ﬂ(x z)
axz )y) axay )y) aXaZ )y)
0%f 0%f 0%f
Hessf(x,y,z): w(x’y,Z) a_yz(xayaz) m(XﬂJ»Z)
O ) Sy Sy
dzox Y 0z 0y Yo 02 Y
(zZma), (Tz=Zrd) ,(Z2=0) e(IZ2ET) 6x 00
0 0 20 (14.283)
0O 0 2

Desta forma teremos, para o ponto P; = (1,0,1), que

Hess¢(P;) = Hess¢(1,0,1) (=)

S O O
o N O
N © O

Como a matriz acima é uma matriz diagonal, seus autovalores sao os elementos da diagonal
principal, isto é, os autovalores associados a matriz Hess(P;) serdo

7\] =6 e )\2 = )\3 =2. (14284)

Logo todos os autovalores associados a matriz hessiana de f, no seu ponto critico Py, sdo
positivos (isto é, maiores que zero).
Portanto, do item 0. do Teorema ([Z2EH), segue que o ponto critico Py = (1,0,1) é um
ponto de minimo local da fungéo f.
Para o ponto P, = (—1,0, 1) teremos:
—6

(rz=z=x3)

Hess¢(P;) = Hess¢(—1,0,1) © =

o N O
N © O

0
0
Como a matriz acima é uma matriz diagonal, seus autovalores sao os elementos da diagonal
principal, isto é, os autovalores associados a matriz Hess¢(P;) serdo
}\1 =—6 e 7\2 = 7\3 =2. (14285)
Logo os autovalores da matriz hessiana de f em P»,
}\1 = —6 € 7\2 =2

tém sinais contrérios.
Portanto, do B. do Teorema ([ZZ5d), segue que o ponto critico P, = (—1,0,1) é ponto
de sela da funcao f.
O
A seguir temos um exemplo para uma fungdo a valores reais, de quatro variaveis reais, a
saber:



402

CAPITULO 14. ESPACOS EUCLIDIANOS

Exemplo 14.286 Classifique os pontos criticos da funcdo f:R* — R dada por

f(X,y,Z,W) i2Xy+2yZ+yz+zz—2wz,

Resolucgao:

para cada (x,y,z,w) e R, (14.287)

Observemos que a funcio f é de classe C* em R® e, para P = (x,y,z,w) € R*, teremos:

of of

of

of

a(P):ZU, ay(P):2x+22—2y, aZ(P):Zy +2z, M(P):—le, (14.288)
g—:(P) =0, %(P) =-2, g—:(P) =2, :—:\;(P) =—4, (14.289)
af,z;x“” s aizafy (P)=2, (14.290)
aZZ;Z(P) Teor Seherm aizgy (P) =2, (14.292)
afzafwm e = ajvzgx“’) =0, (14.293)
ayazafw(P) Teor. Schwarz %(P) o, (14.204)

Encontremos os pontos criticos associados a fungao f, a saber:

(O>O>O)O) =

(z=z=m)

que é equivalente ao sistema linear:

/

isto é,

\

ou seja,

P, =(0,0,0,0)

sera o o tnico ponto critico da fungio f em R*.

Vf(xayasz)

(2y,2x+2y+2z,2y+2z,—4w)
2y=0

2x+2y+2z=0

2y+2z=0

—4w =0

x=0

y=20

z=0

w=0

)

(14.296)
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Temos que
0%f 0%f 0%f 0%f
— (P P P P
axz( ) axay( ) axaz( ) axaw( )
0*f o f 0*f o f
P —(P P P
ayax( ) ayz( ) ayaz( ) ayaw( )
Hess¢(P) =
0%f 0%f 0%f 0%f
P P —(P P
azax( ) azay( ) azz( ) azaw( )
0%f 0%f 0%f 0%f
—(P P P) —(P
awax( ) away( ) awaz( ) awz( )
020 O
(T, () (C2m) () () (E22) e (T2) 222 0 ’ (14.297)
022 0
000 —4
para cada P = (x,y,z,w) € R? (isto &, é uma matriz constante).
Em particular, no ponto critico P, = (0,0,0,0), teremos:
020 O
222 0
Hess¢(P,) = 02 2 o0
000 —4
O polinémio caracteristico associado & matriz Hess(P,) sera dado por:
pa(A) = [Hess¢(Po) — ALy
A 2 0 0
2 2=N 2 0
10 2 2—A 0
0 0 0 —4-A
=A"—20A* — 8\ +32
BRI (44 A) (N — 4N — 4N+ 8) . (14.298)
Notemos que
MN=—4<0

é uma raiz do polindmio carateristico pa.
Logo um autovalor associado a matriz hessiana da fungao f, no seu ponto critico P,, sera

A = —4.

Como pa € uma fungdo continua em R (pois é uma fungdo polinomial) e

(=) (=)

ra(0) " =732>0 e pa2) = -48<0,
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segue, do Teorema do Valor Intermediério (ou do Anulamento), que existe A, € (0,2) tal que

pAU\Z) = 0»

ou seja, existe um autovalor A, associado a matriz hessiana da fungdo f no seu ponto critico
P, que é positivo, ou seja,

A > 0.

Portanto, do B. do Teorema ([ZZHH) (temos que A\; < 0 e A, > 0), segue que o ponto
critico P, = (0,0,0,0) é um ponto de sela da fungdo f.

O resultado a seguir, que também é um resultado de Algebra Linear, nos fornece uma
condicdo necessaria e suficiente para decidir se uma matriz simétrica apresenta todos os
autovalores positivos ou todos autovalores negativos.

Para enuncia-lo precisaremos da:

Definicao 14.299 Seja A = (ay;) uma matriz quadrada de ordemn ek € {1,2,--- ,n}.
Definimos o menor principal de ordem k associado a matriz A, como sendo o deter-

minante da sub-matriz Ay = (aij)1<i<k, que serd denotado por my(A), ou seja, se a matriz
1555k

A € dada por

an a2 as Arx Ain
azs az; azs s (65 s (o5
A= k1 ag2 ag3 s (6859 s Qkn y
Au+n1 Qu+n2 Auns oo Qe 0 Qk+)n
ani an2 an3 e Ank Tt Qnn
entao
apn a2z a3 - Ak
. Q21 a2 az3 - Ak
mk(A) =

Ay Qg2 Gg3 -+ QAkk

Exemplo 14.300 Suponhamos que a matriz A é dada por

1 =200
2 2 20
A= 0 2 20
0 0 0 4

Encontre todos os menores principais da matriz A.

Resolugao:
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Temos que
my[A] = det(A)
1 -2 0 0
22 20
002 20
O 0 0 4
Bxercicio 37 (14.301)
1 -2 0
m3Al =12 2 2
o 2 2
Exercicio
=8, (14.302)
1 -2
my[A] = 2 9
=0, (14.303)
mi[A] = 1‘ ~1. (14.304)
O

Com isto temos o seguinte resultado:
Teorema 14.305 Seja A = (a;;) uma matriz quadrada simétrica de ordem n.

1. Todos os autovalores associados a matriz A saGo maiores que zero se, e somente
se,
mg(A) >0, para cada ke{l,2,---n}. (14.306)

2. Todos os autovalores associados a matriz A sGo menores que zero se, e somente

se,
mg(A) <0, para ke{l,2,---,n} que é impar,
e
mg(A) >0,, para ke{l,2,---,n} que € impar,
ou seja,
myr 1(A) <0, para ke{l,2,---,n} (14.307)
e
my(A) >0, para ke{l,---,n}. (14.308)
Demonstragao:

A demonstracao deste resultado serd omitida.
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Observagao 14.309 O item B. segue do item O, trocando-se a matriz A pela matriz —A
e notando-se que
my(—A) = (=) my(A).

A demonstracdo da tdentidade acima serd deirada como exercicio para o leitor.
Com isto podemos tratar do seguinte exemplo :

Exemplo 14.310 Suponhamos que a matriz hessiana de uwma funcdo f: A C R* — R,
de classe C> em A, no ponto critico P, € A, onde A é um subconjunto aberto em R*,
seja dada por:

11T 00
1220
Hess¢(P,) = 02 5 0 (14.311)
0 00 4
Classifique o ponto critico P, da funcao f.
Resolugao:
Observemos que:
11T 00
1220 xercicio
my[Hess¢(P,)] = 025 0 Fxere 4>0,
0 00 4
110 B
ms[Hess;(Po)] = [1 2 2| L1 0,
0 25
11
my[Hess¢(P,)] = =1>0,
1 2
my[Hess¢(P,)] = 1’ =1>0.

Como
my[Hess¢(P,)] >0, paracada ke{1,2,3,4},

segue, do [I. Teorema ([Z204), que todos os autovalores da matriz Hess¢(P,) sdo maiores que
ZEro.

Logo, do item @M. do Teorema ([Z2ED), segue que a funcdo f terd um minimo local no
ponto critico P,.

O

14.11 Exercicios
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Capitulo 15

Forma Canoénica de Jordan

[26.11.2015 - 30.a]

15.1 Introducao e Exemplos

Como vimos no capitulo [3, nem todo operador linear, definido em um espago vetorial real
(ou complexo) de dimensdo finita, é diagonalizavel.

No entanto, se (U, +,-) € um espago vetorial real finitamente gerado e T € £(U), existira
uma base com relagdo a qual, a matriz do operador linear T, em relagdo a essa base, ficara
”mais parecida” a uma matriz diagonal.

A seguir daremos uma pequena descrigdo de como é a forma desta tal matriz "mais pare-
cida” com uma matriz diagonal, mas antes precisamos de algumas notagoes.

Observagao 15.1 Consideremos (U,+,:) um espago vetorial real, de dimensdo finita,
wgual an, e T € L(U).

1. Seja pt(A) o polinédmio caracteristico assoctado ao operador linear T.

Observemos que, pelo Teorema Fundamental da Algebra, o polinémio pr fatora-se
como
prA) = (A =A™ s (A — A)™ @[(7‘ — o)+ BAT - [(A— o) 4+ BT, (15.2)

NV
fatores correspondentes as raizes reais  fatores correspondentes as raizes complezas e ndo reais

onde
Ai #Aj, para cada i#j, com i,je€{l,2,--- ,n}
e
(v Br) # (xs,PBs) para v#s, com r,se{l,2,--- k}.
2. Notemos que, para cada v €{1,2,---,k}, a parcela do tipo

2 2
(}\ - “r) + Br
surge do fato que, como o polinémio pr tem coeficientes reais, se

o +1- By

407



408

CAPITULO 15. FORMA CANONICA DE JORDAN

for uma raiz compleza, nao real, desse polinémio, entdo o conjunto
o — i Br
também serd um raiz do polindémio pr.

Assim teremos:
(o‘r‘f_i' Br) : (o‘r_i' BT) - (X*r2+ Brz-

De modo geral, o Teorema Fundamental da Algebra, garante que podemos escrever
o polinémio pt como produto de um numero finito de fatores que serao poténcias
naturais, de polindmaos irredutiveis do 1.0 e do 2.0 graus sobre R.

Notemos que, para cada v €{1,2,--- Kk}, temos que o escalar
Xy + i BT

serd uma raiz compleza (ndo real) do polinémio caracteristico pr.

Além disso temos

my+-tmy+2pr -+ 2pe=n
= dim(U). (15.3)

Se
AeER

(que, mats adiante, serd uma raiz real do polinémio pt) e
Te N,

denotaremos por J(A; 1), a matriz quadrada de ordem r, cujos elementos da dia-
gonal principal sao i1guais a A e todos os elementos, logo acima dessa diagonal,
sao tguais a 1, ou seja,

AT O - 00
OAT1T -~ 00
Jlooar 00
=L L
0O 0 0 - A
000 - 07
100 00 01 0 00
01 0 00 00 1 0 0
0 01 00 0 00 00
= o+
00 0 10 00 0 0 1
000 0 1 0 00 00

TXT TXT

=A-L+N, (15.4)
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onde I, € a matriz identidade de ordem r e

010 00
001 00
000 -+ 00

N=|. . L (15.5)
000 -+ 01
000 -+ 00

TXT
Notemos que N € a matriz nula, 1sto é,
N'=0,
ou seja, a matriz quadrada N € uma matriz nilpotente (de ordem r).

Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.

Se
ax+1i-peC\R

(que, mazts adiante, serd uma raiz compleza, nao real, do polinémio pt) e

reN

€ um numero par, denotaremos por R(w,P;r) a matriz quadrada de ordem r
defintda por:

x B 1 0 0 0
B a 0 T 0 0
0 0 a B 0 0
Rla,p5m)=| 0 0 —f « 0 0 (15.6)

o
(@]
o
K
s

TXT
Sejam
B] )BZ)"' )Bk
matrizes quadradas, nao necessariamente, de ordens 1guais.
Denotaremos por
dlag(Bl )BZ)"' 3Bk)
a matriz quadrada de ordem igual & soma das ordens de cada uma das matrizes

quadradas By, --- , By, dada por: por

B, 0 --- 0

dlag (B1 )BZ y ' T )Bk) = . 3 . . (157)
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9. Para ilustar se, por exemplo,

oo (10
B]i 0 21 e BZZ
00 2 0 0 3 4
0O 0 —4 3
entdo
2 1 0 o o0 o0 0
2 1 0 0 0O 0
0o 2 o o0 o0 0
dlag (B] ,Bz) =

0 0 0 3 4 1 0
o o0 0 —4 3 0 1
o o0 0 o 0 3 4
0 0 0 0 o —4 3

Com isto, temos o seguinte resultado, cuja demonstragdo serd omitida (para maiores
detalhes ver [O]):

Teorema 15.8 (Forma Canoénica de Jordan) Sejam (U,+,:) um espaco vetorial real,
de dimensdo finita e T € L(U), cujo polinémio caracteristico é dado por (I5X), onde

Ai #Aj, para cada i#j, com i,je{l,2,--- n}

((XT>BT)7£(CXS>BS) bara T7§S, com T,SEU,Z,"',k}.

B, >0, mparacada ve{l,2,---,k}. (15.9)

Entao existe uma base de (U,+,-), em relacdo a qual a matriz do operador linear
T € da forma
J = diag (J1,])2,---yJp,Ri,Ra, -+, Ry), (15.10)
onde as matrizes quadradas

IMJZ)"' )Jp

sao da forma
JAA; 1),  para algum reN e Ac{A,Ar,-- An}

e as matrizes quadradas
Ri,Ra, -, Ry

sao da forma

R(O(,ﬁ;S), bara algum seN € (“»B)E{(“1>B1))(0‘2>ﬁ2)5"')(“kaﬁk)}-
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Observacgao 15.11

1. Pode-se mostrar que a matriz |, obtida em ([E1M), € unica, a menos de permuta-
¢oes dos seus blocos que compdem a sua diagonal.

2. Se A é um autovalor real do operador linear T, entdo a soma das ordens dos blocos
do tipo
J(A;s)

serd 1gual a multiplicidade algébrica do autovalor A.

3. Se a+1-p € uma raiz compleza, ndo real, do polinémio pr (ou seja, um autovalor
complezo, ndo real), entdo a soma das ordens dos blocos do tipo

R, B; s)
€ 1gual ao dobro da multiplicidade algébrica da raiz x+1i- 3.

4. Se A € um autovalor real do operador linear T, com multiplicidade geométrica
1gual a r, entao existem, exatamente, r blocos do tipo

J(A; s)
assoctados ao autovalor A.

5. Suponha que
pr(A) = A =A™ - (A = A)™
onde
A#N, se i#j, com i,je{l,2,--- ,n}.

Se, para cada j €{1,2,---,n}, mj (a multiplictdade algébrica) € igual a multiplict-
dade geométrica de Aj, entao o Teorema de Jordan nos diz que o operador linear
T € diagonalizdvel.

De fato, pois neste caso os blocos do tipo
R, B5s)
Nnao ocorrerao.

6. Em resumo, o Teorema de Jordan nos diz que a matriz de um operador linear T,
com relagdo a uma base arbitrdria, € semelhante a uma matriz da forma (I210),
que serd denominada, matriz de blocos.

Apliquemos as idéias acima aos seguinte exemplos:

Exemplo 15.12 Seja (U,+,-) um espago vetorial real, finitamente gerado e T € L(U).
Encontre as possivets matrizes na forma candénica de Jordan do operador linear T,
cujo polinémaio caracteristico é dado por

pr(A) =(2—=AP(1—=A), para cada AeC. (15.13)
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Resolucao:
Notemos que, de (I213), o operador linear T possui dois autovalores, a saber,

7\1£2 € 7\2i1,

pois sdo as Unicas raizes do polinémio pr.
Como as multiplicidades algébricas e geométrica do autovalor

A =1

sdo iguais a 1 (pois o mesmo é uma raiz simples do polindmio pt), temos que o tnico bloco
correspondente a este autovalor sera

T3 1) = (A2) = (1). (15.14)

Com relagdo ao autovalor
A =2,

a sua multiplicidade algébrica é trés (é uma raiz tripla do polinémio pr).

Se sua multiplicidade geométrica for igual a 3, entdo existirdo trés blocos associados a
este autovalor e todos eles sdo iguais a (2).

Neste caso, a matriz da forma candnica de Jordan, para este operador serd forma:

(15.15)

o ©C o =
oS o N O
o b O O
N © © O

isto é, o operador linear T serd diagonalizavel.
Se a multiplicidade geométrica do autovalor

AN =2

for igual a 2, entdo existem dois blocos correspondentes a este autovalor que serdo da forma

J(2;1) = (2) J(z;z):<§ ;)

Assim, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador linear serd da forma:

0
(15.16)

o ©C o =
o o N O
S M O O
N = O

Se a multiplicidade geométrica do autovalor

AN =2
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for igual a 1, entdo existird um bloco correspondente a este autovalor, que serd da forma:

J(2;3) =

S O DN
(G S
N = O

Assim, a matriz da forma canénica de Jordan para este operador linear seria da forma:

(15.17)

o O©C o =
oS O N O
S N = O
b == © O

De ([2TH), (C2TA) e (IE11), segue que as possiveis matrizes na forma canénica de Jordam
associadas ao operador linear T serao:

100 0 100 0 100 0
0200 0210 0210
0020 loo2o0f © oo 21
0002 0002 0002

Deixaremos a resolugao do seguinte exercicio para o leitor:

Exemplo 15.18 Para o Ezemplo (1) acima, encontre qual das possiveis formas da
matriz de Jordan associada ao operador linear T € a que, realmente, ocorrerd.

Sugestao: encontre V(A\).

Temos também o:

Exemplo 15.19 Seja (U,+,-) um espaco vetorial real, finitamente gerado e T € L(U).
Encontre as possiveis matrizes na forma candnica de Jordan de um operador linear
T, cujo polindémio caracteristico € dado por

pr(A) = (1 =7 (4+)\2) , para cada A€ C. (15.20)

Resolucao:
Utilizando a notagdo do Teorema (IE3H), temos que

AM=1, a=0 e p=2.

Como
x+1i-p=0+1-2€C\R
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tem multiplicidade igual a 1 (como raiz do polindémio pt), associado ao mesmo s6 existe um
bloco do tipo

R(0, 25 2) = R(ex, ;1)

= (_aﬁ i)
_ (_02 g) |

Se a multiplicidade geométrica do autovalor

A =1

for igual a 2, entdo existem apenas dois blocos associados a este autovalor e sdo iguais a (1).

Neste caso, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador linear T serd da
forma:

10 0 0
01 0 0
00 o o (15.21)
00 —20

Se a multiplicidade geométrica do autovalor
A =1

for 1, entdo existe apenas um bloco, de ordem dois, associado a este autovalor que serd do
tipo

J(1;2) =J(A1; 2)
@) (A 1
L0 N
(11
~\o 1)

Neste caso, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador linear T serd da
forma:

(15.22)

De ([=720) e ([5=2J), segue que as possiveis matrizes na forma candnica de Jordam asso-
ciadas ao operador linear T serao:

10 0 0 11 0 0
01 0 0 01 0 0
00 o0 2| ¢ loo o 2
00 —20 00 —20
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Deixaremos a resolugdo do seguinte exercicio para o leitor:

Exemplo 15.23 Para o Ezemplo (=) acima, encontrar qual das possiveis formas da
matriz de Jordan assoctada ao operador linear T € a que, realmente, ocorrerd.

Tratemos agora do:

Exemplo 15.24 Sejam (R“, =+, ) espago vetorial real (onde + e - sGo as operagbes usuais
de R*) e a palicagdo T : R* — R* dada por

T(x,y,z,t) = 2x+y+z+t,2y—2z—t,3z—t,4t), para cada (x,y,z,t) € R*. (15.25)

Mostre que T € L (R4) e encontre uma base de (R4, +, ) com relagdo a qual a matriz
do operador linear T estd na forma candnica de Jordan.

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor verificar que T € £ (R“ )
Se
5 ={(1,9,0,0),(9,1,0,0),(0,0,1,0), (0,0,0, 1)}

é a base candnica de (R“, -+, ~), segue que:

T(1,0,0,0) = (2,0,0,0)
=2- (1303030)"’_0' (O>1>O)O)+O'(O)O)1)O)+O' (O>O>O>1)

(=3)

T(0,1,0,0) " ="(1,2,0,0)
=1 (1)O)O)O)+2' (O»]»O»O)+O'(O)O)]>O)+O' (0»03031)

(=m)

T(O>O>1>O) - (1>_1>3)O)
=1- (1303030)"'_(_1) : (0)1)O)O)+3'(O>O>1>O)+O' (O>O>O>1)
) =2 (1,-1,-1,4)
=1 (1)O)O)O)+(_1) : (O)])O)O)+(_1) : (O>O>]>O)+4' (O)O)O)])

T(0,0,0,1

Logo a matriz do operador linear T com relacdo a B de (R“, =+, -), serd dada por:

Tz = (15.26)

o o oM
©c o N =
w
|
—

O polindémio caracteristico associado ao operador linear T, serd dado por:

pr(A) = det [[T]z — AL
Bxerdelo (3 _A) (4 —A)(2—A)?, paracada AeC.
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Com isto podemos mostrar que
v(3)=100,1,-1,0] e V(4)=I[(0,0,1,-1)].

A verificagdo destes fatos serdo deixados como exercicio para o leitor.
Desta forma vemos que
dim[V(3)] =dim[V(4)] =1.
Vejamos qual a dimensdo de V(2).
Temos que (x,y,z,t) € V(2) se, e somente se,

ou seja (Exercicio), (x,y,z,t) =(x,0,0,0) =

para cada x # 0.
Assim,

V(Z) = [(1 >O)O>O)]
logo, dim[V(2)] =1

e o operador linear T nado serd diagonalizavel, pois a multiplicidade algébrica desse autovalor
(que é igual a 2) é diferente da multiplicidade geométrica do mesmo (que é igual a 1).

Sendo assim, a matriz do operador linear T, na forma canénica de Jordan, serd da seguinte
forma:

o O O N
oS o N =
S W o o
~ © © O

Notemos que se considerarmos
w =(1,0,0,0), uz=(0,1,—-1,0) e wu=(0,0,1,—-1)
(que sdo autovetores do operador linear T), entdo para que o conjunto
C = {w,up,uz, ug}
seja a base de (]R4 s+ ) procurada, o vetor u, devera satisfazer:

T(uz) =w +2 - uy,
ou seja, (T—2-1)(uw) =w
ou ainda , {[Mg—2 L} wlg =lwls. (15.27)

Desta forma, considerando-se
ui (a)b)c?d))
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segue que
a
b
[u]B—
c
d
e portanto, de ([EZ17), segue que:
01 1 1 a 1
00 —1 —1 bl |0
o0 1 —1 cl o
o0 0 2 d 0
=[Tlp—2-14

cuja solugdo geral é da forma
(a,1,0,0), paracada a€eR.

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Podemos, por exemplo, considerar

u2£(031>0)0)

e isto nos fornecerd a base de (R4 y Ty -), com relagdo a qual a matriz do operador linear T
estd na forma canénica de Jordan.

15.2 Exercicios

1.12.2015 - 31.a - Prova Substitutiva
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Apéndice A

Matrizes

A.1 Introducao

Neste capitulo trataremos de um elemento que é de grande importéncia, em particular, no
estudo da Algebra Linear, a saber: Matrizes.

Lembraremos a definigdo, as operagdes, propriedades das mesmas e algumas aplicacoes
que sdo, particularmente, importantes para o nosso contexto.

Introduziremos o escalonamento de matrizes e apresentaremos algumas aplicagdes desse
processo para resolugdo des sistemas lineares (homogéneos e ndo homoéneos) e para inversdo
de matrizes.

No Apéndice (B) apresentamos o método de Crammer para resolugdo de sistemas lineares.

A.2 Definicoes Basicas

Definicao A.1 Uma matriz é uma tabela retangular de nimeros reais ou complexos.
Taws numeros sao denominados entradas da matriz.
Uma matriz serd sempre indicada por uma letra mairiscula: A,B,C,---.
Uma matriz horizontal serd denominada matriz linha.
Uma matriz vertical serd dita matriz coluna.
A ordem (ou tamanho) de uma matriz € o seu nimero de linhas pelo seu nimero

de colunas.

Observagao A.2

1. Em geral uma matriz, de tamanho n x m, com entradas
aij, paracada i€{l,2,---,n} e je{l,2,---,m}

tem a seguinte forma:

ap; apz ... Qim

. a; azxp ... Qum
A= . . . . = (aij)nxm

An1 An2 ... Qnm

419
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onde n,m € N sao fizos.

2. No caso acima diremos que a matriz A tem n linhas e m colunas.

3. Quando n =m a matriz A serd dita quadrada de ordem n.

4. No caso acima, as entradas
i, paracada i€{l,---,n}

formarao, o que denominaremos de, diagonal principal da matriz .

Exemplo A.3 A matriz

A = i
-3

é uma matriz (compleza) coluna, de tamanho 3 x 1.

Exemplo A.4 A matriz
B=(1050 7 e)

é uma matriz (real) linha, de tamanho 1 x 4.
Exemplo A.5 A matriz (real)
123
C=1456
7 8 9

€ uma matriz de tamanho 3 x 3, logo quadrada de ordem 3.
Notagao A.6 Denotaremos por
M (R) ={matrizes de tamanho n x m, que tem todas as entradas numeros reais}
e de modo semelhante definimos
M. (C) = {matrizes de tamanho n x m , que tem todas entradas numeros complezos}.

Quando
n=m,

dentotaremos M, (R) (ou My, (C)) simplesmente por M,(R) (ou M, (C)), isto €,
M. (R) = {matrizes de quadradas de ordem n, que tem todas as entradas nimeros reais}

e de modo andlogo definimos M, (C).
Para ssmplificar a notacdo acima, denotaremos o conjunto acima por My, quando
ndo for tmportante o tipo de entradas da matriz (se reais ou complezas).
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Nos exemplos acima teremos que
A€ M3 (C), BeMuy(R) e CeM;(R).

Definicao A.7 Para n,m,p,q € N, sejam A € M, e B € M,,.
Diremos que as matrizes A e B sao iguais, escrevendo A = B, se e somente se

n=p, mM=q e ay=by, para cada i€{1,2,---,,n}, je{1,2,---,,m},

onde
A =(ay) e B=(by),

ou seja, duas matrizes sao 1guais serao iguais se, e somente se, tém o mesmo tamanho
e as correspondentes entradas sao 1guais.

A.3 Operacoes com Matrizes

Definicao A.8 Para n,m,p,q € N sejam A € My, B € M.
Definiremos a adicao das matrizes A e B, indicada por A + B, se, e somente se,

n=p, m=q

e neste este caso, a matriz
C=A+BeMun

terd como entradas
cy =ay+by, paracada ie€{l,2,---,n} e je{l,2,---,m}, (A.9)

onde
A=(ay) e B=(by).

Observacao A.10 Notemos que, da Definigdo (ER) acima, se
Ai((lij), B:(bu) e C:A+B,

entao
(cy) = (ay + by) .

Com isto temos:

Exemplo A.11 Se

entao



422 APENDICE A. MATRIZES

Com isso temos as seguintes propriedades:

Proposicao A.12

1. O congunto M, € fechado como a operagao de adig¢ao definitda acima, 1sto €, a
soma de duas matrizes 1 X m € uma matriz 1 X m;

2. A adicdo em M,,, € comutativa, isto &,

A+B=B+A, paracada A,B€ Myn;

3. A adigao em M, € associativa, 1sto €,

(A+B)+C=A+B+C, para cada A,B,C€E Mun;

4. A adicGo em M, tem elemento neutro, isto €, existe uma (uUnica) matriz n x m,
denominada matriz nula, tndicada por O tal que

A+0O=A, paracada A€ Muy;

A matriz O € a matriz de ordem n X m cujas entradas sao todas zero, isto €,

O = (0y), onde 0y =0, paracada ic{l,2,---,n} e je{l,2,---,m}.

5. A adicao em M., adminte elemento oposto, isto é se A € M,n, existe uma
(dnica) matriz n x m, denominada oposta da matriz A, denotada por —A tal que

A+ (—A)=0.

A matriz —A € a matriz de ordem n x m, cujas entradas sao os opostos das
correspondentes entradas da matriz A, isto €, se

A =(ay), entdo —A=(—ay).

Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

Definigao A.13 Se A = (a) € Myum e @ € R (respectivamente, C) , entdo a matriz
B = (bij) € Mum cujas entradas sdo:

by = xai;, para cada i€{l,2,---,n} e je{l,2,---,mj}, (A.14)

serd denominada produto do namero real (respectivamente, complexo) « pela matriz A
e indicada por o - A.
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Observacao A.15 Segue da Defini¢cdo (E13) actma, que se x € R (ou x € C) e (ay) €
M, entao

o (ay) = (xay) .

Exemplo A.16 Se

e x = —2, entdo

Com isto temos as seguintes propriedades:

Proposicao A.17 Para «, 3 € R (respectivamente, C) e A,B € My, temos:

1. O conyunto My, € fechado como a operagdo de muliplicagdo de numero (real ou
complezo) por matrizes definida acima, tsto €, a multiplicacd@o de um nimero (real
ou complezo) por uma matriz n X m € uma matriz n X m,

2. Vale a distributiva do produto de numero real (respectivamente, complezo) pela
soma de matrizes, isto é:

- (A+B)=a-A+«-B;

3. Vale a distributiva da soma de numeros reais (ou complezos) pelo produto de
matriz, isto é:
(x+B)-A=x-A+p3:B;

4. Vale a associativa do produto de numeros reats (ou complexzos) pelo produto de
matrizes, 1sto €:

(xB)-A=0a-(B-A);

5. Vale
1-A=A;
6. Vale
0-A=0.
Demonstragao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.
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Definigao A.18 Sejam A = (ai) € Mum, B = (byj) € Myy,.
Definimos o produto da matriz A pela matriz B, como sendo a matriz

C= (Cik) € an)

indicada por AB, cujas entradas sao dadas por

cij£Zaikbkj, para cada i1€{1,2,---,n} e je{l,2,---,p}. (A.19)
k=1

Observacao A.20

1. Para podermos realizar o produto de duas matrizes, isto é,
AB,

€ necessdrio que o numero de colunas da matriz A, seja 1gual ao nimero de linhas
da matriz B.

2. O produto nao é comutativo, isto €, em geral
AB # BA,

como mostra o sequinte exemplo:

Se
(00 AR
A‘(11> eB_<1o>’

AB =Y ( 00 ) e BAstackrel(ETd)= < 00 ) ,

entdo

10 00
ou seja, neste caso,
AB # BA.
3. Este modo de definir produto de matrizes € util em diversas situagoes.
Entre outras, para transformarmos sistemas lineares de equagoes algébricas do 1.0

grau em equagobes matriciats, como mostra o exemplo:

zZ1 = anys + any:2

zZ; = anyr + anys € equivalente a: z=A -y,

Z3 = az1y1 + a3y

Z1
z=\| z | ,A=(ay) e y£<y1>.

2
Z3 Y

onde

Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagcdo da igualdade acima.
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Temos as seguintes propriedades para o produto de matrizes:
Proposicao A.21

1. O produto de matrizes é associativo, 1sto €:

A(BC) = (AB)C, para cada A€ Mun, BEMy, eCe M,y;

2. Vale a distributiva do protudo de matrizes pela soma de matrizes, isto é:

A(B+C)=AB+AC, paracada A€My, e B,Ce My,;

3. Vale a distributiva da soma de matrizes pelo produto de matrizes, isto é:

(A+B)C=AC+BC, paracada A,Be My, e C& My;

4. Vale a associativa do produto de niumeros reais (ou complezos) por matrizes, isto

e

e’

x(AB) = (xA)(B) = A(«B), para cada acR(ouC), Ac My, e BeMy,.

Demonstracgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

Com isto temos o seguinte exercicio, cuja resolugdo deixaremos a cargo do leitor:

Exemplo A.22 Mostre que a matriz

€ solugdo da equagao
22 —5224+82—4=0,

onde

A= A...A---A .
—_—

n—vezes

Definicao A.23 A matriz I, € M, cwas entradas sao:

: 0, para i#]
Qi 6ij = . )
1, para 1i=j
onde i,j €{1,2,---,n}, serd denominada matriz identidade de ordem n.

Com isto temos a:
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Proposicao A.24 Se A € My, entao
LLA=AL,=A.

Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

Observagao A.25 Para numeros reats (ou complexos) temos a seguinte propriedade:
se o # 0, entdo existe o', tal que

xx ' =1.
Para matrizes isto pode, em geral, nao ocorrer como mostra o sequinte exemplo:
Se
10
A =
entdo nao existe uma matriz B € M;(R), tal que

AB=1,. (A.26)

. [ b b
B =
( by ba ) ’

tal que que vale (BE28), entdo deveriamos ter

@m) ( by b 1.0\
AB = (o 0>7A<o1>_lz’

para qualquer by, by, € R, (ou C) mostrando que isto é tmpossivel.

De fato, se existisse a matriz

Em vista disso temos a seguinte definigdo:

Definicao A.27 Seja A € M,,.
Se existir uma matriz X € M,, tal que

AX=XA=1,, (A.28)

diremos que A € uma matriz inversivel.
A matriz X serd dita uma matriz inversa da matriz A.

Com isto temos o:
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Exemplo A.29 A matriz

€ uma matriz tnversade da matriz
3 4
A=

AX =XA Emegz’cio I] )

po1s

Temos agora a:

Proposicao A.30 (Unicidade da inversa de uma matriz quadrada) Se X e X € M, sdo
matrizes tnversas da matriz A € M,, entao

X=X.

Demonstragao:
Observemos que se X e X sdo inversas da matriz A, entdo teremos, em particular, que

XA=1 (1) e L =AX (2).

Assim
X=X, ZXA%) =xAX 21, X=X,

ou seja,

X=X,

como queriamos demonstrar do resultado.

Observacao A.31 Logo se uma matriz quadrada admaite uma matriz inversa, esta serd
unica, com 1sto podemos introduzir a:

Definicao A.32 Uma matriz A € M,, que adminte uma matriz inversa serd dita nao
singular.

Neste caso a matriz inversa da matriz A serd denotada por A~'.

Uma matriz A € M,, que nao admite matriz tnversa serd denominada singular.

Com isto temos a:

Proposicao A.33 Sejam A,B € M,, matrizes ndo singulares.
Entao a matriz AB € M,, é uma matriz nao singular e

(AB)'=B A", (A.34)
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Demonstragao:
Como A é uma matriz nado singular segue que:

AAT=ATA=1,.
Mas B também é uma matriz ndo singular assim

BB'=B 'B=1,.

Portanto,
(B'A") (AB) =B (A'A)B =Y (3'1,)B=B""B =1,
(AB)(B'A) =A (BB A = (ALA T = A =1,
Portanto a matriz AB é ndo singular e
(AB) ' =B AT,
como queriamos demonstrar.
Como consequéncia temos o:
Corolario A.37 Sejam Ay,...,Ax € M, matrizes nao singulares.

Entao a matriz
AlA;-- A € Mn

€ uma matriz nao singular e
(A A=A AT
1 k k 1 .

Demonstracgao:
Basta usar a Proposigdo (E=2J) acima e indugdo matemaética.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

Observacao A.39

(A.35)

(A.36)

(A.38)

1. Mostramos na Proposi¢do (BEZ3) acima, temos que o subconjunto das matrizes
nao singulares em M, € fechado em relagdo ao produto de matrizes, ou seja, se

A e B € M,,,, sao nao singulares, entao AB também serd nao singular.

2. Vimos num exemplo anterior que se

.[ 00 (10
A:<]1>7é0 e B:<]O>§£O,

AB=0.

mas
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Observemos que tanto a amtriz A quanto a matriz B sado matrizes singulares.
Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.
Se uma das duas fosse nao singular isso nao poderia ocorrer, como mostra o
resultado a segquir.

Proposicao A.40 Se A € M,, € uma matriz ndo singular e a matriz B € M,,,, € tal que

AB=0¢e M,,,

entao deveremos ter
B=0O.

Demonstracgao:
Como a matriz A é uma matriz ndo singular entao

AATT =ATTA =1,. (A.41)

Mas,

(I!;EII) (

B=1,B ATTA)B=AT"(AB)=A'0O=0, ousea, B=0,

como queriamos demonstrar.

Deixaremos para o leitor a resolucao do:
Exemplo A.42 Sejam A,B € M,(R) tais que
AB=1,.

Mostre que
BA =1, e portanto, B=A"".

Observacao A.43 Uma aplicagdo para as propriedades desenvolvidas acima seria con-

siderar a equacao matricial:
A-x=b, (A.44)

onde
AeM,, beM, sao dadas, e x € My

€ uma matriz a ser encontrada (se existir).
Se A € uma matriz nao singular entao

x=A".b

serd a unica solugdo da equagdo matricial (EZ4).

Dewzaremos como ezxercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Observemos que a equac¢ao matricial acima corresponde a um sistema linear de n
equacoes algébricas lineares a n incognitas.

Logo as correspontes entradas da matriz coluna x serdo as (unicas) solugbes do
sistema linear associado A equacdo matricial (EZ4).
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Para finalizar esta segdo, introduziremos a:

Defini¢ao A.45 Dada uma matriz quabrada A = (a;;) € M, (R), definiremos o trago da
matriz A, denotado por tr (A), como sendo a soma de todos os elementos da diagonal

principal da matriz A, 1sto €,

tT(A) = i Qaii .
i=1

Com isto temos o:

Exemplo A.47 Encontre o trago da matriz

3 -1 1
A=| 2 0 1
1 -1 2
Resolucao:
Temos que

r(A) Y a=3+0+2=5.
i=3

Temos as seguintes propriedades para o traco de matrizes:

Proposigao A.48 Sejam A,B,C € M,(R) e x € R.

Entao:
tr (A+B) = tr (A) + tr (B),
tr(oc-A) = atr(A),
tr (AY) = tr(A)
Demonstracgao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.
Temos também a:
Proposigéo A.49 Sejam A= (aik) S Mnm; B = (bki) € M.

tr (AB) = tr(BA).

Demonstracgao:
Notemos que se AB = (cy;) e BA = (dy), entdo deveremos ter:

m
Cij izaikbkj) para cada 1i,je€{1,2,---,n}
k=1

(A.46)

(A.50)

(A.51)
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dis = Zbuars, paracada l,s €{1,2,---,mj}. (A.52)

r=1

Logo

ou seja,
tr(AB) = tr(BA),

completando a demonstragao do resultado.

|
Com isto temos o:
Corolario A.53 Sejam A = (a;),B = (by) € Mmxn(R).
Entao:
tr (B'A) = tr (A BY). (A.54)
Demonstragao:
Consequéncia imediata da Proposigdo acima.
|
A.4 Algumas matrizes importantes
Definicao A.55 Uma matriz quadrada A € M,, serd dita ser matriz diagonal se
aj; =0, wpara i#j com i,je{l,---,n}. (A.56)
Uma matriz quadrada A € M,, serd dita triangular superior se
aj =0, para 1i>j com 1i,je{l,---,n}. (A.57)
Analogamente, diremos que a matriz quadrada A € M,, € triangular inferior se
a; =0, para i<j com 1i,je{l,---,n}. (A.58)

Observacao A.59
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1. Uma matriz diagonal A € M,,, deverd ter o seguinte aspecto:

ar 0 0
0 a ... 0

e R (A.60)
O 0 ... am

2. Uma matriz triangular superior A € M,,, deverd ter o segquinte aspecto:

anp a2 ... Qi
0 a ... Qpn

e S (A.61)
O 0 ... am

3. Uma matriz triangular inferior A € M,,, deverd ter o sequinte aspecto:

an 0 . 0
a; ap ... O

A= o T (A.62)
a1 Qn2 ... Opn

Com isto temos as seguintes propriedades:
Proposicao A.63
1. Se as matrizes A,B € M,, s@o matrizes diagonais entdo as matrizes
A+B, AB e oA
serdo matrizes diagonats, onde x € R (respectivamente, C).

2. Se a matriz A = (a;;) € uma matriz diagonal, cuja diagonal principal ndo contém
0 (wsto €, ai; #0, para cada i€ {1,2,--- ,n}), entdo a matriz A € uma matriz ndo
singular (isto €, existe a matriz inversa da matriz A) e além disso

— ... 0
an
Al=1|

3. Se as matrizes A,B € M,, sGo matrizes tringulares superiores (inferiores, respec-
tivamente) entdo as matrizes

A+B, AB e «-A

serdo matrizes triangulares superior (inferior, respectivamente), onde « € R (res-
pectivamente, C).
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4. Se a matriz A € M,, € triangular superior (inferior, repectivamente), cuja diagonal
principal tem entradas nao nulas, entao a matriz A é uma a matriz nao singular,
isto €, existe a matriz inversa da matriz A e além disso a matriz A~' também serd
uma matriz triangular superior (inferior, repectivamente).

Demonstracgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

A.5 Determinante

Definicao A.64 Seja A € M,, uma matriz quadrada.
Sen =1, definimos o determinante da matriz A, denotado por det(A), como sendo

det(A) = a. (A.65)

Sen > 1, para cada i,j € {1,2,---,n}, definamos a matriz Ay, a matriz quadrada
de ordem n — 1, obtida da matriz A, retirando-se a 1-éstma linha e j-éstma coluna da
matriz A, isto €,

an e aiG-1n aiG+1) “ee Ain
A= | Qo e GGG Aa-nGHn e Gt (A.66)
1 — . .
: Aa+n1 --- AE+NG-1 AE+)E+) -ee o Qli+n
ant .o An(j-1) An(j+1) . Ann

Assumindo que o determinante de uma matriz de ordem (n—1) x (n — 1) j3d for
encontrado, definimos:

det(A) = > ayj|Ayl (A.67)
j=1
onde
Ayl = (=)' det(Ay;), para cada j€{1,2,--- ,n} (A.68)
O numero
|Aij| )

definido acima, serd denominado cofator do elemento a;; da matriz A.

A matriz
B = (|Ayl),

serd denominada matriz cofatora da matriz A e denotada por cof(A).

Com isto temos a:

Proposicao A.69



434 APENDICE A. MATRIZES

(A.70)

1. Se
ap an
A= ,
azy ax
entao
det(A) = anjaxn —aynax,
1sto €,
d an an .
et =apaxp —aay.
az ax
2. Se
apr a2 ag3
A=| ay ap ay |,
as; asz ass
entao
det(A) = ajjaxnas; — aj1asas; — a12021033 + A12023037 + Q13021032 — 13022037 y
1sto €,

app apz ags
det | ay axpn ap

az; dasz ass

= Q11022033 — Q171023032 — Q12021033 + Q12023037 + Q13021032 — 013022037 .
3. Se O € a matriz nula, quadrada de ordem n, entao
det(O) =0.
4. Se I, é a matriz identidade de ordem n, entao
det(I,) =1.
5. Se A = (ay) € M, € um matriz diagonal, entdo
det(A) =aj - - Anny-
6. Se A = (ay) € M, € triangular superior (inferior, respectivamente), entdo

det(A) =aj - - ann -

Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

(A.71)

(A.72)

(A.73)

(A.74)

(A.75)
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Observacao A.76 Poderiamos definir o determinante de uma matriz quadrada, por
meto dos cofatores de qualquer coluna ou linha da matriz A que obteriamos o mesmo
valor, 1sto €, para cada i, € {1,--- ,n} , temos que

det(A) = Z Aijl Aol
=1

onde
|Aijl = (—1)*" det(Ay,;), quadpara cada j€{1,2,---,n},
ou, para j, € {1,--- ,n} firado temos que
det(A) = Z i, [Agjoly
i=1
onde
Ayl = (—1)"° det(Ay,), para cada i€{1,2,---,n}.
Conclusao: para cada io,j, € {1,--- ,n} fizados, temos que

n n
det(A) = Z Qi |Asjl = E aij, [Agj, |
j=1 i=1
A verificagao deste fato € trabalhosa e serd deirada como exercicio para o leitor.

A seguir dexibiremos algumas propriedades importantes do determinante de uma matriz
gquadrada.

Para isto precisaremos da:

Definicao A.77 Dada uma matriz A € M,, podemos realizar as seguintes operacoes com
suas colunas (ou linhas, respectivamente):

1) trocar duas colunas (ou linhas, respectivamente),

1) multiplicar uma coluna (ou linha, respectivamente) por um « € R (ou C) ndo
nulo;

11) adicionar uma coluna (ou linha, respectivamente) multiplicada por « a outra co-
luna (linha, respectivamente).

Tais operagdes serdo denominadas operagoes elementares sobre as colunas (ou li-
nhas, respectivamente) da matriz A.

Com isto temos a:
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Proposicao A.78 Seja A € M,,.

Consideremos
B = ((1*1, T >a*(k—1)>b*k> QAu(k+1)y """ a*n)
e
C= ((1*1, “r oy Qa(k=1)y Cukey Qae(k+1)y 7"y a*n)
onde, para cada j € {1,2,---,n}, a,x denota a j-ésima coluna da matriz A (analoga-
mente para as matrizes B e C) e seja k, € {1,2,--- ,n}.
Para 3,y € R (respectivamente, C), se
ik, = B bk, TV Caky (A'79)
entao
det(A) = B det(B) +ydet(C). (A.80)
Demonstracgao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.
|

Observacao A.81 Vale um resultado andlogo ao da Proposigao (BEZZR) acima, para as
correspondentes operagoes sobre as linhas da matriz, isto €, se

A14

Ae—1)*
B = b

A (k+1)%

)
Ay
A—1)x

C= Cr

Q(k+1)*

Qns)

onde, para cada j € {1,2,--- ,n}, ax. denota a j-éstma linha da matriz A (analogamente
para as matrizes B e C) e seja k, € {1,2,--- ,n}.
Para B,y € R (respectivamente, C), se

ako* = B bko* +ycko* Y (A'82)

entao
det(A) = 3 det(B) +ydet(C). (A.83)
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Como conseqiiéncia da Proposi¢do (E78) acima, temos o:
Corolario A.84
1. Se A e M,, entao

det [a*h sy G (k—=1)y Ba*k) Qu(k+1)y "7 a*n} = [3 det [a*h T a*n] . (A85)

2. Se A e M, entao

det[a., -+ Qur—1),Duk + Cuky Qi(iet1)y * ** 5 Qi)
= detla.1, -, Qo)) Daky Qi 1)y =+ * 5 Q]
+ det[au, - y Qu1)y Catey Qi 1)y = -+ y Cun] (A.86)

Demonstracgao:

Del. :

Basta tomar

vy=0

na Proposigdo (E78) acima.

De 2. :

Basta tomar

p=v=1

na Proposigdo (E—78) acima.

Observacao A.87

1. O item 1. do Coroldrio (E=E4) acima, nos diz que o determinante de uma matriz
que tem uma coluna (ou linha) multiplicada por uma constante, pode ser obtido
multiplicando-se o determinante da matriz pela tal constante.

2. O item 2. do Coroldrio (EE4) acima, nos diz que o determinante de uma matriz
que tem uma coluna (ou linha) obtida da soma de duas colunas, pode ser obtido
somando-se os determinante das matrizes que teém cada uma das colunas que
foramadicionadas.

3. Vale um resultado andlogo ao do Coroldario (E=84) acima, para as correspondentes
operacoes sobre as linhas da matriz A.

Deizaremos o enunciado e a demonstra¢ao do mesmo como exercicio para o leitor.

Conseqiiéncia do Corolério (EE4) acima, temos o:
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Corolario A.88 Seja A € M,, de modo que

0
ax, = ||, paraalgum k,€{l,--- n}. (A.89)
0
Entao
det(A) =0. (A.90)
Demonstragao:
Basta tomar
B =0
no item 1. do Coroléario (E=24) acima.
|

Observacao A.91

1. O resultado actma nos diz que se uma coluna de uma matriz quadrada € nula,
entao o determinante da matriz serd tgual azero.

2. Vale um resultado andlogo ao do Coroldrio (E=88) actma para uma linha da matriz

A.

Deizaremos o enunciado e a demonstragao do mesmo como exercicio para o leitor.
Um outro resultado importante é dado pela:
Proposicao A.92 Seja A € M,,. Entao
det(aur, ) Quky oy Qujy -+ Q) = —deb(@ury o+ Qugy ooy Quky -+ Qi) (A.93)

Demonstracao:
Serd deixada como exercicio para o leitor.

Observacao A.94

1. O resultado acima nos diz que se trocarmos duas colunas de uma matriz quadrada
seu determinate muda de sinal.

2. Vale um resultado andlogo trocando-se “coluna” por "linha”, 1sto €, se trocarmos
duas linhas de uma matriz quadrada seu determinate muda de sinal.

Deizaremos o enunciado e a demonstragao do mesmo como exercicio para o leitor.

Como conseqiiéncia da Proposi¢do (E-92) acima, temos o:
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Corolario A.95 Seja A € M,, tal que

Qix, = Qs,, para algum  Ko,jo €{1,2,--- ,n}, (A.96)
1sto é, se a matriz A tem duas colunas iguais.
Entao
det(A) =0. (A.97)
Demonstragao:

Da Proposigdo (E0J) acima segue que se trocarmos a k,-ésima coluna com a j,-ésima
coluna o determinante da matriz obtida serd menos o determinante da matriz A.

Mas a matriz obtida da troca da k,-ésima coluna com a j,-ésima coluna é igual a prépria
matriz A.

Com isto teremos:

det(A) = —det(A), ouseja, det(A)=0,

como queriamos demonstrar.
i

Observacgao A.98 Vale um resultado andlogo trocando-se “coluna” por “linha”, isto é€,
ou seja, se a matriz A tem duas linhas 1guais entao seu determinate é nulo.
Dewzaremos o enunciado e a demonstragao do mesmo como exercicio para o leitor.

Como consequéncia da Proposigdo (E—7R), temos o:

Corolario A.99 Sejam A € M,, v € R (respectivamente, C) e j # k, para j, k €
{1 ’2>"' ,Tl}.

Entao
det(a*h oy Gy sty Q(k—1)y Gk —|—'Y(l*j, Qu(k+1)y """y a*n) = det(A) )

ou seja, se trocarmos uma coluna de uma matriz pela mesma somada com um mailtiplo
de uma outra coluna, o determinante da matriz obtida serd tgual ao da matriz tnicial.

Demonstracgao:
Da Proposigdo (E778), segue que

det(a*h' c )a*j)" : )a*(k—]))a*k +‘Ya>kj)a*(k+1))" : )a*n)
= det(a, - y Qigy * o0y Qe(k—1)y Qkey Qe (k1) * y i)
+ B\det(a*h"' )a*j>"' )a*(k%))a*j»a*(kﬂ)»"' »a*n)

Coroléri:o (m)o
= det(a*h oy Gyttt Q(k—1)y Aoy A (k41)y " * 7y a*n) )

como queriamos demonstrar.
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Observacao A.100
1. Valem um resultado andlogo ao acima para a correspondente operagao sobre as
linhas da matriz A.

Dewzaremos o enunciado e a demonstrag¢ao do mesmo como exercicio para o leitor.
2. Resumindo: se A € M, e A € R (respectivamente, C) entdo:
(i) trocar duas colunas (ou linhas) da matriz A, faz com que o determinante da

matriz obtida, seja menos determinante da matriz A;

(1) adictonar A vezes uma coluna (ou linha) da matriz A a uma outra coluna (ou
linha), faz com que o determinante da matriz obtida seja tgual ao determi-
nante da matriz A;

(111) multiplicar uma coluna (ou linha) da matriz A por A, faz com que o determi-
nante da matriz obtida seja igual ao determinante da matriz A multiplicado
por A.

Além disso temos o seguinte resultado importante

Proposicao A.101 Sejam A,B € M,,.
Entao
det(AB) = det(A)det(B). (A.102)

Demonstracao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a demonstragao da identidade acima.

Uma outra operagao que podemos fazer com uma matriz é:

Definigao A.103 Se A € M., definimos a matriz transposta da matriz A = (ay), de-

notada por A', como sendo a matriz A' = (b;) € M, dada por
by =a;, parcada jE{1,2,---,n} e 1€{l,2,.---,m}. (A.104)
Observacao A.105

1. A relagdo que existem entre uma matriz e sua matriz transposta € que as colunas
da 1.a serao as linhas da 2.a e vice-versa.

2. E fdcil verificar que se m =mn, entao

AA' e M,.

Temos os seguintes exemplos:

Exemplo A.106
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1) Se

entao

2) Se

entdo

em particular, A' = A.

Temos as seguintes propriedades para a transposigdo de uma matriz:

>
Il
N — —
w N =
|

U_IUJN

Proposicao A.107 Sejam A,B € M,,.

Entao:

1. temos que

2. sem=n,

3. temos que

4. segue que

5. temos que

(AY' =A;
det(A') = det(A);
(A+B)'=A'+B%:

(AB)! =B'AY;

(- A =o- Aty

6. se a matriz A é uma matriz diagonal entdo

Em particular, temos

At=A.

L'=1,.

441

(A.108)

(A.109)

(A.110)

(A.111)

(A.112)

(A.113)
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Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades acima.

Com isto podemos introduzir a seguinte definigdo:

Definigao A.114 Seja A uma matriz quadrada de ordem n (isto é, A € M,,).
Diremos que a matriz A é uma matriz simétrica se

At=A. (A.115)

Diremos que a matriz A é uma matriz anti-simétrica se

At =—A. (A.116)
Temos os seguintes exemplos:
Exemplo A.117

1. A matriz

A =

9l K~ =
AN B~
w o G

€ uma matriz stmétrica, pois At = A.

A verificagao deste fato € simples e serd derxada como exercicio para o leitor.

2. A matriz

€ uma matriz anti-simétrica, pois Bt = —B.

A verificagdo deste fato € stmples e serd derxada como exercicio para o leitor.
Temos as seguintes propriedades para matrizes simétricas ou anti-simétricas:
Proposicao A.118 Sejam A,B € M,,.

1. Se as matrizes A e B sdo matrizes simétricas, entdo a matriz A + B também serd
uma matriz stmétrica.

2. Se as matrizes A e B sao matrizes anti-stmétricas, entao a matriz A + B também
serd uma matriz anti-stmétrica.

3. Se a matriz A é matriz simétrica e x € R (respectivamente, C), entdo a matriz
x - A também serd uma matriz simétrica;

4. Se a matriz A € um matriz anti-simétrica e x € R (respectivamente, C), entdo a
matriz « - A também serd uma matriz anti-stmétrica;
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5. Se as matrizes A e B sao matrizes simétricas, entao a matriz AB também serd
uma matriz stmétrica se, e somente se,

AB = BA, (A.119)
ou seja, se elas comutam, segundo o produto de matrizes.

6. Se as matrizes A e B sao matrizes anti-simétricas, entao a matriz AB serd uma
matriz simétrica se, e somente se, vale (EI19), ou seja, se elas comutam, seqgundo
o produto de matrizes.

6. Se a matriz A € uma matriz stmétrica e a matriz B € uma matriz anti-stmétrica
entdao a matriz AB serd uma matriz anti-simétrica se, e somente se, AB = BA.

Demonstragao:
Do item 1.:
Se as matrizes A e B sdo matrizes simétricas entao

Al=A e B'=B. (A.120)

Como
(zT=m)

pron (I3 e3¢ g ) 5 L g

(A 4+ B)

segue que a matriz A + B serd uma matriz simétrica.
Os outros itens serdao deixados como exercicios para o leitor.
|
Como uma aplicagdao de determinantes e de transposigao de matrizes temos o seguinte
resultado:

Proposicao A.121 Seja A € M,, uma matriz.
A matriz A é uma matriz nao singular se, e somente se,

det(A) 0. (A.122)

Neste caso 1
-1 _
~ det(A)

onde cof(A) € a matriz cofatora associada a matriz A.

[cof (A)]! (A.123)
Demonstragao:
Seréd deixada como exercicio para o leitor.

Com isto podemos resolver o:

Exemplo A.124 Verifique se a matriz quadrada de ordem 3,

3 2 -1
A= -1 2 3 |,
31 3

é um matriz nao-singular.
Caso afirmativo encontre sua matriz tnversa.
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Resolucao:

Observemos que:

Anl= (0TS = (16-3) =3,
Al = (1" | T = 17349 =,
Al = (1" |7 T = 1146 =5,

Logo

det(A) = an| Anl+ anz |Anl + aiz [Agl
3342 (—6)+(=1)-5=9—12—5—=—8£0. (A.125)

Logo, pela Proposigdo (ETZ1) acima, segue que a matriz A é um matriz no singular,
isto &, existe a matriz inversa A~.

Para encontrar a matriz A~' calculemos:

Al =1 |2 T = e =7,
3 -1
Al = (=1)*" = (-1)*9-3)=6
Anl= (=12 = (D9 -3) =6,
Al = (13 | 2 2 = (1734 6) =9,
2 -1
(L 1)3H (14 _
Az = (=1) ) 3 (—1)(6+2) =8,
Al =1 | 2 T = e -1 =,
Ass| = (=1)* _31 §=(—1)6(6+2)=8.
Portanto
Anl Al Al 3 -6 5
cof(A) = | [Anl [Anl [Axnl|=| =7 6 -9 |. (A.126)

Azl Azl Az 8§ —8 38
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Assim
1 (E=@) t
A = —det(A)[cof(A)]
-3 7
— = =1
8 8
3 -7 8
Emeem= 1| o o || 3 =3
8 5 _o g 4 4
5 9
- = -1
8§ 8

O
Uma outra aplicagdo de determinantes é para resolugao de sistemas lineares de equacdes
algébricas do 1.0 grau, como veremos no Apéndice (B).
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Apéndice B

Escalonamento de Matrizes e Sistemas
Lineares

B.1 Definicoes Basicas

Consideraremos a seguir questdes relacionadas com o sistema linear de m equagdes a n

incégnitas ndo-homogéneo, a saber,

anx)+---+ AnXny = b]

anx)+ -4 apxn, = by

\amlxl T+ 4 QmnXn = bm

qgue na forma matricial pode ser escrito na seguinte forma:

A-x=B,
onde
an a2 -+
a1 dz -+ Q2n
A= . . . . - (aij)mxn )
Ami aGm2 - Amn
X1 b]
X = e B=

S oL
E!

Xn

Definicao B.5 A matriz
(CL*] s Qyn b*)

serd denominada matriz aumentada assoctada ao sistema nao homogéno (EBEI).

Uma solugao da equagdo matricial (BD) (se existir) serd uma matriz

W
u= E]\/lm»

Un

447

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)



448 APENDICE B. SISTEMAS LINEARES

tal que
A-u=B.

O conjunto de todas as solugdes da equagdo matricial (EJl) serd denominado conjunto
solugao da equacdo matricial (BEX).

Observacao B.6 Da identificacao (BEJl) com (BX2), seque que encontrar solugdo para o
sistema linear (BJl) é equivalente a encontrar solugdo da equag¢do matricial (B32).

Verifiquemos isto no:

Exemplo B.7 Cologque o sistema linear

X1 +2x; +x3 = 0
+X2 +X3 = —1 (B8)
X1 —+X2 = 1
na forma matricial.
Resolucao:
Notemos que o sistema liner (BXR) é equivalente a equagdo matricial
A-x =D,
1 2 1 X 1
A= 01T 1|, x=| x2 e b= —1
110 X3 0
Observemos que a equagao matricial acima tem como uma solugao a matriz
1
u= 0
—1
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Logo uma solugdo do sistema linear (B3), sera:
x1=1, x=0 e x3=-—1.
OJ

Observacao B.9 A matriz aumentada associada ao sistema do Ezemplo (BZ) actma,
serd a matriz

1
0
1

—_ — N
O —
—_— O
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Definicao B.10 Diremos que as equacdes matriciais
A-x=b e C-x=d
sao ditos equivalentes se, e somente se:
1. A,Ce Mum;,
2. b,de My,

3. e as duas equagoes matriciais possuem o mesmo conjunto solucao.

Observacao B.11 Observemos que as equagoes matriciais
A-x=b e C-x=d

sdo equivalentes se, e somente se, os sistemas lineares associados as correspondentes
equagbes matrictats sdo equivalentes (isto €, os sistemas associados possuem 0 mesmo
conjunto solugdo).

Daremos a seguir alguns procedimentos para encontrar solucdo de sistemas lineares nao
homogéneos (e homogéneos).

O que faremos é resolver um sistema linear fazendo operagdes basicas no mesmo (ou seja,
multiplicando-se as equagdes do mesmo por constantes ndo nulas, somando-se equagdes do
mesmo, etc.)

Observe que a cada equagao do sistema linear corresponde uma linha da matriz aumentada
associada ao sistema linear dado.

Logo operagdes com as equagdes do sistema linear corresponderdo as, correspondentes
operagoes sobre as linhas da matriz aumentado associada ao mesmo e reciprocamente.

Para ilustrar consideraremos o sistema linear de equacgdes do 1.0 grau:

X1 +x2 +5x3 = 11 115 11
2x1 +x; +7x3 = 15 «— A-x=b,ondeA=]| 2 1 7 eb=1] 15
2x1 +4x3 = 8 2 0 4 8
X1 +x; +5x3 = 11 1 1 5 11
2% +x; +7x3 = 15 — 2 1 7 15 | =S, (matriz aumentada)
2X1 +4x; = 8 20 4 8
T@*—2x%x19)
X1 +x2 +53 = 11 1T 1 5 11
—X2 —3X3 = -7 — o -1 -3 —7 = S]
2x4 +4x; = 8 2 0 4 8
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X1 +x; +5x3 = 11 1T 1 5 11
—X2 —3X3 = —7 — o -1 -3 —7 = Sz
—2x, —6x3 = —14 0 -2 —6 —14
:H: (-I a + 2(1)
X1 +2x3 = 4 1 0 2 4
—x; —3x3 = —7 — o -1 -3 —7 =3S;
—2x, —6x3 = —14 0 -2 —6 —14
T (3°—2x2%
Xq +2x3 = 4 1 0 2 4
—X; —3x3 = —7 0 -1 =3 =7 | =5
0 =0 0 0 0 0
T2 x(=1))
X1 +2x3 4 10 2 4
X2 +3X3 =7 — 01 3 7 = 55
0 0 0 00O

O sistema linear obtido acima é o mais simples (que pode ser obtido por meio da operagdes
usuais sobre o sistema linear dado inicialmente) que é equivalente ao sistema original.
Para resolver o sistema linear acima bastard tomarmos, por exemplo:

x3 =a € R (ou C)
assim, das duas primeiras equagoes do sistema linear acima e a esquerda, obteremos:
X1 =4—20 e x;=7—3«x.
Assim o conjunto solugdo do sistema linear dado incialmente serd
{(x1,%2,%3) = (4 —20¢,7 — 3, ), para cada x € R( ou C)}.

Observe que as operagoes que fizemos na matriz S; para obter a matriz S;,, sdo operacdes
elementares sobre as linhas (ver Defini¢do (EZ717)).

Para facilitar o entendimento do que vird mais adiante introduziremos a:

Definicao B.12

1. A operacao de trocar duas linhas de uma matriz daremos o nome de operagado do
tipo 1.

2. A operacao de multiplicar uma linha por um miumero nao nulo daremos o nome
de operag¢ao do tipo II.

3. A operacao de adicionar o miultiplo de uma linha a outra linha daremos o nome
de operagao do tipo III.
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Tais operagoes sdo, como ja dissemos, operagoes elementares sobre as linhas da matriz
(ver Definicdo (EZ71)).
No Exemplo (B™) acima, as operagdes elementares que realizamos sdo:

S, (tiﬂl) s, (ti&HI) S, (tiﬂ)ﬂ) S (ti&HI) S, (tEI) S-.

Seja
I
a identidade de ordem m.
Introduziremos também a:

Definicao B.13

1. Fazendo uma operacao do tipo I na matriz 1,,, obtemos uma matriz quadrada de
ordem m, que chamaremos de matriz elementar do tipo I e serd denotada por
E;.

2. Uma matriz elementar do tipo II é uma matriz quadrada de ordem m, obtida da
matriz I, por uma operagao do tipo II:

3. Uma matriz elementar do tipo III é uma matriz quadrada de ordem m, obtida
da matriz 1, por uma operacao do tipo III.

Observacao B.14 Dada uma matriz A € My, fazer uma operagdo do tipo I (ou do
tipo II ou do tipo III, respectivamente) € equivalente a multiplicar a matriz A por uma
matriz do tipo I (ou do tipo II ou do tipo III, respectivamente ), isto €,

(operagdo elementar do tipo I)
—

A E[A.
A demonstracdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.
Ilustraremos a propriedade acima com o seguinte exemplo:

Exemplo B.15 Seja

115 11
A=| 217 15
2 04 8
Trocando-se a 2.a linha da matriz A, pela 2.a linha menos duas vezes a 1.a obtere-
Mos:
115 11 1 1 5 11
21715 g 0 -1 -3 —7 | =B (B.16)
2 0 4 8 2 0 4 8
A operagdo acima na matriz identidade 13, nos fornece a seguinte matriz elementar
do tipo III:
100 1 00
o1 0| "= Ey=|-210
0 01 0 01
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Notemos que:

1
EmA = | —2
0

o = O
—_ O O
—_

1
2
2

S - -

AN @

OOU-l_‘
I

N © =

ou seja, as operagbes produzem a mesma matriz, como for dito na Observagao (BT4)
acima.

Um resultado importante é dado pela:

Proposicao B.17 Uma matriz elementar de qualquer tipo é uma matriz nao singular
(isto €, é uma matriz tnversivel) e sua matriz tnversa é do mesmo tipo que ela.

Demonstracao:
Sera deixado como exercicio para o leitor.

Para ilustrar temos o:

Exemplo B.18 Mostre que a matriz elementar (veja o Ezemplo (IBEI3)).

1 00
EIII = -2 10
0 01

admite uma matriz tnversa e estda € uma matriz elementar do tipo II1

Resolucao:
Observemos que
det(Em) =1,
portanto a matriz Ey;; € uma matriz ndo singular, isto &, existe a matriz inversa Ey'.
Além disso temos:

Portanto a matriz inversa da matriz
O

Definicao B.19 Sejam A,B € M.

Diremos que a matriz A € l-equivalente (ou equivalente por linhas) a matriz B, se
a matriz A pode ser obtida da matriz B por meio de uma sequéncia finita de operacoes
elementares sobre as linhas da matriz B.

Neste caso escreveremos

A~B.
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Observacao B.20
1. Da Observagao ([B-14) segue que
A~B se, e somente se, A =EEs - --E;B,
onde Ey,...,Es sao matrizes do tipol, II, ou III.

2. Sejam A,B,C € Mn.

Dewzaremos como exercicio para o leitor verificar que:

1) Refleziva:
A ~B, para cada A € Mun;

1) Simétrica:
se A~B, entao B~A;

11) Transitiva:
Se A~B e B~C, entao A ~C.

1sto é, ~ € uma relacao de equivaléncia em M.

Um resultado importante sobre l-equivalénica é dado pela:

Proposicao B.21 Sejam A,B € M ;..
Se A ~ B, entao existe um matriz P € M, nao singular, tal que

B=PA ou, equivalentemente A =P 'B.

Demonstracgao:
Segue da Proposigdo (BT17) e da Observagdo acima item 1., que basta definir

P=E,-Ei,

finalizando a demonstragdo do resultado.
|
A relagao entre matrizes l-equivalentes e a equagdes matriciais equivalentes é dado pela:

Proposicao B.22 Sejam A,C € M, e b,d € M,,,;.
A matriz [Ab] € l-equivalente a matriz [Cd], em My, 11, Se, e somente se, a equagdo
matricial

A-x=B

€ equivalente a equacao matricial
C-x=d.



454 APENDICE B. SISTEMAS LINEARES

Demonstragao:
Observemos que, da Proposigdo (BZZT) acima, existe P € M,,,, ndo singular, tal que

[Cdl=P-[Ab] e [Abl=P' -[Cdl.
Da Definigao de produto de matrizes, segue que
C=P-A, d=Pb, A=P'.C e b=P'.d. (B.23)
Logo, se u € M,,; é solugdo da equagdo matricial
A-x=D>b entdo, segueque A-u=b,

assim
[Zmexc] B3 B3
C-u=PA)u=pA-u)=Epr.bE 4.
Pportanto a matriz u € M,,; sera solugdo da equagdo matricial C - x = d.
Além disso, vale a reciproca.
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor, completando a demons-
tracao.

Observagao B.24 Vale observar que o resultado acima pode ser aplicado para as ma-
trizes aumentadas associadas a sistemas lineares, ou seja, as matrizes aumentadas sao
l[-equivalentes se, e somente se, os sistemas lineares sao equivalentes.

Como conseqiiénica temos o:
Corolario B.25 Se A~B em M, e x € M; entdo as equagdes matriciais
A-x=0 e C-x=0
sao equivalentes, onde O denota a matriz coluna de M,,;.

Demonstracgao:
Basta tomar
b=d=0
na Proposicdo (BEZ22) acima.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
|

Observagao B.26 No Ezemplo (IBZ13) obtivemos, apds as operagbes de l-equivaléncia
sobre a matriz

>

I
NN —
S —
NS}
o 5 I
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a matriz
10 2 4
B=]101 37
0 00O
cuja forma nos facilitou a resolver o sistema linear inicial associado.
Observemos que o sistema linear asscoirado a esta ultima matriz é o mais stmples
de ser resolvido e que € equivalente ao sistema linear dado inicialmente, cuja matriz
aumentada € a matriz A.

A seguir daremos um nome as matrizes que tem essa forma especial.

Antes, porém temos a:

Definicao B.27 Dada uma matriz A = (ai5) € My, defintmos o coeficiente lider da
i-ésima linha, nao-nula, que indicamos por ai., da matriz A como sendo o primeiro
elemento nao nulo dessa linha, escolhido da esquerda para a direita, isto €, €

aij, #0 onde j,e€{1,2,---,m}
€ o0 menor indice com essa propriedade.

Agora estamos em condigdes de caracterizar a forma da matriz aumentada associada ao
sistema linear mais simples obtido no Exemplo (BETH) (isto é, a matriz B):

Definicao B.28 Uma matriz A € M, € dita estar na forma escalonada reduzida
por linhas, denotada por FERL, se ela tem as sequintes propriedades:

1) Todas as linhas nulas da matriz A ocorrem mas linhas inferiores da mesma;
1) O coeficiente lider de uma linha ndo nula de A € 1;

111) Em qualquer duas linhas ndo nulas da matriz A, o coeficiente lider pertencente a
linha de baizo ocorrerd a direita do coeficiente lider da linha de cima,

w) Uma coluna que contém um coefictente lider deverd ter zeros nas outras entradas.

Temos os seguintes exemplos:

Exemplo B.29 As matrizes:

010 2 100 0 0 0
1 o0 1 =51, o101, <Ooo>estdonaFERL.
000 0 00 1
1[2 00 1.0 0
210 1 10 e 0 0 nio estdo na FERL.
0 0 00 0 [1] 0

Os elementos destacados nao cumprem as propriedades requeridas, no caso, as
propriedades (1) e (i11), respectivamente.
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Com isto temos a:

Proposicao B.30 Toda matriz A € My, € l-equivalente a uma (Unica) matriz, que
indicaremos por AR, que estd na FERL, 1sto €, existe P € M, nao singular tal que

Agr = PA.

Demonstragao:
Deixada como exercicio para o leitor a demonstragao deste resultado.
|
Em vez de exibirmos a demonstragdo da Proposicdo acima, daremos o método que seria
utilizado na demonstragao aplicado a um exemplo.
O método é denominado Eliminacao de Gauss-Jordan:

Exemplo B.31 Encontre o conjunto solucao do sistema linear

—2x3 +7x5 = 12
2x; +4x; —10x3 +6%x4 +12x5 = 28 (B.32)
ZX] +4Xz —5X3 +6X4 —5X5 = —1

cuja matriz aumentada € dada por

00 —2 0 7 12
Ab)=| 24 —10 6 12 28 |. (B.33)
24 -5 6 -5 —1

Resolucao:

O que faremos é realizar operagoes elementares sobre as linhas da matriz aumentada acima
para obter a sua FERL.

Primeiro passo:

Trocar as linhas nulas da matriz (A b) com outras linhas, ndo nulas, de modo que as linhas

nulas ocorram nas linhas inferiores da nova matriz.

No nosso caso ndo hé linhas nulas, logo ndo faremos nenhuma mudanca na matriz aumen-
tada (A b).

Localize a coluna mais & esquerda que nao seja totalmente nula .

00 =2 0 7 12
2 4 —-10 6 12 28
24 -5 6 =5 —1

T

Segundo passo:
Trocar a primeira linha com uma outra, caso necessario, para que o primeiro elemento da

coluna localizada no primeiro passo seja nao nulo.

4 —10 6 12 28
o 0 =2 0 7 12 (trocamos a 1.“ linha com a 2.¢ linha)
2 4 -5 6 —5 —1
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Terceiro passo:
Se o primeiro elemento da coluna do segundo passo for a, multiplicar a primeira linha por

— (para que o coeficiente lider da primeira linha da matriz obtida seja 1).
a

0O 0 =20 7 12
2 4 -5 6 =5 —1

2 53 6 14 ]
(1.“ linha X —)

Quarto passo:
Somar a primeira linha, multiplicada por constante, se for necessario, com as linhas de
baixo, para obter zeros em todas as entradas abaixo do coeficiente lider da primeira linha.

1] 2 53 6 14
0

0] 0 -2 7 12 (3.% linha — 2 x 1.° linha)
0] o 5 0 —17 —29

Quinto passo:
Separar a 1. linha da matriz acima e voltar ao Primeiro passo.

Aplicar o processo repetidas vezes para até a tultima linha nao nula.

1] (2] [5] [3] [6] [14]
0 0 -2 0 7 12
0 0 5 0 —17 —29

No nosso exemplo:

12 -53 6 14

O 0 1 0 _77 —6 (1.alinha><(_71>)

—7
00 1 0 > —6 (2.% linha — 5 x 1.% linha)
00 0 0 ] 1

2

00 1 0 57 -6 (2 x 1.% linha)
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1 2 -53 6 14
-7

0010 — -6
2

00 0 0 1 2

Sexto passo:
Para finalizar, comecando por uma linha ndo nula, somar cada linha multiplicada por
constante com as outras linhas, para zerar as outras entradas acima do coeficiente lider.

12 -5 36 14 7
OO0 1T 00 1 (2.“ linha + 7 % 3.¢ linha)
00 0 01 2
12 -5 30 2
00 1T 001 (1.% linha — 6 x 3.% linha )
00 0 012
120307
(Cd)=[ 0 0 1T 0 0 1 | (1.%linha +5 x 2.% linha ).
000O0T2
Observemos que a matriz (C d) esta na FERL.

Deixaremos a vertificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
O sistema linear asssociado & matriz (C d) seréa:

X1 +2X2 +3X4 = 7
X3 = 1
X5 = 2
Portanto se, por exemplo, considerarmos para cada t,s € R,
7—t—2s

x1=t, x2=s, x3=1, x5=2, deveremoster x4 = 3 ,

7—t—2s
t,s, 1, ———,2
<’S? ) 3 ?))

serd solugdo do sistema linear dado incialmente, para cada t,s € R, ou seja: o conjunto

ou seja,

solugdo associado ao sistema linear (BZ22) seré:

. 7—t—2s
S = {(x1,x2,x3,x4,x5) = <t,s,1,—,2> ;s,teR} .

3
Ou ainda, o conjunto solugdo da equagdo matricial (B=23), sera
t
s
S=ueMs;u= 1 ara cada t,s € R ;.
{ 51 7 _t_72s y P ) }
3
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Temos também a seguinte definicdo:

Definicao B.34 Dada uma matriz A € M,,,,, definimos o posto da matriz A, denotado
por rank (A), como sendo o niumero de linhas ndo nulas de sua FERL associada.

Proposicao B.35 Se A € M,,,, entao
rank (A) < min{m,n}. (B.36)

Demonstragao:
Deixada como exercicio para o leitor a demonstragao deste resultado.
|
Nas secOes a seguir faremos algumas consideracoes sobre o sistema linear ndo homogénio

(NH) A-x=b, onde AceMp,, bE My e x € My,
Na préoxima segdo comegaremos estudando o sistema linear homogénio associado:

(H) A-x=0 (istoé, b=0).

B.2 O Sistema Linear Homogénio

Observacao B.37
1. O sistema (H) tem sempre solugdo, a saber, a matriz identicamente nula,
u=0¢e My y

que serd denominada solugao trivial;

2. Pode-se mostrar que se Agx € a matriz na FERL, associada a matriz A, entao a
equagao matricial
A-x=0

serd equivalente a equag¢do matricial
AR X = 0,

ou seja, resolver o sistema homogéneo € equivalente a resolver o sistema associado
a matriz que estd FERL.

3. Observemos que se
u,v e My

sdo solugébes da equacdo matriical (H), entdo, para cada &, € R ou C), a amatriz

x-u+p-ve My
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também serd.

De fato, pois

A-(x-u+B-v)=A-(x-u)+A-B-v)=a-(A-uw)+p-(A-v)=0.

- —~
-0 -0
4. Maais geralmente, se
Uy 5y Up € Mn]
sdo solugdes de (H) entdo, para cada 1,2, - ,,x, € R ou C), a matriz

O(1'U1+"'+0(p'up€Mn1

também serd solugdo, isto €, combinagao linear de solugcdes da equagcdo matricial
(H), também serd solugdo da equagdo matricial (H).

Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.

Apliquemos essas idéias ao:

Exemplo B.38 Encontre o conjunto solucdo associado a equag¢ao matrictal homogénea

A-x=0,
onde
1 -2 0 3 0
A=10 0 T —1 0 | € Mss. (B.39)
0O 0 0 0 1
Resolugao:

Notemos que a matriz A estd na FERL.
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Com isto temos o sistema linear homogéneo associado & matriz A serd dado por:

X1 —2%, +3x4 = 0 X1 = 2%y — 3x4
+x3 —X4 = 0 , ouseja, X3 = X4
+X5 = 0 X5 = 0

Portanto, se, para cada &y, ; € R, considerarmos
X2 = X € X4 =02,

teremos que

20(1 — 30(2 -3
2
(04] 1 0
u= 0 = X - 0 + & - 1 ,
(0%) 0 1
0 0
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serd uma solugdo da equagao matricial homogénea dada incialmete e reciprocamente.
Portanto, qualquer solugdo u € M,;; da equagdo matricial (H) serd dada por:

U =01 U + -U
onde

-3

w = € w =

o O = N

0
1
1
0

Observemos que os vetores u; e u; sdo L.I. em Mj5(R),+,-) (onde + e - sdo as operagdes
usuais de Ms;(R)).

Logo, esses vetores formam uma base para o espago vetorial real (W, +,-), formado pelas
solucdes da da equagdo matricial (H).

Observagao B.40 Observemos que o posto da matriz A € 3, isto €,
rank (A) =3,

e a equagdo matrictal (H) possut duas solugbes que tem a propriedade acima, isto é,
qualquer solugdo da equagdo matricial (H) pode ser obtida como combinagdo linear de
w e up.
Além disso, notemos
dim(W) =2 = \5/ — \3/ ,

numero de varidveis  posto de A

1sto €, o numero de solugdes da a equagdo matricial (H) é tgual ao numero de varidveis
do sistema linear menos o posto da matriz A.

Baseado nisto temos o:

Teorema B.41 Sejam k€ N e A € M,,,, de posto igual a k.
Entao o conjunto das solucoes da equagao matricial homogénea

A-x=0
consiste dos
U= U+ + Xpg - Unk € My,

onde «; € R (respectivamente, C), i €{1,2,--- ;,n—Xk}, sendo os elementos
u; € My \ {0}, wpara cada ie{l,---,n—k}

podem ser obtidos resolvendo-se o sistema linear associado a matriz na FERL associada
a matriz A (sGo as n —k solugées L.I. em (M,;(R),+,)).

Em particular, se W € o subespago vetorial do espago (My1,+,-) (onde + e - sdGo as
operagbes usuats de Myy) que contém todas a solugdo da equagdo matricial (H), seque
que

dim(W) =n — rank (a). (B.42)
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Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a demonstragao deste resultado.

Como consequéncia temos o:

Corolario B.43 Seja A € M.
Se o posto da matriz A igual a n (isto €, k =n, no Teorema (BZI) acima), entdo
a unica solugdo da equagdo matricial (H) serd a matriz nula, isto €,

u=0¢eM,.

Reciprocamente, se a unica solugdo da equagdo matricial (H) é a matriz nula, entdo
posto de A serd igual a n, ou seja,

rank (A) =n.

Em particular, a equagdo matricial (H) s6 admite a solugdo trivial se, e soemnte
se, a matriz A for inversivel.

Demonstragao:
Notemos que, do Teorema (BZT) acima, temos que

dim(W) =n — rank (a) =0.
~—
=n

Logo W = {0}, ou seja, a tnica solugdo da equagdo matricial (H) é a matriz nula, isto &,
u=0 € M.

Reciprocamente, se a tnica solugdo da equagdo matricial (H) é a matriz nula, entdo
teremos que W = {0}, isto é, dim(W) = 0.

Logo, do Teorema (BZI) acima, segue que

dim(W) =n—p(a), ouseja, rank(a)=mn,
=0

como queriamos demonstrar.

Com isto temos o:

Corolario B.44 Seja A € M.
Se
m<mn,

entdo o sistema (H) tem, pelo menos, uma solugdo ndo trivial.

Demonstracgao:
Se
k = rank (A),
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da Proposigdo (B=2H), segue que
k < min{m,n} =" m < n,
ou seja,
k<n.

Do Corolario (BZ3) acima, segue que existe solugdo, ndo identicamente nula, da equagio
matricial (H), como queriamos demonstrar.

Analisemos os seguinte exemplos a seguir:

Exemplo B.45 Seja

A= -1 0 1 € Ms;.

Encontre o conjunto solugao da equagao matricial
A-u=0.

Resolucgao:
Neste caso temos que

Temos que A ~ Ag, onde
10 —1
Ag=1 0 1 —1
00 O

A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Portanto posto da matriz A € igual a 2.

Logo, pelo Teorema (BZ) acima, existe uma (=n — rank (A) =3 —2) solugdo, ndo
nula, da equacao matricial A - u = O, que indicaremos por u; € Mz e qualquer outra
solugdo u da equagcao matricial A -u = 0, serd da forma

u=o«-u,

para algum o € R (respectivamente, C).
Para encontrar a solugdao u; € Mz, basta resolver o sistema associado a matriz Ag,
que deixaremos como exercicio para o leitor.

Exemplo B.46 Seja

0O 0 3 —1
A= o -1 4 7 € My,
0O —1 7 6

Encontre o conjunto solugcdo da equagao matricial

A-u=0.
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Resolucao:
Neste caso temos
m=3<n=4.

Logo, do Corolario (BZ4) acima, podemos concluir que existe pelo menos uma solugéo
ndo trivial da equagdo matricial A - u = 0.
Na verdade temos que A ~ Ag, onde

AR=100 1 —
3

A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Portanto, posto da matriz A é igual a 2.

Logo, pelo Teorema (BZ) acima, segue que existem duas (= n — rank (A) = 4 — 2)
solugbes uwy, u; € My, L.I. em (M3(R),+,-), da equagdo matricial A - u = O, tal que toda
solucdo u € M3;(R) da equagdo matricial A - u = O, serd dada por

U= X1 - U + & - Uy,
para algum oy, x; € R (respectivamente, C).
Para encontrar as solugdes u;,u; € Mj3(IR), basta resolver o sistema associado a matriz
AR, que deixaremos como exercicio para o leitor.
B.3 O Sistema Linear Nao Homogéneo
Trateremos nesta segdo do sistema linear ndo homogéneo (NH)
Ax=D.
Comegaremos introduzindo a:
Definicao B.47 A equag¢do matricial
A-x=Db

serd dita consistente se tem pelo menos uma solucgao.
Se nao tiwer solugdo serd dita inconsistente .

De modo semelhante, temos que um sistema linear serd dito consistente, se ele
adminte pelo menos uma solugdo, caso contrdrio, serd dito inconsistente.

A seguir exibiremos dois sistemas lineares, um consistente e o outro incosistente.
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Exemplo B.48 O sitema linear

X1 +2X2 +x3 = 0
X2 —|—X3 = —1
X1 +X2 = 1
€ consistente, pois
x1=1, =0 e x3=-—1

€ uma solugao do sistema linear.
A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Exemplo B.49 O sitema linear
X1+ X2 = 1
X1 +x,=2

A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

€ 1nconsistente.

Observagao B.50 Lembremos que resolver a equag¢do matricial (NH)
A-x=b
€ equivalente a resolver a equag¢do matricial
AR - X = by,

onde
A~ AR e b~ bR,

1sto €, existe uma matriz P € M., nao singular, tal que
Ar=PA e Dbr=Pb,

ou ainda,
(Ab) ~ (Arbg).

Logo podemos assumir, sem perda de generalidade, que a matriz A estd na FERL,

1sto €,
A=Ar e b=hbg,

pois 0s as equagbes matriciais associadas sao equivalentes (isto €, tém o mesmo con-
junto solugd@o).

Suponhamos que o a equagdo matrictal (NH) seja consistente, com u € My, sendo
uma solug¢ao do mesmo.

Seja k € NU{0}, o posto da matriz A.

Como a matriz A estd na FERL e rank (A) = k, seque que a matriz A tem as ultimas
(m —k) linhas sdo nulas.
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Portanto (m — k) equagébes do sistema linear associtado a equagdo matricial (NH)
tem a segunte forma:

0-xg+---4+0-x, =by,para cada ie{k+1,---,m}.
Logo
b; =0, paracada ie{k+1,---,m},

ou seja:

Teorema B.51 Se a matriz A € M,,,, estd na FERL e tem posto k, entdo a equacgdo
matricial (NH) (ou o sistema linear associado a matriz aumentada (Ab)) é consistente

se, e somente se,
by =---=bn=0.

Em particular, se o posto da matriz A for igual a m, entdo a equagdo matricial (e
portanto o sistema linear associado a matriz aumentada (A b)) serd consistente.

Demonstragao:
A implicagdo (=) é fruto da Observagdo (BEX0) acima.
A demonstracdo da reciproca serd deixada como exercicio para o leitor.

Se a matriz A € M,,,, ndo estd na FERL entao temos o:

Teorema B.52 Seja A € M.

A equagdo matricial (NH) (portanto o sistema linear associado a matriz aumentada
(Ab)) € consistente se, e somente se, o posto da matriz aumentada (Ab) for igual ao
posto da matriz A, 1sto é.

rank (Ab) = rank (A).

Demonstracgao:
Sera deixada como exercicio para o leitor.

Facamos uma aplicacdo desse resultado ao seguinte exemplo:

Exemplo B.53 O sistema linear

X1 —X2 = 0
—X1 = 1
X2 = —]
€ consistente ou inconsistente?
Resolucao:
Observemos que
X1 —X2 = 0 1 —1 0
—X1 = 1 se, e somente se, -1 0 1 =(Ab)

x; = —I o 1 -1
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Logo os sistema linear associado a matriz aumentada (Ab) serd consistente, pois
ele admaite como solugao
x1 = —1 e xp=-—1.

Dewzaremos a verificacao deste fato como exeercicio para o leitor.
Portanto é consistente.
Notemos também que

10 —1
(A b) ~ (ARbR) y onde (AR bR) = 01 —1 (AR ~ A)
00 O

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exeercicio para o leitor.
Assim temos que
rank (A) =2 = rank (A b)

e como afirma o Teorema (BXEA) acima, o sistema linear associado a matriz aumentada
(Ab) serd consistente.

Um outro resultado interessante € o:

Teorema B.54 Seja A € M.

Suponhamos que a equagdo matricial A-x=Db (ou o sistema linear associado a
matriz aumentada (A b)) seja consistente e que u, € M;; seja uma solugcdo particular
do mesmo.

Entao toda solugao da equacao matricial

A-x=D,
serd dada por
w=1u,+ve My,

onde v € My € uma solugao da equacdao matricial homogénia associada, isto €, da
equac¢ao matricial
A-y=0.

Conclusao: uma solugdo geral do sistema linear associado a matriz aumentada (A b)
pode ser obtida de uma solugao particular do mesmo somada com a solugcao geral do
sistema linear homogéneo.

Demonstragao:
De fato, se w € M,,; uma solugdo da equagao matricial

A-x=Db

e U, € M;; é solucao particualr de
A-x=D,
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segue que

serad solugao de

pois
Av=A-w—u)=A-w—A-u,=b—>b=0.
Logo a matriz
w=1u,+Vv,

serd igual a solugdo particular de A - x = b somada como solugdo geral de
A-y=0.

Reciprocamente, se v € M,;; é solugdo da equagdo matricial

A-y=0,
entdo a amtriz

W=1U,+Vv
serd solugao da equagao matricial

A-x=Db,

pois
Aw=A -(u+v)]=A-u, +A-v=b+0=b,
mostrando que a matriz w € M,,; serd solugdo da equagao matricial

A-x=D,

completando a demonstragao.

|
Apliquemos isto ao:
Exemplo B.55 Encontre o conjunto solu¢ao da equagao matricial Ax =b, onde
1 3 5 -1 1
-1 2 -5 4 2
Al o1 1 | Py
1 4 6 =2 5
Resolucao:
Podemos mostrar que
(Ab) ~ (Arbr),
onde
10 0 10 —13
010 3 3
000 O 0
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Dewzaremos a verificagcdo deste fato como exercicio para o leitor.
Portanto, pelo Teorema (IBZ23), segue que a equagdo matricial € consistente, pois

de (BEXA), temos que
rank (AR bg) =3 = rank (Ag), logo rank(Ab)= rank(A).

Também pode-se mostrarque
—13

€ uma solucao da equag¢ao matricial Ag - x = bg, portanto da equacao matricial Ax = b.
Dewzaremos a verificagcdo deste fato como exercicio para o leitor.

Notemos que,

—10x —10
v = _43“0( =o- _43 , para cada o €R (ou C)
o 1

€ solugao geral da equagcao matricial

AR'XZO.

Logo, do Teorema (BX4) actma, seque que qualquer solugdo da equagdo matricial

(NH) serd da forma

—13 —10
3 -3
w=u+oa-v= ] + 4 , para cad o €R (ouC),
0 1
1sto €,
—13 —10x
3—3x
S 1+ 4o s €R (ou C)
o

€ o conjunto solugdo da equagao matricial (NH).

Para completar nosso estudo sobre da equagdo matricial (NH) (ou dos sistema linear
associado a matriz aumentada (A b)) temos os seguintes resultados:
Teorema B.57 Sejam A € M., b€ M.

Suponhamos que a equagdo matricial (NH)

A-x=D,



470 APENDICE B. SISTEMAS LINEARES

€ consistente.
A equagdo matricial (NH),
A-x=Db,

tem solugao unica se, e somente se, posto da matriz A € 1gual a n.

Demonstragao:
Suponhamos que a equagdo matricial (NH)

A-x=Db

tem solugdo dnica.
Entdo a equagdo matricial (H),
A-y=0

tem solucdo 1inica, a saber, a solugdo trivial u =0 € M,;.

Logo posto da matriz A devera ser igual a n.

Reciprocamente, se posto da matriz A é igual a n, entdo a solugdo trivial u =0 € My;
devera ser a tinica solugdo da equagdo matricial (H),

A-y=0.
Portanto a equagdo matricial (NH),
A-x=Db,

terd uma tunica solugdo, finalizando a demonstragao.

Como consequéncia temos o:

Corolario B.58 Nas condigées do Teorema (BED) acima, se
m<n,
eziste uma unica solugdo da quagdo matrictal (NH),
A-x=D,
se, e somente se, posto da matriz A for igual a n, isto é,
m=n.

Demonstragao:
Suponhamos que exista tinica solugdo da equagdo matricial (NH),

A-x=Db.

Entédo, do Teorema (BXE7) acima, segue que n serd igual ao posto da matriz A.
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Mas
n = rank (A) < minfm,n} < m < n.

Portanto
rank(A)=n e m=mn.

Reciprocamente, se rank (A) = n, segue do Teorema (BE7) acima, que existe tnica
solugdo da equagdo matricial (NH),
A-x=D,

completando a demonstragao do resultado.

B.4 A Inversa de Matrizes Nao Singulares

Para finalizar, exibiremos um método para encontrar a matriz inversa associada a uma
matriz ndo singular, utilizando o matrizes elementares desenvolvidas na secdo anterior.
Para ilustrar consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo B.59 Observemos que a matriz quadrada de ordem 4

1T 0 0 1 1000

A o 1 1 0 Egercicio 0100
O 1 -1 0 0010 |’

-1 0 0 1 00 01

que estd na FERL, portanto, o posto da matriz A serd igual a 4.
Além disso,

1 0 0
-1 0| +0+0—-1| O
0 1 —1

11
1 1 |=-2—(1+1)=-4+#£0.
0 0

1
det(A)=1] 1
0

Portanto a matriz A € ndo singular, ou seja, rank (A) =4 e A € uma matriz inver-
stvel.

Logo, neste exemplo, ocorreu uma relagao entre o posto da matriz e a sua inversibilidade.
Isto ocorre em geral, como veremos no resultado a seguir:

Teorema B.60 Seja A € M,, sao equivalentes:
1. A é uma matriz nao singular;

2. posto da matriz A € igual a n;
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3. A~1,, 1sto € Ag =1, onde a matriz Agx € a FERL da matriz A.

Demonstragao:
Mostremos que:
1. = 2.:
Se a matriz A é uma matriz ndo singular e

A-u=0,

entao
u=A"'0=0,

isto é, a 1Ginica solugdo da equagdo A -y = O serd a solugdo trivial u = O.

Logo, do Corolario (BZ3), segue que o posto da matriz A dever ser igual a n.

2. = 3.:

Se o posto da matriz A é igual a n, entdo néo existe linhas nulas na matriz Ag (a FERL
da matriz A) e cada linha de Ag € M,,, tem coeficiente lider 1 e zero nas outras posigdes da
coluna, isto é,

3. = 1.:
Se
AR:In>

entdo, como A ~ Ag, existe P € M,,,,, matriz quadrada ndo singular, tal que
[, = Ag = PA.

Portanto a matriz A é uma matriz ndo singular e A~' = P, completando a demonstragio
do resultado.

Como consequéncia temos o:

Corolario B.61 Seja A € M.
A matriz A € uma matriz nao singular se, e somente se, ela € produto de matrizes
elementares.

Demonstragao:
Do teorema acima temos que A = P,
Mas, da proposigdo (BZ2), a matriz P é o produto de matrizes elementares, completando
a demonstragao.
|

Observacao B.62 Este teorema nos dd um modo de encontrar a tnversa de uma matriz
quadrada que € uma matriz nao singular.

[lustraremos o método com o seguinte exemplo:
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Exemplo B.63 Encontrar a inversa da matriz

—_ O

|
—_—
_—0 O -

Resolugao:

Para encontrar a matriz inversa associada d matriz A (se existi!) agiremos da
sequinte forma: consideremos a matriz

1 0 0 1 :100 0
01 1 0:0100
Arli=1 6 1 30.001 0
10 0 1:0001

O que faremos € fazer operacoes sobre as linhas da matriz A para trasnforma-la
(serd possivel!) na matriz identidade 1y & direita.

Todas as operagédes que fizermos na matriz A faremos na matriz 1.

10 0 1 1 000

1.9 binha+49 tinka | O 1 1 0 0100
Al N 01 —=10:0010
00 0 2 1 0 0 1

10 0 1 1 0 00

3.9 linha —2.% linha o1 1 0 0O 1 0 0

00 =20 0O -1 10

00 0 0 1 0 01
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1 0 0 1 1 0 0 O
—71)><3.u linha 0 1 1 O 0 ] O O
~ 1 -1
0010 0 7 7 0
0 0 0 2 1T 0 0 1
1T 0 0 1 1 0 0 O
01 00 0 1 1 0
2.9 linha —3.9 linha 2 2
1T -1
10 0 z 7 0
2 1 0 0 1
T 0 0 1 0O 0 0
1T 1
01 00 0 7 3 0
1%3.9 linha
~ 1T -1
0010 0 7 7 0
1 1
0O 0 01 z 0O 0 Z
1 —1
1 0 0 0 : z 0 0 7
O1T 00 :0 % % 0
1.9 linka —4.% linha
~ :(148)
0010 0 1 _—1 0
2 2
1 1
00 01 7 0 0 5
Afirmagdo: B = A", isto é,
1 —1
7 00 7
1 1
0 7 3 0
ATl =
1T —1
0 z 7 0
1 1
2 00 3

De fato, como A ~ 1,,, entdo
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logo
PA:I,)=((PA):P)=(I,P)= (A:1,)~ (I, :P)

mas, do Coroldrio (EXEI) acima,
P=A",

portanto (A1) ~ (I, A7").

Observacao B.64 Podemos utilizar o escalonamento de matrizes para obter bases para
subespacos de espacos vetorias de R™.
Esse processo é desenvolvido nos primeiros capitulos destas notas.

B.5 Regra de Crammer
Para finalizar temos o:

Teorema B.65 (Regra de Cramer)
Seja A€M, , be M.
Se
det(A) #0,

entao a equacao matricial

tem uma unica solucao, dada por
u=(w)(=A""b),

cujas componentes sao dadas por

det(Al)
det(A)’

u; = para cada 1i€{l,--- ,n}, (B.66)

onde a matriz A, € o determinante obtido da matriz A, trocando-se a i-éstma coluna
a.i, da matriz A, pela coluna da matriz b.

Demonstragao:
Deixaremos a verificagao deste como exercicio para o leitor.

Apliquemos este resultado ao:
Exemplo B.67 Resolva o sistema linear

X1 +3X2 —X3 = 0
X1 +X2  +X3
X1 —X3 = —1

|
o
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Resolucao:
Observemos que o sistema linear dado pode ser escrito como a seguinte equagao matricial

A-x=Db,

onde

Observemos que
det(A) =—1+6+1=8#0.

Logo, do Teorema (BEH) matriz A é ndo singular.
Além disso, da regra de Cramer (isto é, (BEXH)), teremos:

0] 3 —1 1 [o] —1
Ar=1|[o] 1 1 |=34+1=4; A;=|1 [0] 1 |=1+1=2;
0 —1 ] ]
1 3 [0]
A;=|11 [0] |=-1+3=2.
10
Portanto
A 4 1
A 8 2
wy
A, 2 1
u = u) = - = — = _
A 8 4
us
As 2 1
A 8 4

serd a solugao da equagdo matricial A - x = b, ou seja,

] L L
:z, Xy = — e X3 = —

ht 4 4

serd a solugao do sistema dado inicialmente.
As muitas das demonstragdes deixadas como exercicio ou omitidas, podem ser encontradas
na bibliografia abaixo.
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auto-espago generalizado, de um operador
linear, associado a um, 270
multiplicidade algébrica de um,
multiplicidade geométrica, para um ope-
rador linear, associada a um, 70
subespaco préprio de um operador linear,
associado a um, 270
autovetor,
associado a uma operador linear,

base
de £(U; V), associada a duas bases dadas,
@
definicdo, 1
dual, =0
dual, associada a uma base, @0
ordenada de um espago vetorial real ou
complexo,
ortonormal,
base dual
associada a uma base, [@0
blocos
matriz de,

cofator

do elemento ay;, EZ3
complemento ortogonal

de um subespago,
conjunto

L.D.,E2
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L.I.,, EO
ortogonal, BEH
ortonormal, BR3
coordenadas
de um vetor em relagdo a uma base,
matriz das coordenadas de uma vetor em

relacdo a uma base,
Cramer
regra de, B3
desigualdade

de Cauchy-Schwarz,

triangular,
diagonalizavel

matriz, B3

operador linear, B03
dimensao

definigdo, [MA

infinita, 3
dual algébrico

de um espago vetorial, [X3

equagao matricial
consistente,
inconsistente,
equivaléncia
relagao de, ER3
equivalentes
equagOes matriciais, E29
escalar
produto, B32
espago
euclideano, B2
espago vetorial
automorfismo em um, 23
base de um, B2
complexo,
dimensao de um, [MA
dual, =3
dual algébrico de um, &3
funcional linear em um, 73
operador linear em um, 73
transfomrgao linear em um, 72
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espago vetorial real
definigdo, I

espagos vetoriais
isometria, BE1
isomorfismo entre, 223
isomorfos, 23

euclideano
espacgo, B39

finitamente gerado

subespago vetorial,
forma candnica de Jordan

de um operador linear, ET0
fungao

hessiano de uma,

Gauss-Jordan

Método da eliminagdo de, ERA
geradores

de um subespago vetorial,
Gram-Schmidt

processo de ortonormalizacao, B78

idempotente
operador linear,
identidade

do paralelogramo, BZ9

operador linear, 74
imagem de um conjunto

por a uma transformacao linear,
imagem inversa

de um conjunto, por uma transformagao

linear,

interno complexo

produto, B2
interno real

produto, B3
invariante

subespacgo vetorial que é,
isometria, BE1
isomorfismo, ZZ3

entre espagos vetoriais, 23
isomorfos

espagos vetoriais que sdo, 223
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L.D,,
conjunto, EA
L.I,Ed
conjunto, EO
lider
coeficiente, ER0
linear
funcional, 73
operador,
transformacao, 72
linearmente
dependentes, B
independentes, EO

matricial
conjunto solugdo de uma equagao, EZ3
solucdo de uma equagao, EZ7
matriz, E1T9
J(A5 ), EI8
R, B57),
anti-simétrica, EZ2
associada a uma transformagao linear, 222
aumentada, EZ1
cofatora, £33
coluna, ET9
das coordenadas de uma vetor em relacao
a uma base,
de blocos, D64, ETT
de mudanga de base, 28
determinante de uma, £33
diagonal, B4, E3T
diagonal principal,
diagonalizavel, BO3
elementar do tipo I, EX1
elementar do tipo II, E&T
elementar do tipo III, E&T
entradas de uma, ET9
forma escalonada reduzida por linhas, E53
hessiana de uma fungao,
identidade,
inversivel,
inversa,
linha, ET9
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menor principal de ordem k, E4

ndo singular, E27

nula,

operagoes elementares, £33

oposta,

ordem, ET9

ortogonal,

polinémio agindo em uma,

polindémio caracteristico associado a uma,

posto,

quadrada,

semelhante a outra matriz,

simétrica, EZ2

singular, E27

trago de uma, E30

transposta de uma, EZ0

triangular inferior, EXT

triangular superior, EZ1
matrizes

adicdo, EXT

iguais, EZ1

l-equivalentes, E52

produto de,

produto por nimero, EZ2

semelhantes,

simétricas, E0
mudancga de base

matriz de, (30
multiplicidade

geométrica de um autovalor, 70
multiplicidade algébrica

de um autovalor,
multiplicidade geométrica

do autovalor do operador linear, 270

nicleo
de uma transformacdo linear,
nicleo e imagem
teorema do,
norma
de um vetor, BZ4
nula
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transformacgao linear, 74 escalar, B32
interno complexo,

operagao elementar interno real, BXT

de tipo I, E50 projecao ortogonal

de tipo II, ERO de um vetor, BE1,

de tipo III, E50 de um vetor em um subespago vetorial,
operador

linear identidade, 74
operador linear restrigao

autoadjunto, a um subespaco vetorial, de um operador

autovalor de um, linear,

autovetor de um, rotagdo em R?,

diagonalizavel, B3 semelhantes

matrizes, 90,
sistema linear

consistente,

inconsistente,

o soma de subespagos
potenciagdo de um, @3 dimens3o da, T3

restrigdo, a um subespago vetorial, de um,
PaVi

forma canoénica de Jordan de um, E10
idempotente,

nilpotente, @A

polinémio agindo em um, BO0
polinémio caracteristico de um,

subespago proéprio
associado ao autovalor de um operador li-

subespago vetorial invariante por uma, near, 711
ortogonais subespago vetorial

vetores, B53 complemento ortogonal,
ortogonal definicdo de, B

conjunto, Bb3 finitamente gerado,

matriz, geradores de um,
ortonormal geradores do,

base, invariante,

conjunto, B3 préprio, I70

restricdo de um operador linear a um,

pare?lelog'ramo brivial,

identidade do, BZ9 .

) ) subespagos vetoriais
polinémio

soma de, £4, E3

agindo em um operador linear, B0 .
& P ! soma direta de, E3,

agindo em uma matriz,

polinémio caracteristico teorema
associado a uma matriz, do completamento,
asssociado a um operador linear, do ntucleo e da imagem,
processo de orotonormalizagao transformagao
de Gram-Schmidt, B78 bijetora, U3
produto injetora, U7

de vetor por escalar, X1 inversa, @3, [T7
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linear nula, 74
sobrejetora, T3
transformacao linear
definicdo, 7T
imagem de um conjunto por uma,
imagem inversa de um conjunto, por uma,
matriz associada a uma,
ntcleo de uma,
transformacdes lineares
composta de,
trivial
solugao,

unitario
vetor, BZR

vetor
coordenadas, em relagdo a uma base, de
um,
norma de um, BZ4
ortogonal a conjunto, BE3
projecao ortogonal de um, B&T],
unitario,
vetores
angulo entre, B3
combinagao linear, E1
distancia entre, BRO
ortogonais, BRH



