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Capitulo 1

Espacos Vetoriais

1.1 Introducao e Exemplos

NEste capitulo introduziremos o conceito de espago vetorial que serd usado
em todo o decorrer do curso.

Porém, antes de apresentarmos a definicdo de espaco vetorial, passemos a
analisar em paralelo dois objetos: o conjunto formado pelas fungoes f : R — R,
denotado por .7 (R;R) e o conjunto das matrizes quadradas de ordem n com
coeficientes reais que denotaremos por M, (R), ou simplesmente, por M,,.

A soma de duas fungdes f e g de .7 (R; R) é definida como sendo a fungdo
f+g € F(R;R) dadapor (f + g)(x) = f(z) + g(x).

Note também que se A € R podemos multiplicar a funcio f pelo escalar A\,
da seguinte forma (Af)(z) = A(f(z)), resultando num elemento de .% (R).

Com relacdo a M,, podemos somar duas matrizes quadradas de ordem n,
A = (aij)nxn © B = (bij)nxn, colocando A + B = (a;; + bij)nxn, que é um
elemento de M,,.

Com a relagdo a multiplicagdo de A = (a;j)nx, por um escalar A € R, é
natural definirmos AA = (Aa;;)nxn, 0 qual também pertence a M,,.

O que estes dois conjuntos acima, com estas estruturas de adi¢ao de seus ele-
mentos e multiplicacdo de seus elementos por escalares, ttm comum? Vejamos:

Verifica-se facilmente a partir das propriedades dos nimeros reais que, com
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8 CAPITULO 1. ESPACOS VETORIAIS

relagdo a quaisquer fungdes f,g e h em .7 (R;R) e para todo A\, u € R, sdo
validos os seguintes resultados:

L f+g9=9g+/;
2. f+(g+h)=(f+g) +h

3. se O representa a fungdo nula, isto é, &(x) = 0 para todo x € R entdo
O+ =1

4. a fungdo — f definida por (—f)(z) = —[f(x)] para todo x € R é tal que
f+(=f)=0;

5. Auf) = (M) f;

6. A+ u)f =\ +uf;
7. Af +9) = A+ Ag;
8. 1f = f.

Agora, com relag@o a quaisquer matrizes A, B e C'em M,, e paratodo \, i €
R, também sao validos os seguintes resultados:

1. A+ B= B+ A;
2. A+ (B+C)=(A+ B)+C,
3. se O representa a matriz nula, isto é, O = (0),,», entdo O + A = A;

4. se A = (a;;)nxn entdo a matriz —A definida por —A = (—a; j)nxn € tal
que A+ (—A) =0;

5. A(uA) = () A;
6. A+ p)A = A+ pA;
7. MA+ B) = AA + \B;
8. 1A= A.
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Podemos ver que tanto o conjuntos das func¢des definidas na reta a valores re-
ais como o das matrizes quadradas quando munidos de somas e multiplicacio por
escalares adequadas apresentam propriedades algébricas comuns. Na verdade
muitos outros conjuntos munidos de operacdes apropriadas apresentam proprie-
dades semelhantes as acima.

E por isso que ao invés de estudarmos cada um separadamente estudaremos
um conjunto arbitrario e ndo vazio, V, sobre o qual supomos estar definidas uma
operagao de adigdo, isto €, para cada u,v € V existe um unico elemento de V'
associado, chamado a soma entre u e v e denotado por u+ v, € uma multiplicacio
por escalar, isto é, para cada u € V e A € R existe um unico elemento de V'
associado, chamado de produto de u pelo escalar )\ e denotado por \u.

Definicao 1.1 Diremos que um conjunto V- como acima munido de uma adigdo
e de uma multiplicacdo por escalar é um espago vetorial se para quaisquer u, v
ewemV eparatodo \, u € R sdo vdlidas as seguintes propriedades:

(EV1) u+v = v+ u para todo u,v € V;

(EV2) u+ (v+w) = (u+v) + w para todo u,v,w € V;

(EV3) existe um elemento O € V tal que 0 + u = w para todo v € V;
(EV4) para cada u € V existe v € V tal que u + v = 0;

(EVS) Apu) = (Ap)u paratodouw € Ve A\ u € R;

(EV6) (A + p)u = Au + pu para todo v € V, A\, n € R;

(EVT) Au+v) = \u+ M para todo u,v € V e X € R;

(EV8) 1lu = u para todou € V.

Observacdo 1.2 E comum chamarmos os elementos de um espago vetorial de
vetores, independentemente da natureza dos mesmos. Também chamamos de
escalares os niimeros reais quando estes desempenham o seu papel na acdo de
multiplicar um vetor.
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Observacao 1.3 O elemento 0 na propriedade EV3 ¢é tinico, pois qualquer outro
0" € V satisfazendo a mesma propriedade EV3 entdo, pelas propriedades EV3 e
EVI1 teriamos 0 =0+0' =0 +0=0,istoé,0=0".

Observacao 1.4 Em um espaco vetorial, pela propriedade EV4, para cada u €
V existe v € V tal que u 4+ v = 0. Na verdade, para cada u € V existe somente
um elemento v € V' com esta propriedade. De fato, dadouw € V se vev emV
sdo tais que uw + v = 0 e u + v = 0 entdo, combinando estas equacdes com as
propriedades EV1,EV2 e EV3, obtemos v = v+0 = v+ (u+v") = (v+u)+v' =
(u4v)+v =0+ =7, isto é v =1 Denotaremos v por —u e u — v por
u+ (—v).

Observacao 1.5 As quatro primeiras propriedades referem-se apenas a opera-
cdo de adicdo e sdo conhecidas, respectivamente, por propriedade comutativa,
propriedade associatividade, existéncia do elemento neutro e existéncia do ele-
mento inverso.

A quinta e a oitava propriedades sdo exclusivas da multiplicacdo por es-
calar e também podem ser chamadas de associatividade e elemento neutro da
multiplicacdo, respectivamente.

A sexta e a sétima propriedades relacionam as duas operacoes e sdo ambas
conhecidas por distributividade.

Observacao 1.6 A rigor, a definicdo de espaco vetorial que demos acima se
refere a espacos vetoriais reais visto que estamos permitindo que os escalares
sejam apenas numeros reais. A no¢do de espago vetorial complexo pode ser
feita naturalmente a partir da defini¢do acima com as devidas mudancas. Mais
precisamente, pedimos que seja satisfeitas as propriedades EVI a Ev4 e EV8
enquanto que as propriedades EVS a EV7 devem valer para todo A\, 4 € C. No
entanto, embora importante, ndo usaremos o conceito de espago vetorial com-
plexo.

Um outro exemplo de espago vetorial, além dos dois apresentados no inicio
do texto, € o conjunto dos vetores como apresentados em Geometria Analitica
munido da adi¢do e da multiplicacdo por escalar. Dessa forma, o adjetivo vetorial
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utilizado na defini¢do acima deve ser entendido de uma forma mais ampla, sendo
uma referéncia aos elementos de V' independentemente de serem ou ndo vetores.

Talvez o exemplo mais simples de espago vetorial seja o conjunto dos nime-
ros reais com a adi¢ao e multiplicacdo usuais. Mais geralmente, para cada n €
N, podemos transformar o conjunto das n-uplas ordenadas de ndmeros reais,
R™ em um espaco vetorial definindo a adicdo de duas n-uplas ordenadas, xr =
(x1,...,2,) ey = (y1,-..,Yn), adicionando-se coordenada a coordenada, isto

c,
rH+y=(T1+Y,--, Tn+Yn)

e o produto de uma n-upla x = (xy, ..., x,) por um escalar A € R por
A = (Ax1, ..., A\xy,).

E uma rotina bem simples verificar que desse modo R™ é um espaco vetorial.
Deixamos como exercicio esta tarefa.
Verifique também que os seguintes exemplos sdo espacos vetoriais.

I. Sejamn € Ne V = Z,(R) o conjunto formado pelo polinémio nulo e
por todos os polindmios de grau menor ou igual a n com coeficientes reais.
Definimos a adi¢do e a multiplicag¢do por escalar da seguinte maneira:

* Sep(z) =ay+arx+---+axz”eq(x) =by+byx+- -+ b,z" sdo
elementos de &, (R) entdo

p(x) +q(x) = (ap + bo) + (a1 + by)x + - - - + (a, + by)z".

* Sep(x) =ayg+ a1z + -+ + a,z™ é um elemento de &, (R) e A € R
entao
Ap(z) = (Aag) + (Aar)x + -+« + (Aay)z".

2. Sejam A C R e Z#(A;R) o conjunto de todas as fungdes [ : A — R.
Se f,g € F(A;R)e X € Rdefina f+g: A — Rpor (f+g)(z) =
f(x)+g(z)e (Af)(x) = Af(z), x € A. Entdo, F(A;R) com esta adigdo
e produto por escalar € um espaco vetorial.
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. O conjunto das fun¢des continuas definidas num intervalo / C R munido

das operacgdes de adi¢do e multiplicacdo usuais (como aquelas definidas
em .# (I;R)). Notagdo: C'(I; R).

O conjunto das fun¢des com derivadas continuas até ordem k£ € N, (k
¢ fixo) definidas num intervalo aberto / C R munido das operacdes de
adigdo e multiplicagdo usuais (como aquelas definidas em .% (I; R)). Nota-
¢do: C*(I; R).

. O conjunto das fun¢des com todas as derivadas continuas definidas num

intervalo aberto / C R munido das operacdes de adi¢do e multiplicacdo
usuais (como aquelas definidas em .# (I; R)). Notagdo: C*°(I; R).

O conjunto das matrizes m por n com coeficientes reais: M,,x,(R) mu-
nido de operagdes andlogas aquelas definidas em M, (R).

Os espacos vetoriais acima envolvem operagdes com as quais vocé ja deve
estar familiarizado. O préximo exemplo € um pouco mais sofisticado do que
0s anteriores € por isso mostraremos as oito propriedades. Como conjunto to-
maremos V' = (0, 00), o semi-eixo positivo da reta real. Este conjunto quando
munido as operacdes usuais de soma e multiplicacdo ndo € um espacgo vetorial,
visto que ndo possui elemento neutro para a adicdo. No entanto, se paraz,y € V
e A € R, definirmos a soma entre x e y por x H y = xy, (o produto usual entre
x e y) e o produto de x pelo escalar A como A [z = z*, entdo V se torna um
espaco vetorial. De fato, verifiquemos uma a uma as oito propriedades:

1.
2.

x,y € Vtemos x Hy = xy = yxr = y B x para quaisquer z,y € V;

rB((yBz) =28 (y2) =2(yz) = (2y)z = (e By)z = (¢ By) B 2 para
quaisquer x,y,z € V

se z € V entdo, como 1 € V, temos 1 Hx = 1o = x; observe que neste
caso, 1 é o elemento neutro da adi¢cdo, o qual denotaremos por o;

-1

sex eV istoé,r>0,entdor e VerBat=zr1=1=o;

MO (pBz) = AHat = (2*)* = 2 = 2™ = (\p) [ o para quaisquer
reVelueR;
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6. A+ pu)Blx = 2MF = 2ok = 2 Ba* = (\Ha) B (uDz) para quaisquer
reVelueR;

7.2 (xBy) = A0 (zy) = (zy)* = 22y = WD z) B (A y) para
quaisquer z,y € Ve A € R;

8. 1z = 2! = x para qualquer v € V.

Ex. 1.7 Considere V. = (0,00) com a adi¢do usual + de niimeros reais (faz
sentido pois a soma de dois niimeros reais positivos resulta em um niimero posi-
tivo) e o produto por escalar ] como acima. Mostre que isto ndo é um espagco
vetorial.

1.2 Propriedades

Das oito propriedades que definem um espago vetorial podemos concluir varias
outras. Listaremos algumas destas propriedades na seguinte

Proposicao 1.8 Seja V' um espaco vetorial. Temos
1. Seu+w =v+wentdou = v.
2. Para qualquer A € R, \0 = 0.
3. Para qualquer v € V, Ou = 0.
4. Se \u = 0entdo A =0ouu=0.
5. Para quaisquer A € Reu € V, (—=\)u = A(—u) = —(u).
6. Para qualqueru € V, —(—u) = u.

7. Se u,v € V entdo existe um inicow €V tal que u + w = v.

Prova:
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1. Pelas propriedades EV3, EV4 e EV2 temos que
u=u+0=u+ (w4 (—w)) = (u+w)+ (—w)
=w+w) +(—w)=v+(w+ (—w)) =v+0=0.

2. Pelas propriedades EV3 e EV7 temos 0 + A0 = A0 = A(0 + 0) = A0 + AO.
Pelo item anterior, A0 = 0.

3. Pelas propriedades EV3 e EV6 temos 0 + Ou = Ou = (0 + 0)u = Ou + Ou.
O resultado segue do item 1.

4. Se )\ # 0 entdo pelas propriedades EV8 e EVS5 e pelo item 2 desta proposi-
cdo,u=1u=(A""Nu=A"1u) =1"10=0.

5. Utilizando a propriedade EV6 e o item 3 desta proposi¢ao, obtemos Au +
(=N)u = (A + (=A))u = Ou = 0. Pela observagdo[1.4] —(\u) = (—=\)u.
Analogamente, utilizando-se a propriedade EV7, mostra-se que —(\u) =
A(—u).

A prova dos outros resultados é deixada como exercicio.

Ex. Resolvido 1.9 Seja V' um espago vetorial. Mostre que se V' # {0} entdo V
tem infinitos elementos.

Resoluc¢ao: Note que se encontrarmos uma fung¢do f : R — V que seja inje-
tora entdo V terd infinitos elementos, pois para cada A € R corresponderd um
elemento distinto f(\) de V.
Tome v € V, v # 0. Defina f : R — V por f(\) = Av. Para mostrar que
f € injetora, tomemos A\, 1 € R tais que f(A\) = f(u). Devemos mostrar que
A = . Como \v = f(\) = f(u) = pv, obtemos A\v — (uv) = 0. Pelo item 4 da
proposi¢do[1.8]temos 0 = Av — (uv) = Av + (—p)v = (A — p)v. Como v # 0,
pelo item 3 da mesma proposicdo, segue que A — p = 0, isto é, A = p.
O
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1.3 Exercicios

Ex. 1.10 Verifique se em cada um dos itens o conjunto V' com as operacdes
indicadas é um espago vetorial sobre R.

LV =R (21,51, 21)+ (22,92, 22) = (T14+ 22,91 +Y2, 21+ 22); (2,9, 2) =
(az, ay, az).

2.V = { ( Z _ab ) ;a,b e R} , operagdes usuais de M.
3. V={(z,y) € R* 3z — 2y = 0}, operagdes usuais de R?.
4. V={f :R—=R;f(—z) = f(x), Vo € R}, operagdes usuais de funcdes.

5. V = Z(R) = {polindmios com coeficientes reais} , operagdes usuais de
funcoes.

6. V =R (21,91) +(22,52) = 221 —2y1, y1 —21), a2, y) = (3ax, —az.)
7.V =R (z1,11) + (22, 92) = (21 + 22,41 + 42), a(2,y) = (az,0).
8. V ={(x,y,2,w) € Ry y = 2,2 = w?}, operagdes usuais de R*.

9. V=Rx R*a (351791) + ($2>y2) = ($1 + 3527913/2),04(95»9) = (de’?fx)’
comR* =R\ {0}.

Ex. 1.11 Termine a demonstracdo da proposi¢dao
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Capitulo 2

Subespacos Vetoriais

2.1 Introducao e Exemplos

MUitas vezes nos depararemos com certos subconjuntos de um espago veto-
rial que possuem a propriedade de que a soma de dois de seus elementos é um
elemento do préprio subconjunto bem como quando multiplicamos um elemento
do subconjunto por um escalar, o resultado continua pertencendo ao subconjunto.

Definicao 2.1 Seja V' um espago vetorial. Dizemos que W C V é um subespago
vetorial de V' se forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(svl) 0 e W,
(Sv2) Seu,v € Wentdou+v e W,

(sv3) Seu € W entdo Au € W para todo \ € R.

Observacao 2.2 Note que todo subespago vetorial W de um espaco vetorial
V' é ele préprio um espaco vetorial. As propriedades comutativa, associativa,
distributivas e EV8 sdo herdadas do proprio espaco vetorial V. O elemento neu-
tro da adicdo é um elemento de W por SV1. Finalmente, se u € W entdo
—u = (—1)u € W pelo item[5|da proposi¢do[l.8e por SV3.

17
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Observacao 2.3 Obviamente {0} e V' sdo subespagos vetoriais do espago veto-
rial V. Sdo chamados de subespacos vetoriais triviais.

Observacao 2.4 Note que W ¢é subespago vetorial de V' se e somente se sdo
vdlidas as seguintes condicoes:

(svl’) 0 e W;
(sv2’) Seu,v e WeleRentdou+ v eW.
Vejamos alguns outros exemplos:
Exemplo 2.5 Seja &7 C P, dado por & = {p(z) € Z,;p(0) = 0}.
Verifiquemos que &7 €, de fato, um subespago vetorial de &7,,.
1. O polindmio nulo se anula em x = 0, logo, pertence a Z;'.
2. Sep(z),q(x) € &} entdo p(0) 4+ ¢(0) = O e, portanto, p(x) +q(x) € Z;.
3. Sep(x) € £} entdo A\p(0) = 0 para qualquer A € R. Assim, A\p(x) € 2}

Exemplo 2.6 Verifiquemos que S = {(z,y,2) € R x +y + 2z = 0} é um
subespaco vetorial de R3.

1. E claro que (0, 0,0) satisfaz 0 + 0 + 0 = 0.

2. Se (z,y,2), (u,v,w) € Sentdo (r+u)+ (y+v)+ (z4+w) =(x+y+
z) 4+ (u+ v+ w) = 0 e, portanto, (z,y, 2) + (u,v,w) € S.

3. Se (z,y,2) € Sentdo Az + \y + A\z = A(z + y + z) = 0 para qualquer
A € R. Assim, A(z,y,2) € S.

Exemplo 2.7 Considere o seguinte conjunto S = {y € C*(R;R);y” —y = 0}
sendo que y" representa a derivada de segunda ordem de y. Verifiquemos que S
¢ um subespago vetorial de C*(R; R).

1. Claramente a fun¢do nula satisfaz 0" — 0 = 0;
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2. Seyi,y, € Sentdo (y1 +y2)" — (y1 +y2) = (W —w1) + (5 —12) = 0.
Logo, y1 +y2 € S.

3. Sey € Se X € Rentdo (A\y)” — Ay = A(y" — y) = 0. Portanto, \y € S.

Deixamos como exercicio a verificagdo de que os seguintes exemplos sdo
subespacos vetoriais dos respectivos espagos vetoriais.

Exemplo 2.8 Sejam ay,...,a, € Re S = {(z1,...,2,) € R"; a2 + -+ +
anx, = 0}. Mostre que S é um subespago vetorial de R".

Exemplo 2.9 O conjunto das funcoes continuas da reta na reta, denotado por
C(R;R), é um subespago vetorial de F (R;R).

Exemplo 2.10 O conjunto das fungées f € C([a,b];R) tais que

/a ’ f(x)dz =0

é um subespago vetorial de C([a, b]; R).

Exemplo 2.11 O conjunto das matrizes simétricas quadradas de ordem n com
coeficientes reais é um subespago vetorial de M, (R).

Exemplo 2.12 Sejam m,n € N com m < n. Entdo &, é um subespaco de &,,.

2.2 Intersecao e Soma de Subespacos

Proposicao 2.13 (Intersecao de subespacos) Sejam U e W subespacos vetori-
ais de V. Entdo U N'W é subespaco vetorial de V.

Prova:
1. Como0eUelOeWentaio0 e UNW,

2.Sex,ye UNWel e Rentiox + \y € U e x+ \y € W. Portanto,
r+AXyeUnNW.
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|
Questao: Com a notacdo da proposi¢cdo acima, podemos afirmar que U U W é
subespaco vetorial de V7
Resposta : Ndo. Basta considerar V = R? U = {(z,y) € R%;z+y = 0} e
W = {(z,y) € R% 2z —y = 0}.Note que (1,-1) e U CUUW e (1,1) €
WcUUWmas (1,-1)+(1,1) = (2,0) U U W.

Proposicao 2.14 Sejam U e W subespacos vetoriais de V. Entdo U U W é
subespaco vetorial de V' se e somente se U C W ou W C U.

Prova: Se U C W entdao U UW = W, que € um subespaco vetorial de V. Se
W C U entao U UW = U, que também € um subespago vetorial de V'
Reciprocamente, suponha que U ¢ W e W ¢ U. Queremos mostrar que
U U W nao € subespago vetorial de V.
Como U ¢ W existe u € U tal que u ¢ W. Da mesma forma, como W ¢ U
existe w € Wtal que w ¢ U. Assim, u,w € UUW. Sejav = u + w.
Se U U W fosse subespaco vetorial de V entdo v € U U W, isto é, v € U ou
v € W. No primeiro caso, teriamos w = v —u € U, pois U € um subespacgo
vetorial, mas w ¢ U. No segundo caso, teriamos u = v — w € W, pois W é um
subespago vetorial, mas u & W. Ou seja, U U W ndo € subespaco vetorial de V.
|
Se U e W sdo subespagos vetoriais de um espacgo vetorial V' e V' é um
subespago de V' que contenha U e W, isto é, U UW C V' entdo V' terd que
conter todos os vetores da forma u + w, u € U e w € W. Isto motiva a seguinte

Definicao 2.15 Sejam U e W subespagos vetoriais de um espago vetorial V.
Definimos a soma de U e W como U + W = {u+w;u € Uyw € W}.

Proposicao 2.16 (Soma de subespacos) Sejam U, W e V como na defini¢do
acima. Entao U + W é um subespaco vetorial de V. Além do mais, U UW C
U+ Ww.

Prova: Verifiquemos que U + W € subespaco vetorial de V.

1. Como0eUeleWentio0=04+0c U+ W;
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2. Sejam xy, 2o € U + W entdo x; = u; +wj, u; € Uy w; € W, 5 =1,2.
Agora, se A € Rentdo x1 + Az = ug +wy + A(ug + wq) = (ug + Aug) +
(w1 + Awg) € U + W, pois U e W sdo subespagos vetoriais.

Mostremos que U UW C U + W. Sejav € UU W. Se v € U entdo

v=v+0 € U+W.Sev € Wentaiov = 0+v € U+W. Ouseja, UUW C U+W.

|

Ainda usando a notacdo acima, suponha que V' seja um subespago de V' que

contenha U e W. Neste caso, paratodou € U C V' etodow € W C V' temos

u+w € V' ouseja, U+ W C V'. Esta observagdo nos permite registrar a
seguinte

Proposicao 2.17 Sejam V um espaco vetorial e U e W subespacos vetoriais de
V. Entao U + W é o menor subespaco vetorial de V' que contéem U U W. Em
outras palavras, se V' é um subespago vetorial de V' que contém U U W entdo

UuWwcU+WcV.

Definicao 2.18 Sejam U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V.
Dizemos que U + W é a soma direta de U e W se U N W = {0}. Neste caso
usaremos a notagdo U & W para representar U + W.

Observacao 2.19 Note que trivialmente {0} C UNW se U e W sdo subespagos
vetoriais.

Proposicao 2.20 (Soma direta de subespacos vetoriais) Sejam U e W subespa-
cos vetoriais de um espaco vetorial V. Temos V. = U & W se e somente se
para cada v € V existirem um tinico v € U e um vinico w € W satisfazendo
v=u-+w.

Prova: Suponhaque V =U @ W,istoé,V =U + W e U NW = {0}. Entdo,
dadowv € V existemu € U e w € W satisfazendo v = u+ w. Queremos mostrar
que tal decomposicdo é Gnica. Suponha que existam v’ € U e w’ € W tais que
v ="+ w'. Entdo, u + w = v’ + w’, o que implica em u — v’ = w’ — w. Mas
u—u eUew —we We, portanto, u —u' = w' —w € UNW = {0}, ou
sejau=uew=w.
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Suponha agora que para cada v € V existam um unico v € U e um unico
w € W satisfazendo v = u + w. E claro que V = U + W. Resta mostrar que
UNW = {0}. Obviamente, 0 € UNW. Sejav € UNW,istoé,v € Uewv € W.
Entao, existem um dnico v € U e um unico w € W satisfazendo v = u + w.
Observe que v =u+w = (u+v)+ (w—v)comu+v e Uew —v € We,
pela unicidade da decomposi¢do, devemos ter u = uv + v e w = w — v, isto €,
v =0.Logo, U N W = {0}.

Alternativamente, poderiamos supor a existéncia de v # 0 em U N W e dai
obteriamos v = 2v — v = 4v — 3v, duas decomposicOes distintas para v ja que
20,40 € U, 20 # dve —v,—3v e W.

|

Exemplo 2.21 Verifique que R? é a soma diretade U = {(x,y,2) € R®; x+y+
z2=0}eW ={(z,y,2) e R¥ 2z =y =0}.

Note que W € de fato um subespaco vetorial de R? pois W = {(z,y,2) €
R3; z =0} N{(z,y,2) € R%y = 0} ou, alternativamente, se u; = (1, y1,21),
Uy = (T2,Yo,22) € Wentdox; =y =29 =ys = 0euy +uz = (0,0, 21 + 22)
€ claramente um elemento de V.

Se )\ € R entdo

)\u1 = /\(0, O, Zl> = ()\0, )\0, )\Zl) = (O, 0, /\Zl) eW.

Finalmente, (0,0,0) € W, o que conclui a prova de que WV é um subespago
vetorial.
Prosseguindo, dado (z,y, z) € R? podemos escrever

(z,y,2) = (z,y,—x —y) + (0,0, 2 + z + y)

e como (z,y,—x —y) € Ue (0,0,2+ x +y) € W obtemos R* = U + W.
Resta agora mostrar que U N W = {0}. Seja (x,y,2) € U N W. Temos

x=0 = (z,y,2) = (0,0,0).
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Ex. Resolvido 2.22 Considere os subespacos de R? dados por
U={(z,y,2) €ER>2=0} e V={(z,y,2) €R*y=0}.
Mostre que R® = U + V, mas a soma ndo é direta.
Resolugio: Dado (z,y, z) € R? podemos escrever
(z,y,2) = (0,y,2) + (2,0,0) € U +V,

pois (0,y, 2) € U e (z,0,0) € V. Portanto, R® = U + V.
No entanto, a soma ndo é direta pois U NV # {(0,0,0)}, pois, por exemplo,
(0,0,1) e UNV.

OJ
Definicao 2.23 Sejam Uy, . .., U, subespacos vetoriais de um espaco vetorial V.
A soma de Uy a U, é definida por
U+ +U,={w+ - +uyu€l;,j=1,...,n}
Definicao 2.24 Sejam Uy, . .., U, subespacos vetoriais de um espaco vetorial V.

Dizemos que a soma de U, a U, é uma soma direta se
U; N (U1+--~+@+---+Un> ={0}, j=1,...n,

em que o termo U; deve ser omitido da soma. Neste caso usaremos a notagdo
Uy & --- & U, para denotar a soma de Uy a U,,.

Observacio 2.25 E dbvio que

—~

0eU;n (Vi + Ty + + 1)
se Uy, ..., U, sdo subespacos vetoriais.

Proposicao 2.26 Sejam U, ..., U, subespacos vetoriais de um espago vetorial
V.EntaoV =U, & ---® U, se e somente se para cada v € V existe, para cada
J=1,....,n,umiinico u; € U; tal que v = uy + - - - + Uy,.
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Prova: A prova € andloga a da proposicao [2.20)
|

Exemplo 2.27 Mostre que &5 é soma direta dos seguintes subespagcos vetoriais
Uy = {ap; a0 € R}, Uy = {a17;01 € R} e Us = {agz?; a9 € R}.

Dado p(z) € 2, temos p(x) = ag + a1T + agz?, para certos coeficientes
ag, a1, as € R. Assim, 322 =U; +Uy+ Us.
Verifiquemos que a soma ¢ direta.

1. Mostremos que U; N (Us + Us) = {0}. Sejap(z) € Uy N (Usz + Us). Entdo
existem ag, a;, az € R tais que p(r) = ag = a2z + asz?. Se p(x) ndo fosse
o polindmio nulo terfamos um polindmio de grau 0, ag, coincidindo com
um de grau no minimo 1, a;x+as2?, 0 que é um absurdo. Logo, p(z) = 0.

2. Mostremos que U N (U + Us) = {0}. Seja p(z) € UsN (U + Us). Entdo
existem ag, a1, az € R tais que p(z) = a;x = ag+ azx?. Se p(z) ndo fosse
o polindmio nulo teriamos um polindmio de grau 1, a;x, coincidindo com
um de grau 0 (caso ap = 0) ou 2, ag + asx?, (caso ay # 0), 0 que é um
absurdo. Logo, p(x) = 0.

3. Mostremos que Us N (U 4+ Usy) = {0}. Seja p(z) € UsN (U + Us). Entdo
existem ag, a1, as € R tais que p(r) = apx? = ag+ayx. Se p(x) ndo fosse
o polindmio nulo terfamos um polindmio de grau 2, a;z2, coincidindo com
um de grau 0 (caso a; = 0) ou 1, ag + ayx, (caso a; # 0), o que é um
absurdo. Logo, p(x) = 0.

2.3 Exercicios

Ex. 2.28 Verifique se em cada um dos itens abaixo o subconjunto W é um
subespaco vetorial do espaco vetorial V. Caso ndo sejam especificadas, con-
sidere as operagoes usuais.

1.V:M2,W:{( ¢ b>;a,b,c,eR}.
—a C
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2. V=R W ={(z,z,y,y);z,y € R}.
3. V=2,R),W={pec Z,(R);p(0) =p(1)}.
4.V = M,,dada B € M, definaWW = {A € M,;; BA=0}.

5. V=R"W = {(x1,29, - ,2p);a0121 + - - - + apz, = 0} ,emque ay, ...,
a, € R sdo dados.

6. V=M, W={X € M,y1; AX =0} ,emque A € M,,,, é dada.
7. V=2,R),W={pe Z,R);p'(t) =0,Vt € R}.

8. V=M, W={A¢c M, A" = A}.

9. V=M, W={Aec M, A = —A}.

10. V=C®(R;R),W ={f € C*(R;R);lim, o f(z) = 0}.

11. V = F(R;R),W = {f € F(R;R); f(z) = 0}, 20 € R.

Ex. 2.29 Diga, em cada um dos itens abaixo, se a afirmagdo é verdadeira ou
falsa, justificando sua resposta. isto é, provando se for verdadeira ou dando um
contra-exemplo se for falsa.

1. Se W e W, sdo susbespacos de um espago vetorial V' entdo Wy U W5 €
subespacgo de V.

2. Sejam W; e W, subespagos de um espago vetorial V. Entdo Wy U Wy €
subespago de V' se, e somente se, W, C W5 ou Wy C Wi. (Sugestdo:
mostre que se 11 € subespaco de V' e xp, yp € V sdo taisque 29 € W e
yo € W entdo xo + yo ¢ W e use-o.)

Ex. 2.30 Em cada item abaixo encontrar os subespacos U +W e U NW, sendo
U, W subespacos do espaco vetorial V indicado.

L U={(z,y) eR%y =0}, W={(z,9) e Rz =2y},
V =R
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a 0 0 c
2o (80 wver} i {(15): wacx).

V = M,.
3.U =A{p@t) e Vip"(t) =0}, W ={q(t) € Viq'(t) =0}.
V = 23(R)

Ex. 2.31 Verifique, em cada um dos itens abaixo, se V. =U & W.

1. V=R? U={(z,y) € R} 2z + 3y =0},
W= {(z,y) € Rz —y=0}.

a b 0
2.V=»M, U= 00 c¢|;: abecdeRy,
00 d
0 0 e
f g 0 ]; efghicR
h 7 0
3.V =P5(R), U= {pt) € Z3(R);p(1) = p(0) = 0},

W ={q(t) € Z5(R);¢(t) =0,vi € R}.

Ex. 2.32 Em cada um dos itens abaixo, dado U subespaco de V', encontrar o
subespaco suplementar de U, isto é, o subespaco W de V tal que V =U ®© W.

L. VZR3a U= {(IE,y,O),[L’,y S R}
2. V= Z5R), U= {p(t) € Z5(R);p"(t) = 0,Vt € R}.
3.V = My, U = {A € My A' — A}

4. V:ngl,U:{XGngl;AXZO},COI’DAZ((1) 1)



Capitulo 3

Combinacoes Lineares

3.1 Introducao e Exemplos

VImos no capitulo anterior que um subespacgo vetorial ¢ um subconjunto de
um espaco vetorial que € fechado com relacdo a adi¢cdo de vetores e também com
relacdo a multiplicagcdo por escalar. Em outras palavras, quando somamos dois
vetores de um subespacgo vetorial ou multiplicamos um vetor do subespaco por
um escalar, o resultado ¢ um elemento deste subespaco. Quando combinamos
repetidas vezes estas acdes temos o que chamamos de combinagdo linear entre
vetores. Mais precisamente,

Definicao 3.1 Sejam uq, ..., u, elementos de um espaco vetorial V. Dizemos
Y 9

que u é combinacdo linear de uq, . .., u, Se existirem niimeros reais o, . .., 0y,

tais que u = a1uq + -+ - + ARy,

Observacao 3.2 Sejam U um espaco vetorial e V- C U um subespago vetorial.
Se uy,...,u, € Veay,...,a, € Rentdo a combinacdo linear cc;uy + - - - +
QpU, pertence a'V.

Exemplo 3.3 Em 25, o polindmio p(x) = 2 + x? é uma combinagdo dos poli-
2

nomios p1(z) = 1, pa(x) = x e p3(x) = x*.
Basta ver que p(x) = 2p;(x) + Opa(z) + p3(x).

27
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Exemplo 3.4 Verifique que em 9y, o polindmio p(x) = 1+ x? é uma combina-
¢do dos polinomios q1(z) =1, go(x) = 1 + e q3(x) = 1 + = + 2%

Precisamos encontrar nimeros reais «, ( e y tais que p(z) = aq; () + Bg2(z) +
~vq3(x). Ou seja, precisamos encontrar «, 3 e «y satisfazendo

1+’ =a+p(1+az)+y(l+z+2*) =a+B8+7v+ (B+7)v+72%

que é equivalente ao sistema

at+pB+y=1
B+~v=0 —a=13=-ley=1
v=1

3.2 Geradores

Definicao 3.5 Sejam V' um espaco vetorial e S um subconjunto ndo vazio de V.
Usaremos o simbolo [S] para denotar o conjunto de todas as combinagoes linea-
res dos elementos de S. Em outras palavras, u € [S] se existirem oy, ..., o, € R
€U, ..., U, €S tais que u = q Uy + - -+ + A Uy,.

Proposicao 3.6 Sejam V' um espago vetorial e S um subconjunto ndo vazio de
V. Entdo [S] é um subespago vetorial de V.

Prova:
1. Como S # @ existe u € S. Logo, 0 = Ou € [5].
2. Se u,v € [S] entdo existem o, ..., B1,. ., Bm € Roe up, ..., up,

Vi, -eos Uy € Stalsque u = aquy + - - + @y € v = Lo+« + - + BnUim.
Assim, para todo A € R, temos

u—l—/\v=a1u1+"'+0énun+/\(51@1+"'+Bmvm)

= Uy + -+ Quuy + AB1vr + -+ ABum € [5].
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Defini¢ao 3.7 Sejam S e V como acima. Diremos que |S| é o subespago vetorial
gerado por S. Os elementos de S sdo chamados de geradores de [S]. Se S =

{ul,..

., Uy } também usaremos a notagdo [S] = [uq, ..., uy)].

Proposicao 3.8 Sejam S e T subconjuntos ndo-vazios de um espago vetorial V.

Temos

1. S cS);

2. Se S C T entdo [S] C [T7;

3. 157 = [5;

4. Se S é um subespago vetorial entdo S = [S];

5. [SUT] =[S+ (1]

Prova:

1. Seu € Sentdou = lu € [S];

2. Se u € [S] entdo existem ay,...,a, € Re uy,...,u, € S tais que
u = ayu + - - + ayu,. Como S C T temos uq,...,u, € T e, portanto,
ue [T];

3. Pelo item 1 desta proposi¢do, [S] C [[S]]. Seja u € [[S]]. Segue da
defini¢do que u € uma combinagdo linear de elementos de [S], mas como
cada elemento de [S] é uma combinacdo linear de elementos de .S resulta
que u é uma combinagéo linear de elementos de S, ou seja, u € [S];

4. Peloitem 1, S C [S]. Seja u € [S]. Entdo u é uma combinagdo linear de

elementos de S. Como S é um subespaco vetorial, esta combinacdo linear
¢ um elemento de 5
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5. Seja w € [S U T]. Por defini¢do, existem aq,...,an, B1,...,0m € Re
Uty .oy Uy € Se€vy,..., v, €T tais que

U= iU+ + Qi + B1v1 + -+ Bt

= ((]11U1 + -+ anun) + (ﬁlvl + +6mvm) € [S] + [T]

Reciprocamente, se u € [S] + [T] entdo u = v+ w com v € [S]ew €
[T']. Dessa forma, existem o, ..., B1,...,0, € Rewvy,...,v, € Se
wy, ..., wy €T tais que

u=v4+w=o0qv1 + -+, + frw + - + Bawg € [SUT].

Definicao 3.9 Dizemos que um espaco vetorial V é finitamente gerado se existir
um subconjunto finito S C V tal que V' = [S)].

Sao exemplos de espacos vetoriais finitamente gerados:
1. Z,(R)=[1,z,...,2"];
2. R™ ¢ gerado por

e1=(1,0,...,0),e2=(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1).

3. M,,xn € gerado pelas matrizes Fy; = ((55”;’1)

sendo

yk=1,...,ml=1...n,

S0 _ {1 se (i) = (k1)

J 0 caso contrdrio .

Exemplo 3.10 Seja & (R) o espago vetorial formado por todos os polinémios.
Afirmamos que & (R) ndo é finitamente gerado.
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Note que Z,,(R) C Z(R) para todo n € N. Se Z(R) fosse finitamente gerado

existiriam polindmios p; (), ..., p,(x) tais que
Z(R) = [p1(x),...,pa(2)].

Seja N o grau mais alto dentre os polindmios p; (), ..., p,(z). E evidente que
2N*1! ndo pode ser escrito como combinagdo linear de p; (z), . . ., p,(x) €, assim,
2N [pi(2),. .., pu(x)] = Z(R). Uma contradigio.

Note que [1,z,2%,...] = Z(R).
Exemplo 3.11 Seja V' um espaco vetorial gerado por uy, . .., u,. Mostre que se,
por exemplo, uy é uma combinacdo linear de u,, . .. ,u, entdo V é gerado por
U2,y ..., Up.

Devemos mostrar que qualquer © € V' se escreve como uma combinagao linear
de ug, ..., u,. Sabemos que existem oy, ..., qa, € Rtaisque u = ayuy + - - - +
Uy, € existem também [, ..., [,_1 satisfazendo u; = Srus + - -+ + B 1Uy.
Combinando estas informacoes, obtemos

u=ai(frug + -+ Buoruy) + ug + - - - + anuy,
= (161 + ag)us + - - + (1 Bne1 + an)uy € [uz, ..., Up).

Exemplo 3.12 Sejam U = {(z,y,2,t) € Rz —y+t+2 =0} eV =
{(x,y,2,t) € RY: 2 +y—t+ 2z = 0}. Encontre um conjunto finito de geradores
para os seguintes subespacos vetoriais: U, V, UNV eU + V.

1. Se (x,y,2,t) € Uentdoy = x + z + t e, portanto,
(x,y,2,t) = (x,z+2+1t,2,t) =2(1,1,0,0) 4+ 2(0,1,1,0) +£(0,1,0, 1),

isto €,
U=|[(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)].

2. Se (x,y,2,t) € Ventdot =z + y + z e, portanto,
(x,y,2,t) = (x,y,z,x+y+2z) =x(1,0,0,1)+y(0,1,0,1)+2(0,0,1, 1),

isto €,
V =](1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)].
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3. Se (z,y,z,t) € UNV entdo

r—y+t+2=0
r4+y—t+2z=0,

que implicaemz = —zey = t.
Deste modo, (z,y, z,t) = (x,y,—z,y) = x(1,0,—1,0) + y(0,1,0,1) e,
portanto,

UnvV =1[(1,0,-1,0),(0,1,0,1)].
4. Como U +V = [U] + [V] = [U U V], temos que
U+V=1[[110,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)]U

ul(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)]]
=[(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)].

Observe que
(1,1,0,0) = (1,0,0,1) 4+ (0,1,1,0) — (0,0,1,1)
€, portanto,
U+V=10,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1), (0,0, 1, 1)].

Veremos mais adiante que este ¢ o nimero minimo de geradores para o
subespaco U + V.

3.3 Exercicios

Ex. 3.13 Para cada um dos subconjuntos S C 'V, em que V' é o espaco vetorial
indicado, encontrar o subespaco gerado por S, isto é, [S].

1. $={(1,0),(2,-1)}, V =R2
2. {(1,1,1),(2,2,0)}, V = R3.
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3. S={1,t,t3, 1+ 8}, V = 23(R).

ci {31 1))

Ex. 3.14 Em cada um dos itens abaixo encontrar um subconjunto S, finito, que
gere o subespaco vetorial W do espago vetorial V.

1. W={(z,y,2) e V=R%z—2y=0}.

2. W={peV=22R);p(t)=0,Vt € R}.
3. W ={AeV=M;A = A}.

4. W ={X €V = M;,,; AX =0}, com

0
A= 2
1

— =
= O O

Ex. 3.15 Encontrar, em cada um dos itens abaixo, os subconjuntos S do espago
vetorial V que geram U, W, UNW eU + W.

1. U=1[(1,0,0),(1,1,1)], W = [(0,1,0), (0,0,1)], V = R,
2. U={(z,y,2) eR¥%z+y =0}, W=](1,3,0),(0,4,6)], V = R3.

4. U = [BP+42—t+3, 3 +5t2+5, 33|, W = [3+4t%,t—1,1], V = P3(R).

Ex. 3.16 Obtenha o subconjunto formado por vetores do espago vetorial Z3(R)
que geram os seguintes subespagos;

1. U={pe Z[R);p(1) = p(0) =0},
2. W ={pe P5(R);p"(t) = 0,Vt € R},
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3. UNW.
Ex. 3.17 Mostre que 1,cos2x € [sen?x, cos? x].

Ex. 3.18 Verifique se 25(R) é gerado por 1 + z, v + 22% e 1 — 2.



Capitulo 4

Dependéncia Linear

4.1 Introducao e Exemplos

NO capitulo anterior ao estudarmos os geradores de um espaco vetorial pro-
curamos encontrar um determinado conjunto de vetores de modo que qualquer
vetor do espaco em questdo pudesse ser escrito como combinagado linear dos ve-
tores deste conjunto. Por exemplo, se v e w geram um espaco V' entdo para
qualquer v € V' € possivel encontrar escalares o e 3 satisfazendo u = av + [w,
ou seja

av + pw — 1u = 0.

Note que a combinag¢do linear acima € nula, embora nem todos os escalares que
aparecem na sua formacao sao nulos.

Vejamos agora a seguinte situagdo: sera possivel encontrar escalares «, § e
v, ndo todos nulos, de modo que, em R3 tenhamos

a(1,0,0) + B(0,1,0) +7(0,0,1) = (0,0,0)?

A resposta €, obviamente ndo. Isto significa que nao € possivel escrever nenhum
dos vetores acima como combinagao linear dos outros dois. Isto contrasta com o
que ocorre com 0s vetores u, v € w do exemplo anterior. Num certo sentido, os
vetores do primeiro exemplo guardam uma certa dependéncia entre um e outro
enquanto que, no segundo, os trés vetores sao independentes.

35
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Vejamos, com as defini¢des e exemplos que seguem como podemos tornar
estes conceitos mais precisos.

Definicao 4.1 Dizemos que uma sequéncia de vetores uy, . . . ,u, de um espago
vetorial V é linearmente independente (Li., abreviadamente) se a combinacdo
linear ccyuy + - - - + apu, = 0 86 for satisfeita quando oy = - - - = o, = 0.

Observacao 4.2 Note que se oy = - - - = a,, = 0 entdo ayuy + - - - + au, = 0,
porém, a reciproca nem sempre é vilida. Basta ver que, por exemplo, em R?
temos (0,0) = 1(1,1) + 1(—1,—1).

Observacao 4.3 A nocgdo de independéncia linear para a sequéncia uy, . . ., Uy,
equivale a dizer que se [3; # 0 para algum i € {1,...,n} entdo fiu; + --- +

By, # 0.
Definicao 4.4 Dizemos que uma sequéncia u, . . . ,u, de um espaco vetorial V

é linearmente dependente (l.d., abreviadamente) se ndo for linearmente indepen-
dente.

Observacao 4.5 A definicdo de dependéncia linear para a sequéncia uy, . . .,
u, € equivalente a dizer que é possivel encontrar niimeros reais o, . . . , 0, RGO

todos nulos tais que cyuy + - - - + apu, = 0.

Exemplo 4.6 O, uy,...,u, CV éuma sequéncial.d., sendo O o elemento neu-
tro do espago vetorial V.

Basta verificar que 10 + Ouy + - - - + Ou,, = O.

Exemplo 4.7 Verifique se a sequéncia (1,1,1),(1,1,0),(1,0,0) é linearmente
independente em R3.

E preciso verificar quais sdo as possiveis solugdes de

a(L,1,1) + B(1, 1,0) +(1,0,0) = (0,0,0).
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Isto equivale a resolver o sistema

a+B+v=0
a+pB=0
v7=0,

que possui como unica solu¢do, « = § = v = 0. Logo, a sequéncia acima é L.i..
Exemplo 4.8 Considere os vetores em R?® dados por

uy = (Cﬁl,ylazl), Uy = (ﬂfz,y2722) e Uz = (3337?;3,23)-

Encontre uma condigdo necessdria e suficiente para que os vetores Uy, Uy, Us
sejam linearmente independentes.

Vejamos, os vetores acima serdo l.i. se e somente se aju; + oy + azug = 0
apresentar como unica solu¢do a; = s = a3 = 0. Isto é equivalente a que o
sistema

Q1T + Qoo + 3Ty = 0
a1y1 + oYz + agyz = 0
121 + Q2o + agz3 = 0

possua solugdo tnica e, como se sabe, isto € equivalente que a matriz

r1 T2 I3
1 Y2 Y3
Z1 22 %3

possua determinante diferente de zero. Note que as colunas desta matriz sao for-
madas pelos coeficientes de u, us € uz. O mesmo resultado vale se colocarmos
os coeficientes dos vetores uy, us € uz como linhas. Por qué?

Exercicio 4.9 Enuncie e demonstre um resultado andlogo ao exemplo anterior
para uma sequéncia com n vetores do R".
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Exemplo 4.10 Verifique se as matrizes

10 11 0 1

0 1/)°\0 1/°\0 O
sdo linearmente independentes em M.

Procuremos as solucdes de
10 L5 11 n 0 1y (00
“\o 1 0 1) "7\ o)~ \0o o)

que equivale a
a+pB B+~v) (0 0
0 a+p) \0 0)’

que possui como solugdo (o, 5,7) = (o, —a, «) para qualquer o € R. Dessa
forma, a sequéncia de matrizes dada é linearmente dependente, bastando tomar,
porexemplo, v =1, =—1le~y = 1.

Exemplo 4.11 Verifique se as funcdes cos e sen sdo l.d. em C*(R;R).
Como cos e sen sdo fungdes definidas em R, a combinagdo nula
acos+fsen =0

significa que avcos x + Bsenx = 0 para todo z € R. Em particular, para x = 0
vemos que « = 0 e para x = m/2, vem 3 = 0. Portanto, cos e sen sio l.i..

Exemplo 4.12 Verifique se as fungdes cos?, sen?, 1 sdo linearmente dependen-
tes em C'(R; R).

Como
1 —cos’xz — sen?x =0, paratodoz € R,
resulta que as fun¢des acima sao 1.d..

Exercicio 4.13 Sejam f(z) = cos2z, g(z) = cos*z e h(z) = sen’z, v € R,
Mostre que f, g, h sdo linearmente dependentes em C*(R;R).
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4.2 Propriedades

Proposicao 4.14 Se u,,...,u, sdo Ld. em um espago vetorial V' entdo pelo
menos um destes vetores se escreve como combinagdo linear dos outros.

Prova: Precisamos mostrar que se uq, . . . , 4, sdo linearmente dependentes entio
existem j € {1,...,n} e nimeros reais o, . . ., a,_1 tais que

U; = 0y + -4 Q5 1Uj—1 + QU541 + Uy,
Como uq, ..., u, sao L.d. existem nimeros reais 31, ..., 3, ndo todos nulos

tais que Syuy + - -+ + Byu, = 0. Desse modo, existe j € {1,...,n} tal que
Bj # 0 e, assim,

s — 51u 5;'—1“ ﬁj+1u @nu
= Uy — e — J L L T
Bi B B B

|
Proposicao 4.15 Se uy,...,u, em V sdo Ld. entdo qualquer sequéncia finita
de vetores de V' que os contenha, também serd l.d..
Prova: Vamos mostrar que se uy, . . ., Up, Up+1, - - -, Uy, € V sA0 tais que ug, . . .,
Up sd0 L.d. entdo uy, . . ., Uy, Upy1, .. ., Uy, também sdo linearmente dependentes.

Como existem nimeros reais 1, . . . , 3, ndo todos nulos tais que Su;+- - -+
Bru, = 0, podemos escrever
Bruy + -+ + Butn + Oty + -+ - + 0wy =0

sendo que nesta dltima expressdo nem todos os coeficientes sdo nulos.

|
Proposicao 4.16 Seu,, ..., uy, Upi1, - .., Uy Sdo linearmente independentes em

um espago vetorial V' entdo qualquer subsequéncia destes vetores também ¢é li-
nearmente independente.
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Prova: Basta mostrar que se uq, . . ., Uy, Upi1, - - - , Uy, S0 linearmente indepen-
dentes entdo uq, ..., u, também sio.
Suponha que fiu; + - - - + BLu, = 0. Mas como

/Blul—l'+/Bnun261ul++Bnun+0un+1++0um:0

e estes vetores sdo Li., segueque 51 =--- =3, =0
|
Proposicao 4.17 Se uy,...,u, sdo l.i. em um espago vetorial V e uy, ..., Uy,
Up41 Sdo l.d. entdo u,.1 é combinagdo linear de u, . . ., u,.
Prova: Existem [y, . .., 8,11 ndo todos nulos tais que
Blul st Bnun + 5n+lun+1 =0.
Agora, se 3,,1 = 0 entdo a expressdo acima ficaria
61U1+6nun:0
Ora, os vetores uq, ..., u, sdo Li. e, assim, deveriamos ter também 3; = --- =
B = 0. Uma contradi¢ao.
|
Proposicao 4.18 Sejam uq, ..., u, vetores Li. em um espago vetorial V. Entdo
cada vetorv € [uy, ..., u,] se escreve de maneira inica como v = qyuy + - - - +
QU -
Prova:
Basta mostrar que se c;uq + - - - + apu, = Bug + - - -+ Bru, entdo o = 53‘7
jg=1,...,n.
Temos
(a1 — Br)ur + -+ (an — Bp)n =0
€ como Uy, ..., U, sdo Li. entdo a; — B; = 0, isto é a; = f3;, para todo j =
1,...,n.
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4.3 Exercicios

Ex. 4.19 Verifique, em cada um dos itens abaixo, se o subconjunto S do espago
vetorial V é Li. ou l.d.

—

8.
9.

S = {(172)7 (_371)}7 V =R
S={1+t—122+5t -9}, V = P(R).

N (EHIED) e

S ={(1,2,2,-3),(-1,4,-2,0)}, V =R%
1 20 -1 -1 -1 0 00

S = 3 01|, 0O 0 0 | 10 5 7 , V= Ms
00 2 1 1 1 -1 0 1

S ={1,senx,cosx}, V =C>®R,R).
S = {1, sen?z,cos?x}, V = C*(R,R).
S ={e",e "}, V=C%R,R).

S ={ze*,z}, V =C>®R,R).

Ex. 4.20 Seja S = {u,v,w} um conjunto l.i. em V. Verifique se os conjuntos
abaixo sdo Li. ou l.d..

1.
2.

3.

St =A{u,u+v,u+v+w};
Se ={u—v,v—w,w—u};

Sy ={u+v,u+v+w,w}.

Ex. 4.21 Sejam f,g € C'((a,b);R). Mostre que se existir v € (a,b) tal que
f(x)d (z) # f'(x)g(x) entdo f e g sdo Li..
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Capitulo 5

Base, Dimensao e Coordenadas

5.1 Base

A Noc¢do de base de um espaco vetorial é muito simples. Ela consiste em
escolher um conjunto de geradores que seja o menor possivel, isto €, um conjunto
que gere o espago, mas que se deste conjunto for subtraido qualquer elemento, o
que resta ndo gera mais o espago todo.

Vejamos a defini¢do precisa de base.

Defini¢ao 5.1 Seja V' # {0} um espaco vetorial finitamente gerado. Uma base
de V' é uma sequéncia de vetores linearmente independentes B de V' que também
geraV.

Exemplo 5.2 Os vetores de B = {(1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1)} formam uma base
de R?.

Vé-se facilmente que os vetores de B sdo Li. e que todo (z,y, z) € R3 se escreve
como (z,y, 2) = x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1).

Exemplo 5.3 Os vetores e1,...,e, € R" dados por e; = (1,0,...,0), e5 =
(0,1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1) formam uma base de R".

43
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Ex. Resolvido 5.4 Mostre que (1,1) e (1, —1) formam uma base de R.

Resoluciio: E preciso mostrar que estes vetores sdo L.i. e que todo ponto de R? se
escreve como combinagio linear de (1,1) e (1, —1). No entanto, se mostrarmos
que todo ponto de R? se escreve de maneira tinica como combinagio linear de
(1,1) e (1,—1) ja estaremos mostrando as duas propriedades a0 mesmo tempo.
(Por qué?)

Seja (z,77) € R% O nosso problema se resume em mostrar que existe um
tnico @ € R e um tnico § € R satisfazendo (z,y) = a(1,1) + 5(1,-1) =
(v + 5, — (). Esta ultima expressdo é equivalente ao seguinte sistema linear

a+ ==
a—LF=uy.
Resolvendo o sistema obtemos uma tdnica solu¢do dada por « = (x + y)/2 e

f=(z—y)/2
O

Exemplo 5.5 As matrizes em

B 10 0 1 00 0 0
~1\o 0/)>\0 0/’\1 0)’\0 1
formam uma base de M.

Exercicio 5.6 Verifique se os elementos de B = {1 + x,1 — x,1 — 2} formam
uma base de 25 (R).

Proposicao 5.7 Seja {u,...,u,} uma base de V. Entdo {uy, ... ,u, 1} ndo é
uma base de V.

Prova: Se {uy,...,u,_1} fosse uma base de V' entdo existiriam o; € R, j =
1,...,n —1tais que

Up = QU + -+ Q1 Up—1,
isto é,
QU+ Qo Up—1 — Uy = 07

contradizendo o fato de que uq, . . . , u, sdo linearmente independentes.
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Teorema 5.8 Todo espago vetorial V- # {0} finitamente gerado admite uma
base. Em outras palavras, hd uma sequéncia de vetores Li. de V' formada por
geradores.

Prova: Como V' # {0} ¢é finitamente gerado existem uy,...,u, € V tais que
V = [u,...,uy,). Se uy,...,u, forem Li., entdo esta sequéncia ¢ uma base de
V' e ndo ha nada mais a ser provado.

Suponhamos que uy, . . . , u, sejaml.d.. Como V' # {0}, existe j € {1,...,n}
tal que u; # 0. Por simplicidade, podemos supor que u; # 0. Agora, se todo u,;,
j = 2,...,n puder se escrever como combinacao linear de u; entdo V = [u]
e u; € uma base de V. Caso isto ndo ocorra, € porque existe algum u;, com
2 < j < ntal que uy,u; sdo Li.. Por simplicidade, suponhamos que seja o us,
isto €, uy,us sdo li.. Bem, se todos os vetores ug, ..., u, forem combinacdes
lineares de u; e uy entdo V' = [ug, us] € ug, us formam uma base de V. Pode-
mos repetir este processo e como o nimero de elementos de L = {uy,...,u,}
¢ finito, ele finda. Desse modo, existe uma sequéncia de vetores l.i. dentre os
vetores L que gera V. Esta sequéncia forma uma base de V.

5.2 Dimensao

Teorema 5.9 Em um espago vetorial V- # {0} finitamente gerado toda base
possui o mesmo niimero de elementos.

Prova: Sejam uq,...,u, € vy,..., v, bases de um espago vetorial finitamente
gerado V. Suponhamos que n > m e mostremos que isto implicard que ug, . . .,
u, sdo l.d., o que contraria o fato de formarem uma base.

Como os vetores vy, . . ., U, geram V' podemos escrever paracadal < j < n,

Uj = ozljvl + -+ amjvm.

Assim, a combinagdo linear nula z 1y + - - - + z,u,, = 0 é equivalente a

m m
1 g anv; |+t oy E ainv; | =0,
i=1 =1
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ou ainda,
n n
E Ty | vg 4+ E Tj0m; | Uy = 0.
=1 j=1
~ . ~ n .
Como vy, ...,v,, sdo Li. entdo ijl xjoy; = 0 para todo 1 < i < m. Es-
tas m equagdes representam um sistema linear homogéneo com n incdgnitas.
Como n > m, existe uma solu¢do nao trivial, isto €, uma solugdo x1,...,x,
em que pelo menos um z; € diferente de zero. Assim, uq, ..., u, sdo l.d., uma
contradicdo.

Definicao 5.10 Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. Se V = {0}
definimos a dimensdo de V como sendo 0. Se V' # {0} definimos a dimensdo de
V' como sendo o niimero de elementos de uma base qualquer de V. Usaremos o
stmbolo dim V' para designar a dimensdo de V.

Definicao 5.11 Se um espaco vetorial ndo é finitamente gerado dizemos que V'
possui dimensdo infinita.

Proposicao 5.12 Todo espaco vetorial de dimensdo infinita possui uma infini-
dade de vetores linearmente independentes, ou seja, existem vetores uj, j € N,
de modo que a sequéncia u, . .. ,u, € linearmente independente para todo n €

N.

Prova: Seja V' um espaco vetorial de dimensao infinita. Claramente V' # {0}.
Selecione u; € V, u; # 0. Como V' ndo € finitamente gerado, V' # [u]. Assim,
podemos tomar uy € V tal que uy ¢ [ug]. Desta forma, os vetores u; e up sd0
linearmente independentes.

Suponha que tenhamos encontrado vetores uq,...,u, € V linearmente in-
dependentes. Como V' ndo € finitamente gerado, V' # [uy,...,u,] e, assim,
¢ possivel escolher u,; € V tal que u,i1 & [ug,...,u,|, isto é, os vetores
Uy, ..., Uy, Upnr € V sdo linearmente independentes.

Em resumo, existe em V' uma sequéncia infinita de vetores linearmente inde-
pendentes.

A seguinte proposi¢do € um resultado da prova do teorema|5.9
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Proposicao 5.13 Em um espaco vetorial de dimensdo m qualquer sequéncia de
vetores com mais de m elementos é linearmente dependente.

Corolario 5.14 Todo subespaco vetorial de um espago vetorial de dimensao fi-
nita também tem dimensdo finita.

Prova: Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita e ¥ um subespaco veto-
rial de V. Se W tivesse dimensao infinita, pela proposi¢ao[5.12] existiria uma infi-
nidade de vetores linearmente independentes em V. Como estes vetores também
sdo linearmente independentes em V, o nimero deles deveria ser menor do que
a dimensdo de V' (pela proposicao [5.13). Uma contradi¢ao.

|

Corolario 5.15 Se V' é um espaco vetorial n-dimensional e uy, . . . ,u, sdo ve-

tores de V' linearmente independentes entdo estes vetores formam uma base de
V.

Exemplo 5.16 dim R" = n.

Exemplo 5.17 A dimensdo de 2 (R) é infinita. Veja o exemplo[3.10}
Exemplo 5.18 dim Z,(R) =n + 1.

Basta notar que os polindémios 1, x, ..., 2" formam uma base de &, (R).
Exemplo 5.19 dim M,, ., = mn.

Note que as matrizes

formam uma base de M,,,,.
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Exercicio 5.20 A dimensdo do espaco das matrizes quadradas e simétricas de
ordemn é n(n +1)/2.

Teorema 5.21 (Completamento) Seja V' um espaco vetorial de dimensdo n. Se

os vetores Uy, . .., U, sdo Li. em'V com r < n entdo existem U1, ..., Uy tais
que Uy, ..., Up, Upy1, .- ., Uy, formam uma base de V.

Prova: Como r < n existe u,+1 € V tal que uq, ..., U, Ur+1 s30 1., pois caso
contrdrio os vetores ug, ..., u, formariam uma base de V, o que é impossivel
pois dimV =n > r.

Ser +1 =nentao uy,...,u,, u,.; formam uma base de V.

Se r + 1 < n entdo € possivel encontrar u,,o € V tal que uq, ..., U, Upi1,
Ur42 $30 L1., pois caso contrdrio a sequéncia uyq, . . . , U, U,41 S€ria uma base de
V., 0 que é impossivel pois dimV =n > r + 1.

Repetindo os argumentos acima, encontramos Vetores Uy i1, Ur12, - - -, Up ik,

com r + k = n, de forma que

Ulyooy Upy Upg1y o ooy Upgk

sdo l.i. e,como dimV = n = r + k, segue que esta sequéncia de vetores € uma
base de V' que contém os vetores uy, . . ., U,.

Exemplo 5.22 Encontre uma base do R? contendo o vetor (1,1, —1).

Como a dimensdo de R3 € trés, precisamos encontrar dois vetores, (a,b, c),
(x,y, z), que juntamente com (1,1, —1) sejam Li.. Porém, pelo exemplo
sabemos que isto € equivalente ao determinante de

1
1

o o
SIS

—1

que é dado por x(b + ¢) — y(a + ¢) + z(b — a) seja diferente de zero. Ha
uma infinidade de possibilidades para que isto aconteca. Por exemplo, tomando
(a,b,c) =(0,1,1) e (z,y,2) = (0,0,1).
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5.3 Dimensao de Soma de Subespacos Vetoriais

Proposicao 5.23 Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita. Se U e W sdo
subespacos vetoriais de V entdo

dmUNW 4+ dim (U + W) = dimU + dim W (5.24)

Prova: Lembre que todo subespaco de um espaco vetorial de dimensdo finita
tem também dimensao finita.

Sejam vy, ..., v, elementos de uma base de U N W. Como estes vetores
sdo Li. e pertencem a U, pelo teorema existem uy,...,u, € U tais que
U, ..., Up, V1, .., VU, formam uma base de U. Por outro lado, os vetores vy, . . .,
v, também pertencem a W e pelo mesmo teorema € possivel encontrar wy, . . .,
w, € W de modo que wy, ..., wg,v1, ..., vy, formem uma base de WW.

Com a notagdo usada, temos dimU NW =m, dimU =m+pe dimW =
m + ¢. Sendo assim, a fim de mostrarmos que @ ¢ valida, € necessario €, na
verdade, suficiente mostrar que dim (U + W) = m + p + ¢. Para tanto, basta
mostrarmos que os vetores

Uty ooy Upy Wiy ey Way Viy - e ey Upy (5.25)

formam uma base de U + W.
Mostremos primeiramente que eles geram U + W : dado v € U + W exis-
temu € Uew € W tais que v = u + w. Como u é uma combinacdo linear

de uy,...,up,v1,...,0,ewéumacombinagdo linearde wy, ..., wy, vy, ...,V
segue que v = u~+w € uma combinagdo linear de uy, ..., Up, V1, ..., Uit s - - -, Wy
Portanto,

U4+W ={up, ..., Up, U1,y Uty - o, Wyl

Verifiquemos que os vetores em[5.25]sdo Li.. Suponha que
oy + - oy + Bywy 4 - 4 Bawg + 0101 - 4 00, = 0, (5.26)
ou seja

UBCM1U1—|'"‘+Oépup+511)1+"'+5mvm:—5111)1—"'—5,111)(]6“/.
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Logo,
—brwy — - — Bawy, € UNW = [ug, ..., U]
Consequentemente, existem 71, . . ., Y, tais que
—frwy — -+ = Bawg = 11U+ + YUy
ou seja,
Brwy + -+ fgwg + N1+ -+ YmUm = 0.
Como wy, ..., Wy, v1, ..., Uy s30 Li., pois formam uma base de W, segue-se que
M == Ym = P == By = 0. Assim, a equacdo|5.26|se reduz a
Qg + -+ apUy + 0101 + - 4 O Uy, = 0
€ COMO Uy, . . . , Up, V1, - - . , U, 30 L1., pois formam uma base de U, segue-se que

= =p=0 = =6, =0,

ou seja, os vetores de [5.25]sdo linearmente independentes.

Corolario 5.27 Seja U um subespaco vetorial de um espaco vetorial de di-
mensdo finita V. Se dimU = dim V entdo U = V.

Prova: Suponha que exista u; € V com u; ¢ U. Coloque W = [u;]. Como
UNW ={0} e dimW = 1, segue da proposi¢do que

dim((U+W)=dmU+1=dimV +1> dimV.

Um absurdo pois dim (U + W) < dim V.

Observacao 5.28 Note que se V, U e W sd@o como na proposigdo e se além
do mais tivermos V. =U+W e dim U+ dim W > dim V entdo UNW # {0},
isto é, a soma U + W ndo é direta.
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Bem, se fosse U N W = {0} entdo pela proposi¢ao terfamos
0=dmUNW =dimU + dim W — dim (U + W)

= dimU + dimW — dimV > 0,

um absurdo.

Exemplo 5.29 Sejam U = {p(x) € Z5(R);p(0) = p(1) =0} eV = {p(z) €
P5(R); p(—1) = 0}. Encontre uma base de U, V,U NV e U + V.

U : Temos

p(z) = ap + a1 + aga® + azr® € U <= p(0) = p(1) = 0

CL():O
ap +ay +as+as3 =0

3

= p(x) = —(az + a3)r + axx® + azz® = ax(2* — 7) + az(z® — x).

Desse modo, U = [z? — z, 23 — z] e estes polindmios sdo Li. pois como

cada um tem um grau distinto do outro, nenhum pode ser multiplo do
outro. Assim, x> — x e 3 — x formam uma base de U.

p(z) = ag + a1z + axr® +azx® €V

<:>p(—1):O<:>a0—a1+a2—a3:O
< p(x) = ap + (ag + ay — az)x + axx® + asx’
= ag(1 + ) + az(2® + ) + as(2® — ).

Desse modo, V' = [1 + z,2? + x,2% — | e estes polindmios sdo 1.i.
pois como cada um tem um grau distinto do outro, nenhum pode ser uma
combinacdo linear dos outros dois. Portanto, 1+, 2% +x e 2® — 2 formam
uma base de V.
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Uunv:

CL():O
p(z) =a0+a1x+a2x2—|—a3x3 ceUNV<<ay+a;+ays+as=0

ao—a1+a2—a3:O

prm— pr— O
= {ao 2 <« p(z) = —ay(2* — ).
a; = —as

Logo, x> — x é uma base de U N V.

U+V: Temos dim (U+V) =2+3—1 =4 = dim Z5(R). Pela proposi¢do[5.27]

temos que U + V = Z3(R) e podemos tomar como base os polindmios

1,z,2%e 25

Exemplo 5.30 Voltemos ao exemplo Sabemos que

v = [(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)]
vV = [(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)]
unv = [(1,0,-1,0),(0,1,0,1)]
uv+Vv = |[(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)]

Verifiquemos que os geradores acima sdo na verdade bases para os respectivos
subespacos vetoriais. Para tanto basta verificar que cada sequéncia de vetores
acima € l.i..

Analisemos primeiramente para U: se

a(1,1,0,0) + B8(0,1,1,0) +~(0,1,0,1) = (0,0, 0, 0)

entao
(a,a+B+7,8,7) =(0,0,0,0)

que implicaem o = =y = 0.
Vejamos agora o caso do subespaco V': se

a(1,0,0,1) + B8(0,1,0,1) +~(0,0,1,1) = (0,0, 0, 0)
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entao
(Oé,ﬁ,’)/,a—l-ﬂﬁ—’}/) = (0,0,0,0)

que implicaem o = 3 =~ = 0.
Passemos agoraaU NV :se

a(1,0,—1,0) + £(0,1,0,1) = (o, 8, —r, ) = (0,0, 0,0)

que implicaem o = 3 = 0.

Pela proposi¢do[5.23|temos dim (U +V) = 3+3—2 = 4. Como (0,1, 1,0),
(0,1,0,1), (1,0,0,1), (0,0,1,1) geram U + V segue-se do fato da dimensdo
deste subespaco ser quatro que formam uma base de U + V. Como a dimensao
de R* também e U + V C R*, temos pela proposicdo que U +V = R4
Note que esta soma nao € direta.

5.4 Coordenadas

Sejam V' um espaco vetorial finitamente gerado € B uma base de V' formada
pelos vetores uyq, ..., u,. Como B €é uma base de V, todo elemento de u € V'
se escreve como aiu; + - - - + ayuy,, com os coeficientes aq, ..., a, € R. Pela
proposicao {.18] os coeficientes ay, ..., a, sdo unicamente determinados pelo
vetor u. Estes coeficientes sao denominados coordenas de u com relagdo a base
B. Representaremos as coordenadas de u com relag@o a base como

631
up =

Op

Exemplo 5.31 Mostre que os vetores (1,1,1), (
base de R3. Encontre as coordenadas de (1,2,0
formada pelos vetores acima.

0,1,1) e (0,0,1) formam uma
) € R? com relagdo a base B

J4 sabemos que dimR? = 3. Para verificar se os vetores acima formam uma
base de V, basta verificar se eles sdo li.. Utilizando o exemplo .8 vemos que
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estes vetores sdo de fato 1.i. pois a matriz

— =
)
— O O

possui determinante igual a 1 # 0.
Agora,

(1,2,0) = a(1,1,1) + 8(0,1,1) +4(0,0,1) = (o, o + B, a + B+ 7)

que é equivalente ao sistema

a=1
a+p=2
a+pB+v=0
cuja (Unica) solugdo é « = 1, § = 1 e v = —2. Desse modo, as coordenadas de

(1,2,0) com relagdo a base B sdo dadas por

1
1
-2

Exemplo 5.32 Mostre que os polinémios 1, x, x> — x formam uma base, B, de
P5(R). Encontre as coordenadas de 1 + x + x* com relagdo a base B. Encontre
também as coordenadas deste mesmo polinomio com relagdo a base C' formada
pelos polinémios 1, v e 2.

Para verificar que 1,7, 2% — x formam uma base de & (R) basta mostrar
cada p(x) = ag + a1z + axx® € P5(R) se escreve de maneira Gnica como
combinacdo linear de 1,z e 22 — x. Isto é equivalente a mostrar que a equacio
p(x) = al+ Bx+~(x? —z) possui uma dnica solu¢do («, 3,7) € R>. A equagdo
acima se escreve como

ap + a1z + ayr? = a+ (B — y)x + ya?,
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que € equivalente ao sistema

a = Qg
B—v=a
Y = ag,

que possui uma tnica solucdo dada por o = ag, S = a1 + ag, €y = as.
Com isso em maos, vemos que as coordenadas de 1 4 z + 2% com relacdo a
base B sdo dadas por
1
2
1

Note que com relagdo a base C formada por 1, z e 2% as coordenadas de 1+z+ 122
sdo dadas por

1

1

1

5.5 Exercicios

Ex. 5.33 Verificar em cada um dos casos se o subconjunto B do espaco vetorial
V' é uma base de V.

L B={1L1+t,1-t21—t—2 -3}V = Z(R).

11 2 1 01 00
2'3_{<0 0)’(0 0)’(1 0>’(0 2>}’V_M2'
3. B={(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)}, V = R".

Ex. 5.34 Encontrar em cada um dos itens abaixo uma base e a dimensdo do
subespaco W do espago vetorial V.

1. W={(v,y,2,t) eERhz—y=0ex+2y+t=0}, V=R~.L
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2. W={X € My; AX = X}, emqueA:((l) ?),V:Mz,

3. W = {pe Z(R);p"(t) =0,¥t € R}, V = Py(R).

10

4. W ={X € My; AX = XA}, emque A = ( 11

),V—Mg.

Ex. 5.35 Dados U, W subespagos do espaco vetorial V determinar;
i) uma base e a dimensdo de U.
ii) uma base e a dimensdo de W.
iii) uma base e a dimensdo de U + W.

iv) uma base e a dimensdo de U N W. nos seguintes casos;

LU ={(z,y,2) eR%a+y+2=0}, W = {(2,y,0);2,y e R}, V =
R3.

2 U={AeMytr(A) =0}, W ={Ae My; A =—A},V = My, em
que tr (A) é a soma dos elementos da diagonal principal de A, chamado
de traco de A

3.U={p(t) e V;p'(t) =0}, W = {p(t) € V;p(0) =p(1)},V = Z2(R).

Ex. 5.36 Determinar as coordenadas do vetor u = (—1,8,5) € R3 em relagdo
a cada uma das bases de R? abaixo;

1. base candnica
2. {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}
3. {(1,2,1),(0,3,2),(1,1,4)}

Ex. 5.37 Determinar as coordenadas do polinomio p(t) € P53(R), dado por
p(t) =10 + t2 + 2t3, t € R em relacdo as seguintes bases de 3(R);
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1. base candnica
2. {1+ 1+t +t2 1+t + 12+ 13}
3. {4+t,2,2—-3t+ 13}

5

Ex. 5.38 Determinar as coordenadas do vetor ( —28 o ) € M, em relagdo as

seguintes bases de Mo;
1. base canonica
5 10 11 11 11
' 00/’\00/)’\1 0,11

Ex. 5.39 Encontre uma base de My que contenha

10 11
1 0/°\0 0 '
Ex. 5.40 Verifique que as coordenadas de p(x) € Z,(R) com relagdo a base
B={l,z,...,a"} ¢
(0)

p
119’(0)
5]9//(0)

1
Lom
P (0)

em que p*)(0) representa a k-ésima derivada de p em x = 0.
Ex. 541 Se {u,...,u,} é uma base de V mostre que
1. {uy,ug + ug,uy +ug +ug, ..., up + -+ u,} é um base de V;

2. sea; #0,5=1,...,nentdo{aus,...,a,u,} é uma base de V.
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Capitulo 6

Mudanca de Base

6.1 Introducao, Exemplos e Propriedades

COmo vimos no exemplo as coordenadas de um elemento de um espago
vetorial podem variar quando se consideram bases distintas. O que passaremos a
estudar agora € como esta mudanga ocorre, ou seja, como € possivel encontrar as
coordenadas de um vetor com relagdo a uma base sabendo-se suas coordenadas
com rela¢do a uma outra.

Seja V' um espago vetorial finitamente gerado. Sejam B e C bases de V
formadas pelos vetores by, ...,b, e cy,...,c,, respectivamente. Como B €é uma
base, existem «;; € R, 1 <7, 7 < n tais que

cpT = allbl + -+ anlbn
Cp = alnbl +--+ Oénnbn‘
Desta forma, as coordenadas de ¢y, ..., c,, com relagdo a base B sao, respecti-
vamente,
a1 A1n
ClB = ) 7CnB =
7% Qnn

59
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Reunimos estas informacdes sobre as coordenadas dos vetores da base C' com
relacdo a base B na seguinte matriz

Qrp o Qg
¢ _
Mg = ,
Ap1 - Opp
cujas colunas sao formadas pelas coordenas de cy, . . ., ¢, com relagcdo a base B.

A matriz M§ é chamada de matriz mudanga de base da base B para a base C.

Antes de mostrarmos a relagio que existe entre M§ e as coordenadas de um
dado vetor com relagdo as bases B e C, vejamos como podemos encontrar a
matriz de mudanga de base em um exemplo no R?.

Exemplo 6.1 Considere a base B de R? formada pelos vetores (1,0, 1), (1,
e (1,1,2). Considere também a base C formada pelos vetores (1,0,0), (0,
e (0,0,1). Encontre M§.

1,1)
1,0)

Precisamos resolver

(1, 0, O) == Oén(]_, O, 1) + 0[21(]_, 17 1) + a31(17 1, 2)

(0, 1, 0) = 0412(1, 0, 1) + Oégg(l, 1, 1) + (1/32(1, 1, 2) g

(O, O, 1) = 0513<1, O, 1) + Oé23(1, 1, 1) + Oé33(1, 1, 2)
(11 + o1 + g1, 001 + 31, 001 + o1 + 2031) = (1,0,0)
(a2 + (o + 39, (o + Qiz2, a2 + g + 2030) = (0,1,0)
(a1 4 aiag + Qizg, rag + Qizg, g + o + 2a33) = (0,0,1).

Um momento de reflexdo nos poupard um pouco de trabalho neste ponto. Note
que cada linha acima representa um sistema de trés equagdes com trés incognitas
e que a matriz associada a cada um destes sistemas €¢ a mesma. O que muda sao
os nomes das varidveis e o segundo membro. Utilizando como variaveis x, y €
2z, basta resolvermos o seguinte sistema

SR

1 11
011
1 1 2

e oy
I
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com a, b, c € R. O sistema acima € equivalente a

1 11 T a
011 yl = b
0 01 z c—a

cuja tnica solucdo é dadaporr =a—b,y=a+b—cez=c—a.
Tomando (a, b, c) = (1,0,0) obtemos (a1, a1, az1) = (1,1, —1).
Tomando (a, b, c) = (0,1,0) obtemos (a2, ag, age) = (—1,1,0).
Tomando (a,b,c¢) = (0,0,1) obtemos (13, es, az3) = (0,—1,1). Desta
forma, obtemos

Exercicio 6.2 Com as notagées do exemplo acima, encontre ME.

Vejamos agora como as coordenadas de um vetor se relacionam com respeito
a duas bases de um espaco vetorial de dimensao finita.
Sejam B e (' bases de um espaco vetorial de dimensao finita V' formadas,

respectivamente, pelos vetores by,...,b, € c1,...,c,. Dado um vetor v em V'
sejam
T hn
Up = e Vo= :
xn yn

as suas coordenadas com relagdo as bases B e C, respectivamente. Se M§ =
(cy;;) representa a matriz de mudanga da base B para base C, entdo como ¢; =
Yo b, j=1,...,n, obtemos

ST S o (z b) -y (Z ) ,
=1 7j=1 7j=1 =1 =1 7j=1

sendo que na ultima igualdade invertemos a ordem da soma. Como os vetores
b1, ..., b, sdo li., segue-se que x; = Z;”:l a;;yj, © = 1,...,n. Porém, estas
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ultimas n equacdes podem ser escritas na seguinte férmula matricial

Q11 Qg o Oap Y1 T

Op1 Op2 - Qpp Yn Iy
ou mais simplesmente,
VB = Mgvo.

Resumiremos este resultado na seguinte

Proposicao 6.3 Sejam B e C bases de um espago vetorial de dimensdo finita V.
Se vp e vo representam as coordenadas de um dado vetor v € V' com relagdo as
bases B e C, respectivamente e se M§ é a matriz de mudanga de base da base
B para a base C' entdo

VB = Mgvc.

Exemplo 6.4 Fixado 0 € R, considere os vetores
uy = (cos @, send) e ug = (—senb, cosf)

em R?. Mostre que estes vetores formam uma base, B, de R? e encontre a matriz
de mudanga desta base para a base C formada pelos vetores ey = (1,0) e
ey = (0,1). Encontre as coordenadas do vetor u = ae; + bey com relagdo a
base B.

Como a dimensio de R? é dois basta mostrar que uy € ug sao l.i.. Se
a(cos @, senf) + B(—sen b, cosd) = (0,0)

entao

acost — fBsenf =0
asenf 4+ fcost =0

pois

dot <c080 —sen@) 120,

senf cosf
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A matriz M§ serd dada por (o), em que

( )

1,0) = ayi(cosf, senf) + ag(—send, cos )
0,1) =

) ai2(cos 0, senf) + age(—sen b, cosh),

que é equivalente a

(1,0)
(0,1)

€ como ja visto antes, basta resolver o sistema
cos —senf\ (z\ [«
senf)  cosf y) \p
cuja solugdo € dada por
x\ [ cosf senf\ (a\ [acost+ Bsend
y) \—senf cosf ) \B) \Bcosh—asend)’

Fazendo (o, 5) = (1,0) obtemos (a1, o) = (cosf, —sen f).
Colocando (a, ) = (0,1), temos (a2, g) = (send, cos#). Assim,

(a1 cos — gy sen B, g sen 6 + agy cos )
(a2 cos 0 — agg sen B, agg sen 6 + ay cos b)),

—senf cosf

Mg: ( cos sen@)‘

Agora, se up representa as coordenadas de u = ae; + bes com relagdo a base B
e uc as coordenadas do mesmo vetor com relagdo a base C, pela proposi¢do (6.3

temos
— MCu — cosf senf\ (a\ [(acosf +bsend
UB = HBUC T _senf  cost b) \bcosf —asenf )’
Proposicao 6.5 Sejam B, C e D bases de um espaco vetorial n dimensional.

Temos
ME = MSME.
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Prova: Sejam by, ...,b, os vetores de B, ¢y,...,c, os vetores de C' e dy, ...,

d,, os vetores de D. Usando a notagdo M§ = (o), ME = (Bi;) e ME = (vij)
vemos que

cj = Z i;bi, dy = Z Bijkc;j, di, = Z Yikbi. (6.6)
i=1 =1 i=1

Assim,
n n n n n
dy = E Bikcj = E Bik E aib; | = E E i Bix | by,
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
como by, . .., b, sdo Li., comparando com a tdltima expressdo de obtemos

n
Vik = Z%‘jﬁjk, 1<0,k <n.
=1

Resta apenas lembrar que o lado direito da expressao acima representa o ele-

mento da i-ésima linha e da k-ésima coluna da matriz M§ M2 . Portanto, ML =
MEME.

Proposicao 6.7 Sejam B e C' bases em um espaco vetorial de n dimensional V.
Entdo a matriz M§ possui inversa e esta inversa é dada por ME, a matriz de
mudanca da base C para a base B.

Prova: Pela proposigdo anterior temos M§ME = ME e MEMS = M. Resta
mostrar que M5 = M§ = I = (8;;), em que

1 sei =]
0ij = L.
0 caso contrario,

é a matriz identidade de ordem n. E claro que basta mostrar que M5 = [ e isto
é bem simples, pois se 11, ..., u, sdo os vetores da base B entdo M5 = (cvij)
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satisfaz u; = Y | ayu, 7 = 1,...,n. Ora, como uy, . .., u, sdo Li., para cada
j=1,...,n,aunica solucdo de cada uma destas equagdes é dada por
1 sei =7
Q5 = ..
0 caso contrario,

ou seja, QG5 = (5”

Exercicio 6.8 Utilize a proposicdo acima para refazer o exercicio

6.2 Exercicios

Ex. 6.9 Considere as bases B = {e1,e2,e3} e C = {q1, 92,93} de um espago
vetorial V relacionadas da seguinte forma

g1 =¢€1tey—e3
g2 = 2e3 + 3e3
93:361+63

1. Determine as matrizes mudanga da base B para a base C, isto é, M, e
da base C para a base B, isto é, M§.

2. Se a matriz das coordenadas do vetor v em relacdo a base B, isto é, vp,
1
é dada por | 3 | encontre a matriz das coordenadas de v em relagdo a
2
base C, isto é, vc.

3. Se a matriz das coordenadas do vetor v em relagcdo a base C, isto é, v, é
2
dada por 3 encontre a matriz das coordenadas de v em relacdo a
-1
base B, isto é, vg.
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Ex. 6.10 Considere as bases ordenadas B = {1,1+t,1+*} e C = {1,t,t*}
de c@z(R)

1. Encontre as matrizes de mudanga da base B para a base C, isto é Mg, e
da base C para a base B, isto é Mg.

1

2. Sevg = —4 | encontre vc.
6
8

3. Sevg = —1 | encontre vg.
3

4. Se D = {1,t,t*} é a base canénica de P5(R), encontre as matrizes de
mudanga da base B para a base D e da base D para a base C, isto é, M5
e Mg, respectivamente.

Ex. 6.11 Considere o seguinte subespaco de My,

_ Ty Y
W_{(z t)GMQ,x y—z 0}.

s={(40)(10).(0 1))
{10 (1) ()

sdo bases de W.

1. Mostre que

2. Encontre as matrizes de mudanca da base B para a base C' e da base C
para a base B, isto é, M§ e ME, respectivamente.
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3. Encontre uma base D de W, tal que a matriz

P=

O O =

10
0 2
3 1

seja a matriz de mudanga da base D para a base B, isto é, P = M g )

67
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Capitulo 7

Exercicios Resolvidos — Uma
Revisao

NEste capitulo apresentamos uma série de exercicios resolvidos buscando fa-
zer um resumo do que vimos até agora.

Ex. Resolvido 7.1 Verifique se V = {(x,y,2,w) € Ry y = x, 2 = w?} com as
operagdes usuais de R* é um espago vetorial.

Resolucao: Note que (0,0,1,1) € V mas —1(0,0,1,1) = (0,0,—1,—1) ¢ V.
Assim, V' ndo é um espago vetorial.
OJ

Ex. Resolvido 7.2 Seja A € M, uma matriz quadrada de ordem n. Verifique
se W = {X € M,x1; AX = 0} é um subespago vetorial de M, ., com as
operacoes usuais.

Resolucio:
1. Seja O = (0) a matriz n x 1 nula. Como AO = O, temos que O € W.

69
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2. Se X, Y € We ) € R, entdo, pelas propriedades da soma e da multiplica-
¢do por escalar usuais entre as matrizes e, também, pelas propriedades do
produto entre matrizes, temos

AX +AY)=AX 4+ ANY) = AX + MAY =0+ X0 =0.
Portanto X + \Y € W.

Concluimos que W € um subespaco vetorial de M, .
O

Ex. Resolvido 7.3 Encontre o subespaco vetorial de P3(R) gerado por S =
{1,¢, 12,1+ 3}.

Resolucio: Note que t* = (¢3+1)—1. Assim, dado p(t) = ag+at+axt>+ast® €
P3(R) podemos escrever p(t) = (ag— as) +ait +ast* +az(t> +1) € [S]. Logo,
Z5(R) = [S].

0

Ex. Resolvido 7.4 Encontre o subespaco vetorial de M, gerado por

={0o) (50}

Resolugio: Temos que A € [S] se e somente se existem «, 5 € R tais que

a=a( o o) e (L 0)=(5%6)

ou seja, A € [S] se e somente se os elementos da diagonal principal de A sdo

nulos.
O

Ex. Resolvido 7.5 Encontre um conjunto finito de geradores para
W:{XEM3X12AX:O},

em que

I

Il
— N O
— =
- o O
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Resolucao:

—4

portanto,

Ex. Resolvido 7.6 Encontre um conjunto finito de geradores para

{X € M4><1 AX = O},

W:

em que

O o~

Resolucao:
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1 1 —-10 « 0
o2 3 18] _|o
0 -2 3 1]|[y] " |o
0 -2 3 1) \s 0
1 1 -1 0 «Q 0
o2 s s _|o
o0 0 ofl~r] " |o
0 0 0 0 0 0
11 -1 0 «Q 0
01 =32 —12| 8| |0
~loo 0o 0 o I
0 0 0 0 0 0
10 12 1/2\ [a 0
01 =3/2 —12| 8] [0
oo o o0 v 7o
0 0 0 0 ) 0
PN a=—y/2-6/2 |
B=3v/2446/2
isto €,
/2 —5/2 ~1/2 ~1/2
| 3y2+82| | 32 1/2
X = y =7 1 +0 0 :
) 0 1
portanto,
—1/2\ [-1/2
1] 32 1/2
W= 1 ’ 0
0 1
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Ex. Resolvido 7.7 Encontre uma base do subespaco vetorial de R?® dado por
U=1(1,0,1),(1,2,0),(0,2,—1)].

Resoluc¢ao: Primeiro Modo: (z,y,z) € U se e somente se existem «, 5,7 € R
tais que
a(1,0,1) + B(1,2,0) + (0,2, 1) = (x,y, 2),

ou seja, (z,y,z) € U se e somente se o sistema abaixo admite solu¢do

11 0 « T 1 1 0 o T
0 2 2 Bl=|y|l <= |0 2 2 Bl = Yy
1 0 -1 0 z 0 -1 -1 0 2=
1 1 0 o T
(0 1 1 gl=1 v/2
0 -1 —1 ol zZ—x
1 10 o T
<~ |0 1 1 gl = y/2
000 Y z—x+y/2
1 0 —1 a x—y/2
(01 1 Bl = y/2
00 0 0l z—x+y/2

que possui solucdo, e estaé dadapora =y +z —y/2, 5= —v+y/2,v € R,
se e somente se z = x — y/2. Dessa forma,

([E,y,Z) = (7 +z— y/2)(1707 1) + (_'7 + y/2)(1,2,0) +7(0’ 2, _1) =
= (z,y,x —y/2) = x(1,0,1) + y(0,1,—1/2)

€ como
sdo L.i., segue-se que formam uma base de U.

Segundo Modo: Note que os vetores (1,0, 1) e (1,2,0) sdo Li. e pertencem a U.
Vejamos se estes vetores juntamente com (0,2, —1) sdo 1.d. ou Li.:

a(1,0,1) + 5(1,2,0) + (0,2, -1) = (0,0,0)
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— (a+(,20+ 2y, — ) = (0,0,0)

a+B=0
= P+Hyv=0 = a=-0F=7,
a—v=0

ou seja, 0s vetores
(17 Oa 1)7 (17 27 O)v (Oa 27 _1)

sdo l.d.. Portanto,
(1,0,1),(1,2,0) (7.9)

formam uma base de U.
Embora as bases[7.8|e[7.9 ndo coincidam, ambas estdo corretas. Basta obser-
var que

(1,2,0) = (1,0,1) +2(0,1,—1/2).

Ex. Resolvido 7.10 Dados os subespacos

U={AeM,: A'=A} e W:Ké 1)}

em Ms, encontre uma base de U, W, U "W e U + W, no caso em que ndo se
reduzam a {0}.
Resolucao:

U

A:(a b):At@c:b,
c d

portanto, A € U se e somente se existirem «, 3, € R tais que

10 0 1 0 0
Ao ) (o) 6
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A mesma equagdo acima tomada com A = 0, mostra que as matrizes

(00) (o) (0 )

sdo l.i. e, portanto, como geram U, formam uma base de U. Note que

dimU = 3.
1 1
0 1

gera IV e € ndo nula, ela serve como base de V. Note que dim W = 1.

W . Como a matriz

Unw:

AcUNW <= A= A'eexiste \ € Rtal que A = <g\ i),

isto €, se e somente se existir A € R tal que

AA (A0
0 X)) \\ )/
que € satisfeita se e somente se A = 0, ou seja, A = O. Desse modo,
UNW ={0O}e dimUNW =0.
U+ W : Temos

dim (U + W) = dimU + dim W — dimUNW =4 = dim M;

portanto, U + W = M, e uma base pode ser dada por
10 01 00 0 0
0 0/)’\0 0/°\1 0/’\0 1)°

Ex. Resolvido 7.11 Sejam U = {p € P»(R) : p'(t) = 0,Vt e R}, W = {p €
P5(R) : p(0) = p(1) = 0} subespagos vetoriais de V- = P5(R). Encontre uma
base de U, W, U NW e U + W, no caso em que ndo se reduzam a {0}.

O
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U
p(t) = ag + ait +ast? € U <= p/(t) = a1 + 2ast =0
= ap=ay=0<= p(t) = ag <= p(t) € [1].
Logo, 1 éumabasede U e dimU = 1.
W

p(0) =ag =0

t) =ag+ art + ast? € U <=
p() 0 ! 2 {p(l):ag+a1+a220

= p(t) = art — art® = a1 (t — 1%,
isto &, p(t) € [t — t?]. Assim ¢t — t* é uma base de W e dim W = 1.
UNW: p(t) e UNW = [1] N [t — t?] se e somente se existem \, 1 € R tais que
2

p(t) = A = u(t — t*). Claramente, isto s6 é possivel quando A = p = 0,
ou seja, quando p(t) = 0. Assim, UNW = {0} e dimU NW = 0.

U+ W : Temos
dim(U+ W) = dimU + dimW — dimUNW =141-0=2
e como a soma ¢ direta podemos tomar 1, — t* como base de U N .

O

Ex. Resolvido 7.12 Seja V' um espaco vetorial. Sejam B e C bases de V' forma-
das pelos vetores ey, es, €3 € g1, g2, g3, respectivamente, relacionados da seguinte
forma:

g1 =e€1 +ey—e3

go = 2e9 + 3es

g3 = 3e1 +e3

1. Determine as matrizes de mudanga da base B para a base C, isto é, M§,
e da base C para a base B, isto é, M5.



77

2. Se as coordenadas do vetor v em relacdo a base B, isto é, vg, sdo dadas

1
por | 3 | encontre as coordenadas de v em relacdo a base C), isto é, v¢.
2
3. Se as coordenadas do vetor v em relacdo a base C, isto é, v¢, sdo dadas
2
por 3 encontre as coordenadas de v em relacdo a base B, isto é,
-1
UB.
Resolucao:
1. Temos
1 0 3
c _
Mg = 1 20
-1 3 1

1 .
Como MEZ = (M§) ~, passemos a encontrar a inversa de M§ :

1 03:100 10 3 1 1 00
1 20:010[~[0o2 -3 -11
~131:001 03 4 ¢ 1 01
10 3 1 0 0 10 3 1 0 0
~ 3 1 1 ~ 3 1 1
0l -5t -330 01l —-5:—-3 3 0
7 3
03 4 1 01 00 ¥ 53
2 9 6
10 3 1 0 0 100: 2 &2 86
~ 3 1 1 ~ 1 4 3
0l —5:=3 3 0 010 -% 7w 7
5 3 2 3 2
00 1 A T 001 & -3 5
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Portanto,
2 9 _6
17 17 17
B _ 1 4 3
M¢ = 17 1T 17
5  _3 2
17 7 17
2. Como ve = MEvp,
2 9 6
A AN A 1
ve = -+ 2 3 31 =11
C 17 17 17
5 3 2 9
17 7 17
3. Como vy = M§vc,
1 0 3 2 -1
vg=11 2 0 3 1=1 8
-1 3 1 -1 6

Ex. Resolvido 7.13 Considere o seguinte subespaco de My:

_ Ty e
W_{(z t)EMg,x y—z 0}.

a) Mostre que B dada pelas matrizes

11 10 0 0
m(on)re(h0)m=(ah)

e C dada pelas matrizes

10 0 —1 0 0
a=(1y)e=(179)a=(57)
sdo bases de W.

b) Encontre as matrizes de mudanca da base B para a base C' e da base C
para a base B.
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c) Encontre uma base D de W, tal que a matriz

P—

o O =

10
0 2
31
seja a matriz de mudanca da base D para a base B, isto é, P = M5.

Resolucao:

a)

Az(ﬁ g) EW=szr=y+=z2

Assim, A € WW se e somente se existirem x, y, 2 € R tais que

A:y(é (1))+ZG 8)+t(8 ?) (7.14)
=0 0)-(10)- (9]

A equacao tomada com A = O mostra que as matrizes acima que
geram W sdo de fato l.i. e, portanto, formam uma base de V. Além do
mais, dim W = 3.

Como C' é formado por trés vetores de W e a dimensdo de W € trés, basta
verificar que tais vetores sdo Li.. De fato,

(o) () )= 60)

ﬁ(aiﬁ _f>:(8 8)<;>a:5:7:0.

b) Basta notar que

isto é,

Cl - B2
Cy= —DB1+ By
03 - Bg
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e dai,
0 -1 0
M=11 1 0
0 0 1
Quanto a Mg , Vemos que
B1: Cl—CQ
By = C
B = Cj
e assim,
1 10
ME=1-10 0
0 01

¢) Procuremos Dy, Dy e D3 em W de modo que formem uma base W tal que
ME = P. Isto ocorre se e somente se

Bl == 1D1 + OD2 + 0D3 == D1
By = 1D1+ 0Dy +3D3 = D1 +3D3
Bs = 0D; + 2Dy + 1D3 = 2D, + D3

ou Seja, Dl = Bl, D5 = (BQ — Bl)/g c DQ = (85 — (BQ — Bl)/g)/2 =
(3B3 + By — By)/6. Assim, a base D formada por Dy, Dy e D3 é dada

pelas matrizes
(6 0)- (e 1) (s ~07)



Capitulo 8

Transformacoes Lineares

8.1 Introducao e Exemplos

ATé agora estudamos os espacos vetoriais e seus subespacos, introduzimos
os conceitos como dependéncia e independéncia linear e, a partir disto, pudemos
descrevé-los de maneira mais simples usando para isto geradores e, mais especi-
ficamente, bases. De certa forma ja temos em maos tudo o que precisamos para
trabalhar com espagos vetoriais. No capitulo (12| voltaremos a estudar espagos
vetoriais que possuem uma estrutura mais rica.

O leitor ja deve estar familiarizado com o conceito de func¢des, principal-
mente com aquelas que estdo definidas em um subconjunto da reta e tomam seus
valores também no conjunto dos nimeros reais. Nosso proximo passo € estudar
fungdes que tém como dominio um espaco vetorial € que tomam seus valores em
um outro espaco vetorial. Note que os valores tomados sdo, na verdade, veto-
res. No entanto, vamos nos restringir a apenas alguns tipos especiais dentre estas
fungdes. Estamos interessados em fungdes que preservem as operagdes existen-
tes no espago vetorial que atua como o seu dominio e aquelas do espago vetorial
que age como contra-dominio. Por exemplo, por preservar a adi¢do de vetores
entendemos que ao tomar dois vetores no dominio da funcio o valor que esta
deve ter para a soma destes dois vetores € a soma dos valores que ela possui para
cada um dos vetores. De maneira semelhante a func¢do deve preservar o produto

81
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por escalar. Fungdes com estas propriedades sdo chamadas de transformagdes
lineares. Mais precisamente, temos.

Definicao 8.1 Sejam U e V espacos vetoriais. Dizemos que uma fungdo T' :
U — V é uma transformacio linear se forem verificadas as seguintes condicoes:

1. T(u+v) =T(u) + T(v), Yu,v € U;
2. T(Au) = NT'(u), YueU, VAeR.

Observacao 8.2 Note queT' : U — V' é uma transformagao linear se e somente
se T(Au + pv) = XT(u) + pT'(v), para todo u,v € U, A\, € R.

Observacao 8.3 Note que pela propriedade |2|temos
T(0) =T(00) =07(0) = 0.

Ou seja, toda transformagdo linear de U em V' leva o elemento neutro de U no
elemento neutro de V.

A seguir listamos alguns exemplos de transformacdes lineares definidas em
vérios espagos vetoriais que j4 tratamos no decorrer do curso.

1.T : U — V dada por T'(u) = 0, para todo u € U. T é chamada de
transformacao nula.

2. T : U — U dada por T(u) = u, para todo v € U. T é chamada de
transformacao identidade.

3. T: 2,(R) — R"! dada por
T(ap + a1z + -+ + aa™) = (ag, . .., ap).
4. Se A € M,,,»,, é uma matriz dada, definimos

T: Mn><1 — mel

por T'(X) = AX, o produto de A com X, para todo X € M,,;.
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5. T:C(]0,1];R) — R dada por

T(f) = / () de,

para toda fun¢do f € C([0, 1];R).

6. T:CY([0,1];R) — C(]0,1]; R) dada por T'(f) = f’, aderivada de f, para
toda f € C*([0,1]; R).

Os exemplos abaixo sdo de funcdes entre espagos vetoriais que ndo sao trans-
formacoes lineares.

1. T:R?® — Rdadapor T(x,y,2z) = x +y + z + 1. Note que 7(0,0,0) =
140,

2. T:C(]0,1];R) — R dada por

T(f) = / /()] de,

para toda fungdo f € C([0,1];R).

Se T fosse linear deverfamos ter por[2} T'(— f) = —T'(f) para toda fungdo
f € C([0,1];R). Para ver que isto ndo ocorre, basta tomar f como sendo
a funco constante igual a 1. Temos neste caso que 7'(—1) = 1 = T'(1).

3. T : R — R dada por T'(x) = z?. Observe que T'(—1) = 1 = T(1). Logo,
ndo temos 7'(—1) = —T'(1).

Proposicao 8.4 Seja U um espaco vetorial com base ., . . . ,u,. Toda transfor-
macdo linear T : U — 'V fica determinada por T(uy),...,T(u,), ou seja,
conhecidos estes vetores, conhece-se T'(u) para qualquer u € U.

Prova: Ja que uq, ..., u, formam uma base de U, dado u € U existem oy, ...,
a, € Rtais que u = ayuy + - - - + @, u,. Deste modo,

T(u) = T(a1u1 + -+ Oénun) = alT(ul) et anT(un)
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Ex. Resolvido 8.5 Encontre uma transformacdo linear T : R?> — R? tal que
T(1,2)=(3,—-1)eT(0,1) = (1,2).

Resolugao: Note que (1,2) e (0,1) formam uma base de R?. Se (z,y) € R?
entdo, como ¢é fécil verificar, temos (x,y) = 2(1,2) + (y — 2z)(0,1). Deste
modo, a transformagdo T’ deve satisfazer

T(x,y) =T(x(1,2) + (y — 22)(0,1)) = 2T(1,2) + (y — 22)T(0,1)

=x(3,—-1) + (y — 22)(1,2) = (x + y, 2y — 5x).

Verifica-se facilmente que a transformacdo 7' definida como acima € linear e
satisfaz as condi¢des pedidas.
O

8.2 O Espaco Vetorial Z (U, V)

Sejam U e V espacgos vetoriais. O conjunto de todas as transformagdes linea-
res T : U — V é denotado por Z(U,V'). Quando U = V usamos a notagdo
ZU)=Z(U,U).

Dadas T, S € Z(U, V') podemos definir 7'+ S : U — V por (T + S)(u) =
T(u) 4+ S(u),u € U. Vé-se claramente que 7'+ S € £ (U, V).

SeT € Z(U,V)e X € Rdefinimos \XT' : U — V como (A\T)(u) =
AT (u)). Também, AT € Z (U, V).

E um simples exercicio de verificagio o fato de . (U, V') com as operagdes
definidas acima ser um espaco vetorial. Note que o elemento neutro da adicdo é
a transformacdo nula, isto é, T" € .Z (U, V') definida por T'(u) = 0, u € U.

Registraremos isto na seguinte

Proposiciao 8.6 2 (U, V') com as operagdes acima é um espago vetorial.

Definicao 8.7 Se U ¢ um espago vetorial, definimos o espago dual de U como
sendo U = £ (U,R), isto é, U’ é formado pelas transformagées lineares T :
U — R. Estas transformacoes lineares também sdo chamadas de funcionais
lineares definidos em U.



8.2. O ESPACO VETORIAL (U, V) 85

Teorema 8.8 Se U é um espaco vetorial de dimensdon eV é um espaco vetorial
de dimensdo m entdo £ (U, V') tem dimensdo mn.

Prova: Fixemos duas bases, uma formada por vetores uq, ..., u, de U e outra

formada por vy, . .., v,,, vetores de V.
Paracadal <i<nel <j < mdefina

Note que
v; set=F

Ty (ur) =
i(te) {O sei # k
Verifiquemos que 7;; € £ (U, V):
Tii((mrun + -+ + zpuy) + (yius + - + Yptin))
=Tyi((z1 +y)ur + -+ + (@ + Yn)un) = (25 + ¥:)v; = 2305 + yiv;
= Tij(viur + -+ + 2pun) + Ty (yrun + - + Yotin).
Também, para todo A € R,

Tij(Mzrug + -+ + zpuy)) = Tij(Azqug + -+ - + Axpuy,)

= )\Z‘Z‘Uj = /\ﬂj(mlul + -+ xnun)

Mostremos que 7;;, 1 <i <nel < j <m, formamuma base de .Z (U, V).
Se> ", Z;”:l a;;1;; = 0 entdo, paracada 1l < k < n,

n m m m

0=> " ayTi(up) =Y Y ayTy(w) = Y arTj(up) =Y ag;v;

i=1 j=1 j=1 i=1 j=1 j=1

€ como vy, ..., v, sdo linearmente independentes, segue-se que ax; = -+ =
apm = 0. Portanto 714, . .., T}, sdo linearmente independentes.

SejaT € Z(U,V).Sew € U entdo u = zyuj + -+ + T,uy,, para certos
numeros reais xi, . .., r,. Como 7" & linear

T(u) =T (ur) + - + 2,1 (un).
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Como 7T'(u;) € V, podemos escrever, para cada 1 < i < n,
T(Ul) = (X1;,U1 + -t AXiUm -
Porém, como paracada 1l < j <m, 1 <i <n, T;;(u) = z;v;, obtemos
T(u) =T (ug) + -+ - + 2, (uy)
=z1(a1v1 + - 1 Um) + 0 F Tp(Q1vr F o A Un)
= anrivr + -+ U1 1V, + -+ A1pTpU1 + -+ Oy TnUm,
- allTll(u) + -+ amlTlm(u) + -+ alnTln(u) + -+ amnTnm(u)a

ou seja

T = O5117—111 + -+ amlTlm + -+ CY1nT‘1n + -+ amnTnm-

Corolario 8.9 Se V ¢ um espaco de dimensdo n entdo o seu dual também tem
dimensdo n.

Pelo corolario se U tem dimensdo n entdo o seu dual, U’, tem a mesma
dimensdo. Seguindo os passos da demonstra¢do do teorema [8.8] se uy,. .., u,
formam uma base B de U entdo os funcionais lineares f, ..., f, : U — R dados
por f;(u) = fi(z1us +- - - +2u,) =z, j = 1,...,n, formam uma base de U’.
Esta base é chamada de base dual da base B.

Ex. Resolvido 8.10 Considere a base B de R? formada poru; = (1,1,1), uy =
(1,1,0) e ug = (1,0,0). Encontre a base dual de B.

Resolugio: Dado (z,y, z) € R3, temos
(l‘7ya Z) = 2(17 L, ]-) + (y - Z)(la 17()) + (ZE - y)(la()u())

Deste modo, a base dual de B, é dada pelos funcionais lineares fi, fo e f3 em
que

filz,y, z) = z, folx,y,2) =y — =2 e fa(z,y,2) =z —v.
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Definicao 8.11 Sejam U,V e W espagos vetoriais. Se T € L (U, V) e S €
ZL(V,W) definimos a composta S oT : U — W por S o T(u) = S(T(u)),
ueU.

Exemplo 8.12 Considere T,S € £(R?) dadas por T(z,y) = (x + y,0) e
S(z,y) = (z,2y). Encontre T o S e SoT.

ToS(x,y) =T(S(x,y)) =T(x,2y) = (v + 2y,0).
SoT(z,y) =5(T(x,y)) = S(x+y,0)=(z+y,0).
Noteque ToS # SoT.

Defini¢do 8.13 Se T' € Z(U), definimos T* =T e T" =T o T paran > 2.

Definicao 8.14 7' € Z(U) é chamada de nilpotente se existir algum inteiro
positivo n tal que T™ = 0, a transformagdo nula.

Obviamente a transformacdo nula ¢ um exemplo de uma transformacao nil-
potente.

Exemplo 8.15 Mostre que T : R* — R? dada por T'(z,y) = (0, x) é um opera-
dor nilpotente.

Vejamos: T?(x,y) = T(T(x,y)) = T(0,z) = (0,0). Assim, T? = 0.
Proposicao 8.16 SejamT € £ (U,V)e S € L (V,W). Entdo SoT € £ (U,W).
Prova: Dados u,v € U e A\, u € R temos

SoTA\u+ pv) = S(T(Au+ pwv)) = S(AT(u) + puT'(v))

= S(AT(u)) + S(pT'(v)) = AS(T(u)) + pS(T(v)) = AS 0 T(u) + pS o T(v).
N

Proposicao 8.17 Sejam T € L (U, V), S € L(V,W)e R € L(W,X), em
que U, V. W e X sdo espagos vetoriais. Entdo (Ro S)oT = Ro (SoT).
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Prova: Para todo u € U, temos
(RoS)oT(u)=(RoS)(T(u) = R(S(T(u)))
e por outro lado
Ro (SoT)(u) = R((SoT)(u) = R(S(T(u))).

Comparando as expressdes chegamos ao resultado desejado.
|

Proposicao 8.18 Se S,7 ¢ Z(U,V), R € L(V,W) entdo Ro (S +T) =
RoS+RoT.

Prova: Dado u € U, temos
Ro (S +T)(u) = R((S +T)(u) = R(S(u) + T(w)) = R(S(w)) + R(T(u))
=RoS(u)+RoT(u)=(RoS+ RoT)(u).
|

Proposiciao 8.19 Se T' € Z(U,V) e Iy € L (V) é a identidade em V, isto ¢,
I(v) =v,v e V,ely € ZL(U) é a identidade em U, entdo Iy oT = T e
Toly=T.

Prova: Dado u € U, temos

Iy oT(u) = Iv(T(u)) = T(u)

Toly(u)=T(Iy(u)) =T (u).
|

Definicao 8.20 Diremos que T € £ (U, V') possui inversa se existir S : V — U
tal que S o T'(u) = w para todow € U e T o S(v) = v para todov € V. Em
outras palavras, T o S = Iy e SoT = Iy, em que Iy : U — U ¢ a identidade
emUely:V —V éaidentidade em V.
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Proposicao 8.21 Se T' € Z(U,V') possui uma inversa entdo esta inversa é
lnica.
Prova: Suponha que 7 possua inversas R, S € Z(V,U). Como Iy = ToRe

Iy = S oT, temos

S=Soly=S0(ToR)=(SoT)oR=Iy0oR=R.

Denotaremos a inversa de 7" por 7.
Definicao 8.22 Uma transformagdo linearl’ : U — V é
1. injetora se T'(u) = T'(v) implicar em u = v;
2. sobrejetora se para todo v € V existir u € U tal que T'(u) = v;

3. bijetora se for injetora e sobrejetora.

Proposicao 8.23 Uma transformacdo linear T’ : U — V é injetora se e somente
se T'(u) = 0 implicar em u = 0.

Prova: Suponha que 7" seja injetora. Se 7'(u) = 0 entdo T'(u) = T'(0) e como T’
€ injetora, segue-se que u = 0.
Reciprocamente suponha que a tnica solugdo de 7T'(u) = 0 seja u = 0. Se
T(u) = T(v) entdo T'(u — v) = 0 e, por hipdtese, u — v = 0, isto &, u = v.
|

Proposicao 8.24 A fim de que T € £ (U,V) possua inversa é necessdrio e
suficiente que I’ seja bijetora.

Prova: Suponha que 7" possua inversa.

Se T(u) = T'(v) entdo u = T~ (T(u)) = T~Y(T(v)) = v e, portanto, T é
injetora.

Dado v € V vemos que T(T~!(v)) = v e, portanto, T também € sobrejetora.
Assim, T' é bijetora.
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Suponha agora que 7" seja bijetora. Dado v € V' existe um tnico u, € U tal
que v = T'(u,). Defina S : V' — U por S(v) = u,. Mostremos que S € a inversa
de T

Sewv e Ventao T'(S(v)) = T(u,) = v.

Se u € U entdo S(T'(u)), pela defini¢do de S, € o tnico elemento v’ em U
tal que 7'(v') = T'(u). Como T € injetora, temos v’ = u e, assim, S(7'(u)) = u.

|

Proposicio 8.25 Se T' € £ (U, V) possui inversa T~" : V. — U entdo T~ €
2V, U).

Prova: Devemos mostrar que 7! : V — U € linear.
Sejam vy, v2 € V e A\, Ay € R. Como 7' € sobrejetora existem uy,us € U
tais que T'(u1) = vy e T'(ug) = vy. Assim,

T_l()\lvl + )\21)2) = T_l(/\lT(ul) + /\QT(UQ)) = T_l(T()\lul + )\QUQ))

= >\1U1 + /\QUQ = >\1T_1(U1) + >\2T_1(1)2).

8.3 Imagem e Nucleo
Definicao 8.26 Sejal' : U — V uma transformacdo linear.

1. Se X C U, definimos a imagem de X por I' como sendo o conjunto

T(X)={T(x);z € X}.

2. SeY C V., definimos a imagem inversa de Y por'l' como sendo o conjunto
T-YY)={ueU;T(u) €Y}.

Ex. Resolvido 8.27 Seja V' um espaco de dimensdao 1. Mostre que qualquer
transformacdo linear ndo nula T : U — V' é sobrejetora.
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Resolucao: Como 7" é ndo nula existe u, € U tal que T'(u,) # 0.Ja que V
tem dimensao 1 entdo qualquer base de V' € constituida por um elemento e como
T(u,) € V é ndo nulo (portanto, 1.i.), ele proprio forma uma base de V. As-
sim, dado v € V existe a € R tal que v = aT'(u,) = T(au,), ou seja, T é
sobrejetora.

O

Proposicao 8.28 Seja T : U — V uma transformacdo linear. Temos

1. Se W é um subespago vetorial de U entdo T (W) é um subespago vetorial
deV.

2. Se W é um subespago vetorial de V entdo T~ (W) é um subespago veto-
rial de U.

Prova: /. Seja W um subespaco vetorial de U.

Como 0 € W vemos que 0 = 7'(0) € T'(W).

Se z,y € T(W) entdo existem u,w € W tais que z = T'(u) e y = T'(w).
Como W € um subespaco vetorial, temos que, para qualquer A € R, u+Aw € W.
Desse modo

r+ Ay =T(u) + \T'(w) =T(u) + T(Aw) =T(u+ \w) € T(W).

2. Seja W um subespaco vetorial de V.

Como T'(0) = 0 € W, segue-se que 0 € T—1(V).

Sex,y € T"Y(W)entdo T'(z),T(y) € W. Como W é um subespago vetorial
temos que, para qualquer A € R, T'(z) + \T'(y) € W. Mas T'(z + \y) =
T(z) + AT(y) € W e, portanto, x + \y € T—1(W).

|

Definicao 8.29 O niicleo de uma transformagdo linear'l’ : U — V é o subespa-
co vetorial de U dado por T~ ({0}), ou seja, é o conjunto {u € U; T (u) = 0}.
Denotaremos o niicleo de T por N (T).

Proposicao 8.30 Seja T’ : U — V uma transformacdo linear. T' é injetora se e
somente se N (T') = {0}.
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Prova: Pela proposi¢do T ¢é injetora se e somente se a equagdo 7'(u) = 0
possui como unica solu¢do v = 0. Isto € o mesmo que dizer que o conjunto
A (T') é formado somente pelo elemento 0.

|

Ex. Resolvido 8.31 Seja T € Z(U). Mostre que T? = 0 se e somente se
TU)c A (T).

Resolucido: Suponha que 7% = 0. Se v € T(U) entdo existe u € U tal que
v =T (u) e, portanto, T'(v) = T?(u) = 0. Logo, v € A (T).
Suponha agora que 7'(U) C A (T). Dado v € U, como T(u) € T(U) C
N (T), temos T?(u) = T(T(u)) = 0.
0

Ex. Resolvido 8.32 Seja 6 € R. Encontre o niicleo da transformacdo linear
T : R? — R? dada por

T(x,y) = (xcosf —ysenb, xsend + ycosb).

Resolucao: Por defini¢do, (z,y) € A (T') se e somente se T'(x,y) = (0,0), isto
é, se e somente se

(xcos —ysenb, zsenf + ycosf) = (0,0)

xcos —ysenf =0
{ > (z,y) = (0,0).

xsenf + ycosf =0
Portanto, .4 (T") = {(0,0)}.

Teorema 8.33 (Teorema do Nucleo e da Imagem) Sejam U e V espacos veto-
riais T' : U — V uma transformagdo linear. Suponha que U tenha dimensdo
finita. Temos

dimU = dim A(T) + dimT'(U).
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Prova: Seja p = dim A (T). Se p > 1, tome B; uma base de .4 (T) for-
mada pelos vetores uy, ..., u,. Pelo teorema do completamento, existem veto-
res vy,...,v, € U tais que uq,...,up, v1,...,v, formam uma base de U. Se
dim A4 (T") = 0, tomamos os vetores vy, . . ., v, de modo a formarem uma base
de U. Note que com esta notacdo temos dimU = p + ¢. Resta mostrar que
dimT(U) = q e, para isto, mostraremos que 7'(vy),...,T(v,) formam uma
base de T'(U).

Se a;T(vy) + -+ + T (vy) = 0entdo T(aqvy + -+ + a,v,) = 0, isto
€, aqvy + -+ - + auu, € A (T). Desta forma, existem [y, ..., 5, € R tais que
a1V + - F gy = Brug + -+ Bpuy, isto é,

Brug + - -+ Bpup, — vy — -+ - — v, = 0.
Como uy, ..., up,vy,...,v, formam uma base de U, segue-se que o; = --- =
a, =1 =--- =, =0e, portanto, T'(vy), ..., T(v,) sdo linearmente indepen-
dentes.

Mostremos que 7'(v1), . .., T'(v,) geram T'(U). Sejav € T'(U). Logo, existe

u € U tal que T'(u) = v. Como uy, ..., up,v1,...,v, formam uma base de U,
existem av, . .., &, 1, - .., Bp € R tais que

U= auy + -+ apu, + 1o + -+ B,
e dai,

v="T(u) =T(cyus + -+ apu, + frvr + - -+ + Byuy)
= T o g Tlg) 4 ATO3) 4+ AT
= BiT(0) + -+ BT (vy),
jaque uy,...,u, € A (T).
|

Corolario 8.34 Se U e V sdo espacos vetoriais de dimensdo finita tais que
dimU = dimV eseT : U — V ¢é uma transformagdo linear entdo as se-
guintes condi¢oes sdo equivalentes:

1. T é sobrejetora;
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2. T éinjetora;
3. T é bijetora;

4. T leva bases de U em bases de V, isto é, se uq,...,u, é uma base de U
entdo T'(uy), ..., T(uy,) é uma base de V.

Prova: (1) = (2): Se T é sobrejetora entdo T'(U) = V e pelo teorema an-
terior, dim U = dim A (T) + dim V. Mas como dimU = dimV segue que
dim A (T) = 0, isto é, A (T) = {0}. Pela proposi¢ao[8.30} 7" é injetora.

(2) = (3): Se T é injetora entdo dim .4 (T') = 0. Pelo teorema anterior
segue-se que dimU = dim 7T (U). Como dimU = dim V segue-se que 7'(U)
¢ um subespaco de V' com a mesma dimensao de V. Logo, T'(U) = V, isto é, T’
¢ sobrejetora. Dessa forma, 1" € bijetora.

(3) = (4): Suponha que 7" seja bijetora. Considere uma base de U formada
por vetores 1, . . ., u,. Precisamos mostrar que 7'(u1), ..., T(u,) formam uma
base de V.

Se a;T(uy) + -+ + a,T(u,) = 0 entdo T'(aquy + -+ - + apuy,) = 0, isto
€, aquy + -+ + apu, € A (T). Como T € injetora temos A (T') = {0} e,

consequentemente, a1 u; + - - - + apu, = 0. Como uq, . .., u, formam uma base
de U temos oy = -+ = «a,, = 0 e, portanto, T'(u1), ..., T (u,) sdo linearmente
independentes.

Seja v € V. Como T é sobrejetora, existe u € U tal que v = T'(u). Escre-
vendo u como auy + - - - + U, VEMOS que

v=T(qus + -+ ayu,) = T (ur) + - - + a, T (uy),

isto é, T'(uy),...,T(u,) geram V. Observe que ja haviamos provado isto na
proposicdo 8.4
(4) = (1): Sejauy,...,u, umabase de U. Por hipétese, T'(u1), ..., T(uy,)
formam uma base de V. Assim, dado v € V existem aq,...,a, € R tais que
v=o1T(u1) + -+ + @, T(uy,). Deste modo, v = T'(yu; + - - - + apuy,), isto é,
T € sobrejetora.
|

Ex. Resolvido 8.35 Mostre que toda transformagdo linear bijetora T : R? —
R? leva retas em retas, isto é, a imagem de uma reta por T é uma reta.
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Resolucao: Dada uma reta r no plano usaremos a equagao vetorial para repre-
sentar seus pontos, isto €, um ponto P € r é da forma P, + A\, em que P,
€ um ponto sobre a reta, v € um vetor direcdo da reta e A € R. A imagem
de rpor T éT(r) = {T(P); P € r}. Assim, todo ponto em 7'(r) é da forma
T(P) = T(P,)+ AT (%), A € R. Como T é injetora e ¥ # 0 temos que T'(7) # 0,
ou seja, 7'(r) é uma reta que passa por 7'(P,) e tem direcdo T'(7).

OJ

Ex. Resolvido 8.36 Sejam ay,...,a, € R ndo todos nulos. Mostre que o su-
bespagco H = {(x1,...,x,) € R a121 + - - + a,x, = 0} tem dimensdo n — 1.

Resolucao: Note que H € o nicleo da transformacao linear 7' : R" — R dada
por I'(zy,...,x,) = a121+- - -+ a,2,. Como nem todos os a; sdo nulos, segue-
se que 7' € ndo nula e pelo exercicio T é sobrejetora. Deste modo, pelo

teorema |(8.33] temos
n=dimR" = dim H + dim7T'(R") = dim H + 1,

ouseja, dim H =n — 1.

Ex. Resolvido 8.37 Sejam

()

eT : My — M, dada por T(X) = AX — X A. Encontre o niicleo e a imagem
deT.

Resolucao: Niicleo: X € A (T) se e somente se AX = X A. Se denotarmos

a b
o= (00

vemos que X € .4 (T') se e somente se

EDE )06
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96
isto €,

a+2 b+2d\ (a 2a+0D

c d “\c 2c+d

que equivale a

a+2c=a

b+2d=2 b

* @t <~—=c=0ea=4d.

c=c

d=2c+d

Portanto,
a b 1 0 01
= (5 )=l V) oo o)

Dessa forma, o nucleo de 7' é o subespaco vetorial gerado pela base (note que as
matrizes sdo l.i.) formada pelas matrizes

10 0 1
01)°\o o)
Imagem de 'T': Temos que

Y = (”; y) € T(M,)

se e somente se existir
X:<a b)
talque Y = AX — X A isto é,
z y\_ (1 2\ fa b\ [a b 1 2
z t) \0 1 c d c d)\0 1

_(a+2c b+2d _(a 2a+b\  (2¢c 2d-—2a
o c d c 2c+d) \O —2¢c
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s 8)roa(l )

ou seja, a imagem de 7' é gerada pela base (note que as matrizes sao l.i.) formada

pelas matrizes
1 0 . 01
0 -1 0 0/

Uma outra maneira para encontrar uma base da imagem de 7' é fazer uso da
prova do teorema Isto €, sabemos que

(1))

formam uma base do niicleo de 7' e, como no referido teorema, a completamos
até uma base de M, como, por exemplo,

()60 o))
r((0) =6 %) er (1) 6o

formam uma base da imagem de 7.

Definicao 8.38 Dizemos que T € £ (U) é idempotente se T? = T.
Exemplo 8.39 [ : U — U, a identidade de U é idempotente.
Exemplo 8.40 T : R? — R? dada por T'(x,y) = (x,0) é idempotente.

Note que
T*(z,y) = T(z,0) = (2,0) = T(z,y).

Proposicao 8.41 Mostre que se T € £ (U) é idempotente entdo

U=T(U)& N (T).
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Prova: Dado u € U podemos escrever
u="T(u)+ (u—T(u)).

Claramente, T'(u) € T(U) e T(u—T(u)) = T'(u) — T?*(u) = T'(u) — T(u) = 0.
Logo, U = T(U) + A (T) e resta mostrarmos que a soma ¢ direta.

Seu € T(U) N A (T) entdo existe v € U tal que v = T'(v) e T'(u) = 0.
Porém, como 7' = T2, temos

u=T()=T*)=T(T()) =T(u) =0,
ou seja, T'(U) N A (T) = {0}.

8.4 Isomorfismo e Automorfismo

Definicao 8.42 Dizemos que uma transformacdo linear T : U — V é isomor-
fismo quando ela for bijetora. No caso em que U = V diremos que T é um
automorfismo.

Definicao 8.43 Dizemos que os espacos vetoriais U e V' sdo isomorfos se existir
um isomorfismolT : U — V.

As seguintes transformacdes sdo exemplos de isomorfismos e, portanto, os
respectivos espagos vetoriais sao isomorfos.

1. T:U — U dada por T'(u) = u.
2. T:R"— 2, 1(R)dadapor T(zy,...,2,) = 1 + Tot + -+ + xt" L.

3. T : Myx, — R™ que associa a cada matriz A = (a;;) de M, 0
seguinte elemento de R”

(an,...,aln,...,aml,...,amn).

Ex. Resolvido 8.44 Verifique se T'(z,y,z) = (v — y,x — z,2 — y) € um auto-
morfismo de R3.
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Resolucao: Se 7'(z,y, z) = (0,0,0) entdo

r—y=0
r—z=0 <—zr=y=2z
z—y=0
Logo, T ndo ¢ injetora, pois 7'(1,1,1) = (0,0,0). Assim, 7" ndo € um isomor-

fismo.
O

Proposicao 8.45 Se 7' : U — V é um isomorfismo e U tem dimensdo finita
entdo dimU = dim V.

Prova: Como 7" é injetora, .4 (1) = {0} e, portanto, dim .4 (T") = 0. Como T’
é sobrejetora, T'(U) = V. Segue do teorema do niicleo e da imagem[8.33] que

dim U = dim A (T) + dimT(U) = dim V.
|

Corolario 8.46 Se T : U — V é um isomorfismo e V' tem dimensdo finita entdo
dimU = dim V.

Prova: Note que 77! : V — U é um isomorfismo e dim V' ¢ finita. Assim, pela
proposi¢do [8.45]temos que

dimU = dim V.

Proposicao 8.47 Sejam U e V espagos de dimensdo n. Se uy, ..., u, e vy, ...,
vy, formam bases de U e V', respectivamente, entdo

T(riuy + -+ xpuy) = 101 + - + Ty, T1,...,T, € R

define um isomorfismo entre U e V. Note que T'(u;) = v;,j =1,...,n.
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Prova: Primeiramente, note que 7', de fato, define uma func¢ao pois as coordena-
das de um vetor com relacdo a uma base sdo unicamente determinadas por ele e
pela base.

Verifiquemos que 7' € linear.

Dados wy, wy € U, podemos escrever

n n
wy = E Tiu; € Wa = E Yili,
i=1 =1

comzx;,y; ER e=1,...,n.Se A\, Ay € R, temos

T(Mwy + Awe) =T (Z(Alxi + >\2yi)ui> = Z(/\ll’i + Aoyi)v;

i=1 i=1

= )\1 Z T;U; + )\2 Z Y;v; = )\1T(w1> + )\2T<w2)
=1 =1

Sejaw = Y1, wyu; tal que T'(w) = 0. Mas T'(w) = z1v1 + -+ + 2,0, = 0
e, portanto, r; = --- = x, = 0, ou seja, w = 0. Portanto, 7' € injetora e pelo
coroldrio [8.34] segue-se que 7' ¢ um isomorfismo.

As ultimas proposi¢des resultam no seguinte

Corolario 8.48 Dois espagos vetoriais de dimensdo finita sdo isomorfos se e
somente se tém a mesma dimensao.

Combinando o coroldrio acima com a proposigao [8.45] vemos que dois espa-
cos de dimensao finita sdo isomorfos se e somente se eles possuem a mesma
dimensao.

Corolario 8.49 Se U é um espago vetorial de dimensdo n e V é um espago
vetorial de dimensdo m entdo £ (U, V') é isomorfo a M, ..

Prova: Note que tanto £ (U, V') como M,,,, tém a mesma dimenséo: mn.
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8.5 Matriz de uma Transformacao Linear

8.5.1 Definicao e Exemplos

Sejam U e V espacos vetoriais de dimensao finita. Fixemos uma base B de U for-
mada por vetores uq, . . ., u, € uma base C' de V' formada por vetores vy, . .., Up,.
Se T € Z(U, V) podemos escrever

T(Uj>:a1j1)1+"'+amjvm7 j:l,,n

A matriz
ailz a2 A1n
ag1  A22 A1n
; € Myyxn
Am1 Am2 ... Amn

¢ chamada de matriz da transformacdo 7" com relagdo as bases B e C e é deno-
tada por [T]p . Nocasoem que U = V e B = C usaremos a notagéo [1] .

Ex. Resolvido 8.50 Encontre a matriz de T : R®* — R? dada por T(z,y,2) =
(x + y,x — 2) com relagdo as bases canénicas de R? e R?.

Resolucao: Temos
7(1,0,0) = (1,1) = 1(1,0) + 1(0, 1),

T(0,1,0) = (1,0) = 1(1,0) +0(0,1) e
T(0,0,1) = (0, —1) = 0(1,0) — 1(0, 1).

mae=(} 5 5)

Ex. Resolvido 8.51 Encontre a matriz de T : R* — R? dada por T(x,y, z) =
(x +y,x — 2) com relagdo as bases B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R® e
D = {(1,1),(0,1)} de ?

Assim,

O
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Resolucao: Temos
T(1,0,0) = (1,1) = 1(1,1) + 0(0, 1),

T(0,1,0) = (1,0) = 1(1,1) — 1(0,1) e

T(0,0,1) = (0, —1) = 0(1,1) — 1(0, 1).

Assim,
1 1 0
Tls.0 = (0 ~1 —1) '
O
Ex. 8.52 Sejam U e V espagos vetoriais com bases B = {uy,...,u,} e C =
{v1,...,vn}, respectivamente. Fixei € {1,...,n} ej € {1,...,m} e defina

T;; € Z(U, V) como na prova do teorema[8.8) isto é, T;; é dada por
Tij(z1uy + - - 4+ 2puy) = 2,05, Ti,...,T, € R.

Note que

v;sei =k
Tiylue) = {O]sei #k

) Oou - 0vjg + 10+ 0vjy + -+ Qv se i =k
| 0sei £k

Assim [T;|pc = E;i = (5,&{;”), em que

kil ey
0 caso contrdrio ,

5(])0 _ {1 se (jvl) = (kvl)

ou seja, a matriz E/;; possui todos os coeficientes nulos com excegdo daquele que
ocupa a j-ésima linha e da i-ésima coluna cujo valor é 1.
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8.5.2 Propriedades

Proposicao 8.53 Sejam U e V espacos vetoriais de dimensdo finita com bases
B e C, respectivamente. Se T, S € L (U, V) e A\, u € R entdo

AT+ pS]pc = MNT'B,c + plS]sc-

Prova: Colocando B = {uy,...,u,}, C = {v1,..., 00}, [T]gc = (ay)
[S],c = (5i;) temos

(AT + pS)(uj) = AT (uj) + S (u;)
= Mayvy + -+ + amjvm) + u(Brvr + - 4 BrnVm)

= (Aaa; + pbrj)vr + - + (A + 10mj)vm

e, desse modo,

Aagr +pbu 0 Aaan + pbin

[/\T -+ ,LLS]BC = = )\[T]B,C + :U’[S]B,C'

)‘aml + :uﬁml e )\Oémn + /'Lﬁmn

Corolario 8.54 Sejam U eV espacos vetoriais de dimensao finita com bases B e
C, respectivamente. Se T' € £ (U, V') é a transformagdo nula entdo [T|pc = 0.

Proposicao 8.55 Se B e C' sdo bases de um espago vetorial V' de dimensdo finita
el € L (V) éaidentidade de V entio [I|pc = ME.

Prova: Sejam B = {uy,...,u,}, C ={v1,...,v,} e [I]pc = (a;;). Como
Uj = I(u]) = aljvl + -+ Oznjvn

vé-se que [I]pc = ME.
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Proposicao 8.56 Sejam U,V e W espacos vetoriais de dimensdo finita. Sejam
TeZLUV)eSeZL(V,W).SeB,C e D sao bases de U,V e W, respectiva-

mente, entdo
[SoT]pp = [Slen[T]c-

Prova: Coloquemos B = {uy,...,u,},C ={v1,...,up}e D ={w,...,w,}.
Se [T]p,c = (@) e [S]e,p = (Bu) entdo

SoT(u;) =S(T(uj) =S (Z Oéijvz) = Zaijs(vi)

p

k=1 k=
Portanto,

[SoT|gp= (Z ﬂkiaij) = [Sle.n[T]5,c-
|

Proposicao 8.57 Sejam U e V' espacos vetoriais de dimensdo finita com bases
B e C, respectivamente. Se T € £ (U, V) possui inversa T~ entdo [T~']c.p =

[T]Ez,lc-
Prova: Sejan = dim U = dim V. Temos
[Tl e =[ToT oo = Uee = In
em que /,, € a matriz identidade de ordem n. Analogamente,
[T_l]C,B[T]B,C =[T""o T =pp=1I.

Portanto, [T ]¢,5 = [T
[ |

Proposicao 8.58 Seja V' um espaco de dimensdo finita. Se' T € £ (V) e Be C
sdo bases de V' entdo
[Tle.c = ME[T)55 M.
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Prova: Como [I|pc = ME e [I|cp = M§, temos
ME s Mg = [lpclT)ssles = Uscllles = [Tec.
|

Ex. Resolvido 8.59 Considere, B, a base de R? formada pelos vetores (I,1) e
(1,-1). Seja T € L (R?) tal que

10
)

Encontre [T)c.c, em que C é a base canénica de R?.

Resolucao: Como

1 1 1 1
1 =—(1,1 —(1, -1 1)=—(1,1) — =(1, -1
( 70) 2( ) )+2( ) )e(o7 ) 2( Y ) 2( Y )7
obtemos
Mg=(3 2 eMf= (M5 = (1!
B % _% C B 1 —1
Assim,
[Tec = ME[T) 5.5 Mg =
1 1\ (1 0\(3 3\ _(3 -2
1 —-1)\0 5)\& 1) " \-2 3
Note que

T(z,y) = T(x(1,0) +y(0,1)) = 2T((1,0)) + yT((0,1))

= 2(3(1,0) — 2(0,1)) + y(—2(1,0) + 3(0,1)) =
=z(3,-2) +y(—2,3) = (3z — 2y, 3y — 2x).
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Proposicao 8.60 Sejam U e V' espacos vetoriais de dimensdo finita com bases
B e C, respectivamente. Se T € £ (U,V) e u € U entdo, representando por
T(u)c e up as coordenadas dos vetores T'(u) e u, respectivamente, temos

T(U)C = [T]B,CUB‘

Prova: Coloque B = {uy,...,u,}, C ={v1,..., v}, [T = (i) e

3]
up =
ap
Temos
T(u) =T(aruy + - - + apuyn) = a;T(uy) + - -+ a, T (uy)
- (1,1(0./111}1 + -+ amlvm) + -+ an(a/lnvl + -+ amnvm)
= (aron1 + -+ apoy)v1r + - A (A1 F - F GO ) U,
ou seja,
a101 + -+ a0y Qrp o Qg a1
T(u)c = : = - s,
a100m1 +-- A Omn, (07 Omn (07

isto é, T(U)C = [T]B,CUB-

Proposicao 8.61 Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita com bases
B e C, respectivamente. Entdo T' € £ (U, V') é um isomorfismo se e somente se
[T g,c possui inversa.

Prova: Se 7' é um isomorfismo entio pela proposi¢cao m [T] p,c possui inversa
dada por [T ']¢ p.
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Reciprocamente, suponha que [T]p ¢ possua inversa. Pelo coroldrio
basta mostrar que 7" € injetora. Se 7'(u) = 0 entdo

up = [T)5T(uw)c = [T)5!c0 = 0.

Como todas as coordenadas de u sdo iguais a zero, obtemos u = 0 e, portanto,
T € injetora.
|

Ex. Resolvido 8.62 Verifique se T : R* — 22, (R) dada por T'(a,b) = a+ (a +
b)x é um isomorfismo.

Resolucido: Consideremos as bases candnicas de R? e £2;(R). Como T'(1,0)
=1+2eT(0,1) =z, amatriz de 7' com relag@o a estas bases é dada por

()

Como a matriz acima possui inversa, segue-se que 7' € um isomorfismo.

8.6 Exercicios Resolvidos

Ex. Resolvido 8.63 Encontre uma base do niicleo e outra para a imagem de
T : P5(R) — P5(R) dada por T(p) = p' + p".

Resolugio: Note que p(z) = ag + a1z + agz® € A (T) se e somente se (a; +
2a9x)+2ay = 0, isto é, se e somente se a; = ap = 0. Desta forma, p(x) € A(T)
se e somente se p(x) = ag. Desta forma o polindmio 1 é uma base de .4 (T').
Como 1, z, 2% é uma base de Z25(R) que completa a base de .4 (T'), vemos
que pela demonstragido do teorema T(z) = 1eT(z*) = 2x + 2 formam
uma base da imagem de 7.
0
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Ex. Resolvido 8.64 Encontre uma base do niicleo e outra da imagem de T' :
M5(R) — M5(R) dada por T'(X) = AX + X, em que

().

Resolucdo: Observe que se 7'(X) = (A + I)X, em que / é a matriz identidade

de ordem dois.
a b
o=(cu)

Se
vemos que X € .4 (7T') se e somente se
1 2\ fa b (00
0 0/\e d) \0 O

2 4\ (a b\ (0 O —
2 4)\c¢ d) \0 O
PN a+2c=0 e ¥ — —2c =2d\ (-2 0 L d 0 -2
b+2d =0 e d ) ~°\1 o 0 1)/)°
Vé-se claramente que
-2 0 0 -2
= 0) = )

formam uma base de .4 (7).

A seguir, procuraremos matrizes M3 e M, tais que M, ..., M, formem uma
base de M>(RR). Isto é, equivalente a encontrar M, e M3 tais que a dnica solugdo
de

OéMl + /BMQ +’7M3 + (5M4 =0

_f(a b [Ty
Ms = <c d) e My = (z t)
obtemos

(20 ) e )=o)

seja a trivial.
Colocando
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que equivale a equacao

-2 0 a x « 0
1 0 ¢ z Bl |0
0 -2 b y vl 10
0 1 d t 4] 0

que apresenta uma unica solu¢do se e somente se o determinante da matriz de
ordem quatro acima for diferente de zero. Como este determinante é

A=—2c+a)2t+y)+ (22 +x)(2d + ),
vemos que A # 0 se e somente se
(2z 4+ x)(2d + b) # (2¢ + a)(2t + y).

Dessa forma podemos tomar

(¢ 2)- F) om0 )-(4 )

Segue da demonstragdo do teorema [8.33| que

()G o) (o))

formam uma base da imagem de 7.
OJ

Ex. Resolvido 8.65 Determinar uma transformacdo linear T : R?* — R® cuja
imagem seja gerada pelos vetores (1,2,0) e (1,1,1).

Resolucao: Como (1,2,0) e (1, 1, 1) sao linearmente independentes, o subespa-
co gerado por estes vetores tem dimensao dois. Logo, a transformacao procurada
devera ter necessariamente nucleo unidimensional. O que faremos € definir uma
transformacdo tal que 7°(1,0,0) = (1,2,0), 7(0,1,0) = (1,1,1) e 7(0,0,1) =
(0,0,0), ou seja,

T(x,y,z) =x(1,2,0) +y(1,1,1) = (z + y, 2z + y,y)

assim definida, € linear e satisfaz a propriedade desejada.
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Ex. Resolvido 8.66 Determinar uma T € £ (P5(R), P2(R)) cujo niicleo seja
gerado pelos polinémios 1 + 23 e 1 — 2.

Resolu¢ido: Como dim &?; = 4 e o subespaco gerado por 1 + 2% e 1 — 22
tem dimensao dois, vemos que a imagem da transformacgao procurada dever4 ter
necessariamente dimensao dois.

O primeiro passo é completar a sequéncia de vetores 1 + 2% € 1 — 22 a uma
base de Z73(R). Para isto, basta acrescentarmos os polindmios 1 e z, como se
ve:

al +Br+~y(1+2*)+0(1 —2*)=a+y+6+ pr— 62> +y2° =0
seesomentesea =3 =v=46=0.

Assim, as imagens dos polindmios 1 e x, pela transformacao procurada pre-
cisam necessariamente ser linearmente independentes. Para isto, o que faremos
édefinir T : &3 — Potalque T(1) = 1, T(x) = 2, T(1 +2%) = O e
T(1—2?) =0.

Dado p(z) = ag + a1x + asx® + azx®, reescrevemos p(r) = ag + as — az +
a1z + az(1+ %) — as(1 — 22) e colocamos

T(p(z)) = T(ag + ay — as + a1x + az(1 + 2°) — ay(1 — 2%))

:(a0+a2—a3)1+a1x:a0+a2—a3+a1x,

que € uma transformac@o linear cujo niicleo é gerado por 1 + 2% e 1 — 2.
O

Ex. Resolvido 8.67 ConsidereT : #5(R) — R dado por T (p(z)) = fol p(z)dz.
Encontre a matriz de T com relagdo as bases canonicas de 75(R) e R.

Resolucao: Temos

1 1
T()=1, T(z)==, T(*) =-=.
2 3
Assim, a matriz de 7' com relagdo as bases canonicas é dada por
1
(133)
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Ex. Resolvido 8.68 Seja T' : Z5(R) — P5(R) dado por T'(p(z)) = p'(z).
Encontre a matriz de T' com relagdo as bases candnicas de Z3(R) e Z5(R).

Resolucao: Temos
T(1)=0=0+0z+0z% T(r)=1=1+0z+ 02°

T(2?) =22 =0+ 2z +02°, T(2*) =327 = 0+ 0z + 327

e a matriz de 7' com relacdo as bases candnicas € dada por

o O O

1
0
0

o NN O
w o o

Ex. Resolvido 8.69 Seja T : R® — R3 a transformacdo linear dada por
T(x,y,z) = (x+2z,y+ 2z, +y+ 22).

Encontre as matrizes de T' com relagdo a base candnica, C, e com relagdo a
base B formada pelos vetores

uw=(1,1,2),v=(=1,1,0),w = (—1,—1,1).

Resolucao: Com relagio a base candnica e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) e e =
(0,0,1), temos

T(el) = T(17 07 0) = (17 07 1) = er + 062 + €3
T<€2) = T(07 L, O) = (07 L, 1) = 0er + e + €3
T<63) = T(()? 07 1) = (17 17 2) = €1 + €2 + 263

€, portanto,
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Com relacdo a base B, temos

T(u)=T(1,1,2) =(3,3,6) =3u= 3u + Ov + Ow
T(U) :T(—l,l,O) = (_17170) =v= 0u + v + Ow
e, portanto,

T]5 =

S O W
S = O
o O O

O

Ex. Resolvido 8.70 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita e T' uma
transformagdo idempotente definida em U (Cf. [8.38)). Sabemos, pela proposi¢ao
que U = N (T) @ T(U). Seja B uma base de U formada pelos vetores
Ui, ..., Uy, que formam uma base de N (T), juntamente com vy, ..., v,, que
formam uma base de T(U). Encontre [T .

Resolucdo: Como T'(u;) = --- = T(u,) = 0, pois u; € A(T) e T(v;) =
Q1U1 4 -+ a0y, jaque T'(v;) € T(U), vemos que [T'] 5 tem a seguinte forma
0O - 0 0 --- 0
0 0 0 0
0 0 11 g
0 0 an Olgq

8.7 Exercicios
Ex. 8.71 Verifique se as transformagoes abaixo sdo lineares.
1. T:R =R T(r,y,2z) =x+5y— 2, (x,y,2) € R%.

2.T:R* >R, T(xv,y,2) =x+5y — 2+ 1, (z,y,2) € R3.
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3.
4.

7.

5.
6.

~

~

~

R > R, T(z,y,2) = 2° + 5y — 2, (7,9, 2) € R>.
c M1 — My, T(X) = AX + X, X € M, com A € M, fixa.

t Zn(R) = Zu(R), T'(p) =p' + 9", p € Zu(R).

T: My — My, T(X)=AX, X € My, em que A € M, estd fixada.

T: 2yR) = PR), T(p) =p+q,pE Po(R)eq(t) =2+ 1,t € R.

Ex. 8.72 Determinar o niicleo das transformagoes lineares abaixo e descreva-os

geometricamente.
1. T:R?> - R, T(x,y) =y + 2z, (z,y) € R
2.T:R¥ =R, T(x,y,2) =2z — 2z, (v,y,2) € R3.
3. T:R* 5 R?, T(x,y) = 2z + 2y, z + y), (z,y) € R
4. T:R* - R?, T(z,y) = (z+y,x —y), (z,y) € R%
5 T:R—R T(x,y,2)= (2 —x,2—2x,2—32), (v,y,2) € R3.

Ex. 8.73 Determinar bases para o niicleo e para a imagem das transformacoes
lineares abaixo.

1.
2.

T :

T

R® = R?, T(z,y,2) = (v + y, 2z +y,3z +y), (z,y,2) € R®.

R2 =R, T(x,y) =y + 2z, (,y) € R%

2 4

: My — My, T(X) = AX, X € M, emqueA:(1 2).

T: P(R) — P5(R), T(p) =1/, p € Ps(R).

T: Z5(R) — PZ5(R), T(p) = p' + 9", p € Pa(R).

: My — My, T(X) = AX + X, X € M, emqueA:(1 4).

2 3



114 CAPITULO 8. TRANSFORMACOES LINEARES

Ex. 8.74 Seja T : R?® — R? um operador linear tal que
T((1,0,0)) =(2,3,1), T((1,1,0)) =(5,2,7),e T((1,1,1)) = (=2,0,7).
1. Encontre T((z,y, z)) para (z,y,2) € R3.
2. T é sobrejetora? Justifique sua resposta.
3. T é injetora? Justifique sua resposta.
4. T é bijetora? Justifique sua resposta.
Ex. 8.75 Seja T : P5(R) — P5(R) um operador linear tal que
(Tr))(®) =1+, (TE))E) =t+2 e (T(p))(t) =1+1— 262
em que p;(t) =t',i=0,1,2.
1. Encontre T'(p) parap € P5(R).
2. T é sobrejetora? Justifique sua resposta.
3. T é injetora? Justifique sua resposta.

4. T é bijetora? justifique sua resposta.
J J q P

Ex. 8.76 SejaT : My — My um operador linear tal que
10 1 4 11 -1 0

() -(aa) r((on))- (3 5)
00 0 0 00

f((10)-(2 1) (G 1))

1. Encontre T'(X) para X € M.

I
N
[N
o O
~_

2. T é sobrejetora? Justifique sua resposta.

3. T é injetora? Justifique sua resposta.
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4. T é bijetora? Justifique sua resposta.

Ex. 8.77 Determinar um operador linear em R* cujo niicleo é gerado pelos ve-
tores (1,1,0,0), (0,0,1,0).

Ex. 8.78 Determinar um operador linear em R* cujo niicleo e a imagem sejam
gerados pelos vetores (1,1,0,0), (0,0,1,0).

Ex. 8.79 Determinar um operador linear em R? cujo niicleo tem dimensdo 1.

Ex. 8.80 Determinar um operador linear em R? cujo niicleo é gerado pelos ve-
tores (1,1,0), (0,0,1) e a imagem gerado pelo vetor (1,—1,1).

Ex. 8.81 Determinar T € £ (R3,R*) tal que
T(R*) =1(2,2,3,2),(3,2,0,2)].
Ex. 8.82 Determinar uma transformagéo linear T : R> — R3 tal que
T(R%) =[(1,0,0),(0,1,0), (1,1,1)] e #(T) = [(1,1,1,1,1),(1,1,1,1,0)].
Ex. 8.83 Determinar uma transformacéo linear T : R® — R? tal que
T(1,0,0)=(1,2), T(0,1,0)=(3,4), T(0,0,1)=(0,0).

Ex. 8.84 Determinar uma transformagdo linear T : R5 — R tal que dim A (T) =
2, dim T'(R%) = 3.

Ex. 8.85 Determinar uma transformagao linear T : R3 — R* tal que N (T) =
(1,0, 1)].

Ex. 8.86 Determinar uma transformagdo linear T : R* — R* tal que N (T) =
T(R*) =[(1,0,1,0),(0,1,0,1)].

Ex. 8.87 Determinar uma transformagao linear T : R* — R? ral que T(R?) =
(1,1,1), (1,2,0)].
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Ex. 8.88 Determinar uma transformagao linear T : R? — R? ral que T(R?) =
(1, 1L, D] e A(T) = [(1,1)].

Ex. 8.89 Verifique se os operadores lineares em R? abaixo sdo isomorfismos e
em caso afirmativo determinar o isomorfismo inverso.

a) T(z,y,2) = (x—3y —2z,y —4z,2)
b) T(z,y,2) = (x,z —y,2x+y—2)
Ex. 8.90 Considere o operador linear em R? tal que
7(1,0,0)=(1,1,1), 7(0,0,1)=(1,0,1), F(0,1,2)=(0,0,4).

Pergunta-se: T' é um isomorfismo? Em caso afirmativo, obtenha o isomorfismo
inverso.

Ex. 8.91 Verifique, em cada um dos itens abaixo, se os espacos vetoriais U e V'
sdo isomorfos, justificando a resposta.

1. U=R*V={(x,y,2) € R} 2=0}.
2. U= M3, V = {p € @4(R);p’(t) =0,Vt e R}
3 U=R%V={Ac My A = A}.

4. U—{(g 8);aeR},v_{pe%(R);p'(t)_o,wek}.

Ex. 8.92 Considere T : R* — R? dada por T(x,y) = (y,x), (z,y) € R%
Determine T"(z,y), em que n € N e (z,y) € R%

Ex. 8.93 Mostre que T, R, S € £ (R?), dados por T'(z,y) = (z,2y), R(x,y) =
(z,2+vy), S(z,y) = (0,2), (z,y) € R? formam um subconjunto Li. em £ (R?).

Ex. 8.94 Sejam U,V, W espagos vetoriais, T € L (U, V)e S € L(V,W) tais
que N (T) = {0} e A (S) ={0}. Mostre que N (S oT) = {0}.
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Ex. 8.95 Determinar as matrizes das seguintes transformagoes lineares em re-
lacdo as bases candnicas dos respectivos espagos vetoriais.

1. T:R* =R T(x,y,2) = (x+y,2), (v,y,2) € R3.
2.T:R' 5 R, T(x,y,2,t) =2z +y — 2+ 3t, (z,y,2,t) € R

3. T:R— R T(x) = (x,2z,3x), x € R.

(12,

Determinar a matriz do operador linear T : My — My dado por T(X) =
MX — XM, X € M, em relagdo a base canonica de M.

Ex. 8.96 Considere

Ex. 8.97 Seja T : R? — R? operador linear cuja matriz em relacdo a base

B={(1,0),(1,4)} ¢ [T]s = < é 1 ) . Determinar a matriz de T' em relagdo

a base canénica de R?.

Ex. 8.98 Seja T : Z3(R) — R transformagao linear definida por
1
T(p) = / p(t) dt, p € P5(R).
-1

Determine a matriz de T em relacdo as seguintes bases.
a)B={1,t,t*},C={1}. b)B={1,1+t,1+t+¢’}, C={-2}.

Ex. 8.99 Se a matriz de um operador linear T : R®> — R3 em relacdo a base
canodnica é dada por
1 0
A=10 0
0

—_ = =

—1

ese S :R3— R?édado por S = I + T + 2T?, determinar a matriz de S em
relacdo a base canénica de R3. Encontre também S(x,vy, 2), (z,y, z) € R3.
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Ex. 8.100 Seja T : P5(R) — P5(R) o operador linear dado por
T(p(t)) = p(t) —p(1) p(t) € Za(R).
Se B={1,t—1,(t —1)*} e C = {1,t,t*} encontrar [T|pc, [T|p e |T]c.

Ex. 8.101 Seja B = {ey, e, e3} uma base de um espago vetorial V. Se T, S :
V' — V sdo operadores lineares em V' tais que

T(e1) = 2e; — 3ex + €3 S(e1) = 3ep + 2eq
T(eg) =€+ e 5(62) = €1 — €y — €3
T(eg) = e9 + €3 8(63) =e1 + ey — 263

Determine as seguintes matrizes [T)g, [S]p, [S o T]p, [S* + I]|g e [T? — S?|p.

Ex.8.102 Sejam U = R*, V = R2, B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e C' =
{(1,0), (0,1)} bases de U eV, respectivamente. Encontrar, em cada um dos
itens abaixo, T € £ (U,V) tal que [T g c seja a matriz;

) 1 2 3 b) 0 01 ) 10 5 =3
Y451 010 T\ 2 -1 4

Ex. 8.103 Sejam V espaco vetorial e T' : V' — V um operador linear idempo-
tente, isto é, T? = T. Mostrar que V. = N (T) & T(V).

Ex. 8.104 Seja T : R?® — R? o operador linear dado por
T(x,y,2) = Bz, —y, 2 +y+2), (2,y,2) € R,

Mostre que (T? — I) o (T — 3I) = 0.



Capitulo 9

Autovalores e Autovetores

9.1 Definicao, Exemplos e Propriedades

COnsidere um operador linear 7" € Z(V') e um subespaco U C V. Se a
imagem de U por T for um subconjunto (na verdade é um subespaco vetorial)
de U dizemos que U é um subespaco invariante por 7, isto é, T'(U) C U. Desta
forma, a restri¢do de 7" ao subespaco U, denotada por 7}y, pertence a .Z(U).
Como veremos no proximo capitulo, isto facilitard muitas vezes a compreensao
de como age um operador linear, pois, sem divida, € mais simples estuda-lo em
subespacgos de dimensdes mais baixas.

E 6bvio que os subespacos {0} e V' sdo invariantes por qualquer 7' € 2 (V).
Vejamos o que é preciso acontecer para que exista um subespago invariante de
dimensdo um. Obviamente precisamos que V' # {0}. Como todo subespago de
dimenséo um é gerado por um vetor néo nulo, vemos que U = [u] C V, u # 0 ¢é
invariante por 7" se e somente se para todo o € R tivermos T'(cvu) € [u], ou seja,
se existir 5 € R tal que T'(au) = Pu, que para o # 0 é equivalente a existir
tal que T'(u) = (f/a)u, para algum u # 0. Isto sugere a seguinte defini¢o:

Defini¢ao 9.1 Sejam U um espago vetorial e T' € £ (U). Dizemos que um vetor
ndo nulo uw € U é um autovetor de T se existir A € R tal que T'(u) = Au.

Observacao 9.2 Se u # 0 ¢ tal que T'(u) = A\u = pu entdo A = . De fato, esta

119
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igualdade implica que (A — p)u = 0, ou seja, A — pp = 0.

Defini¢ao 9.3 Sejam U um espago vetorial, T € £ (U) e u um autovetor de
T. O nimero X tal que T'(u) = A\u é chamado de autovalor de T associado ao
autovetor 1.

Definicao 9.4 Sejam U um espago vetorial, T € £ (U) e X\ um autovalor de T.
Seja I : U — U a identidade. O subespago vetorial

VN ={ueU;T(u) = u} = A (T —\)

é chamado de subespaco proprio do autovalor \, ou autoespaco associado a .
Se U tem dimensdo finita, diremos que a dimensdo de V() é a multiplicidade
geométrica de ).

Observacao 9.5 Note que todou € V(N), u # 0, é um autovetor de T associado
ao autovalor \.

Observagao 9.6 V() é um subespaco invariante por T, isto é,
T(V(N) Cc V(A).
Basta notar que se u € V' (\) entdo T'(u) = Au € V(A).

Ex. Resolvido 9.7 Seja T : R? — R? dada por T(x,y) = (y,4x). Encon-
tre os autovalores de T, os respectivos subespagos proprios e a multiplicidade
geométrica de cada autovalor.

Resolucdo: A\ € R é um autovalor de T se e somente se existir (z,y) # (0,0)

tal que 7'(z,y) = A(x,y), ou seja, se e somente se existir (z,y) # (0,0) tal que
(y,4x) = (Ax, \y). Isto equivale a que o sistema

y—Ar =0
dor — Ay =0
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possua uma solucdo ndo trivial. Isto acontece se e somente se o determinante da

matriz
-2 1
4 =)

for igual a zero. Como este determinante é A\* — 4, vemos que os tinicos autova-
lores de 1" sdo Ay = —2 e Ay = 2. Temos

V(=2) = {(z,y) € R* (y,42) = —2(2,y)}

= {(xay> € RQ; —2z = y} = [(17 _2)]'

Assim, a multiplicidade geométrica de —2 € um.
Também,

V(2) = {(z.y) € R% (y,42) = 2(z,9)} = {(z,y) € R* 20 = y} = [(1,2)].

Assim, a multiplicidade geométrica de 2 € um.
Note que (1, —2) é um autovetor associado ao autovalor —2 e e (1,2) é um

autovetor associado ao autovalor 2.
O

Ex. Resolvido 9.8 Ainda com relacdo ao exercicio anterior, encontre a matriz
de T' com relagdo a base (1,—2) e (1,2) formada pelos autovetores de T.

Resolucao: Temos

T(1,-2) = (=2,4) = —2(1,—-2) + 0(1,2)
T(1,2) = (2,4) = 0(1,-2) + 2(1,2)"

Logo, a matriz de 7' com relagdo a esta base € a matriz diagonal
-2 0
0 2/

Ex. Resolvido 9.9 Faca o mesmo que se pede no exercicio (9.7 para a transfor-
magdo T (z,y) = (—y, v).

O
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Resolucao: A\ € R é um autovalor de 7" se e somente se existir (z,y) # (0,0)
tal que T'(z,y) = Az, y), ou seja, se e somente se existir (z,y) # (0,0) tal que
(—y,x) = (Ax, \y). Isto equivale a que o sistema

A +y=0
xr—Ay=0

possua uma solucao nao trivial. Isto acontece se e somente se o determinante da

matriz
A1
1 =)

for igual a zero. Como este determinante € —\? — 1 < 0, vemos que ndo existem
autovalores associados a transformacao 7.
0J

Ex. Resolvido 9.10 Seja T' : Z,(R) — Z,(R) dada por T(p(x)) = p'(x).

Verifique que 0 é o unico autovalor desta transformagdo. Encontre V (0).

Resolucao: Note que A € R é um autovalor de 7" se e somente se existir p(z) # 0
tal que p'(x) = Ap(x). Se A # 0 esta equagdo s6 € verdadeira para o polindmio
nulo, posto que para qualquer outro polinémio os graus de p'(x) e Ap(z) sdo
distintos. Desta forma, A # 0 ndo é autovalor de 7.

Agora, se A\ = 0, entdo p/(x) = 0 apresenta como solugdo todos os po-
lindbmios constantes. Logo, A = 0 € um autovalor associado, por exemplo, ao
autovetor p(x) = 1.

Quanto a V'(0), basta ver que V' (0) = A (T) = [1], isto é, o subespago
gerado pelo polindmio 1.

OJ

Ex. Resolvido 9.11 Seja T : R* — R? dada por T(x,y,2) = (z,y, ). Encon-
tre os autovalores de T, os respectivos subespagos proprios e a multiplicidade
geométrica de cada autovalor.
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Resolucao: Vejaque A € R é um autovalor de 7" se e somente se existir (z, y, 2) #
(0,0,0) tal que T'(z,y, 2) = A(z,y, z), isto &, se e somente se existir (x,y, z) #
(0,0,0) tal que (x,y,x) = (Ax, Ay, \z). Isto equivale a que o sistema

(1-=XNx=0
(1-=ANy=0
Az—x=0

possua uma solucao nao trivial. Isto acontece se e somente se o determinante da
matriz

1-X 0 0
0 1-X 0
-1 0 A

for igual a zero. Como este determinante é A\(1 — \)?, vemos que os tnicos
autovalores de 7'sdao Ay = 0e Ay = 1.
Quanto aos subespagos proprios, temos

V(O) = {(xayaz) S RS; (x,y,x) = (07 070)} = [(anv 1)]

Assim, a multiplicidade geométrica de 0 € um.

V(1) ={(z,y,2) e R (x,y,2) = (z,y,2)} = {(z,y,2) e R%;x = 2}

=1(0,1,0),(1,0,1)].

Assim, a multiplicidade geométrica de 1 € dois.

Proposicao 9.12 Sejam U um espago vetorial de dimensao finita e T' em £ (U).

Suponha que T possua autovetores uy, . . ., u, associados a autovalores \1, . . .,
A, respectivamente. Se \; # )\, quando i # j entdo uy, . . ., u, sdo linearmente
independentes.

Prova: A prova seré por indugdo sobre o nimero de autovalores. Se n = 1 ndo
ha nada a demonstrar pois como u ~ 0, ele € linearmente independente.
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Vejamos agora o caso n = 2. Se ayu; + asuy = 0 entdo
T(a1u1 + O./QUQ) = Ole(Ul) + OégT(Ug) = a1/\1u1 + O./Q)\QUQ = 0.

Portanto, as(Ay — Aj)ug = 0 e, como uy # 0 e A\; # Ao, resulta que ay = 0.
Dai, aju; = 0 e, como u; # 0, temos a; = 0. Portanto, u; € uy sdo linearmente
independentes.

Suponhamos, como hipétese de inducdo, que n — 1 autovetores de uma trans-
formacao linear associados a n — 1 autovalores dois a dois distintos sejam line-
armente independentes. Devemos mostrar que o mesmo resultado vale para n
autovetores associados a n autovalores dois a dois distintos.

Se

Uy + -+ apu, =0

entao

T(cqur+- - +apuy,) = o T(ug)+- 4o, T(u,) = agAdug+- - -+ap Au, = 0.

Portanto,
042()\2 — )\1)U2 + -+ an()\n — Al)un =0
e, como Uy, - - - , U, sdo linearmente independentes segue que
042()\2 — )\1) == Oén()\n — )\1) = 0.

Mas como A\; # Aj, para j = 2,...,n, temos o = --- = «a,, = 0. Dai,
aiuy = 0 e, como uy # 0, temos oy = 0. Portanto, w4, ..., u, sdo linearmente
independentes.

Sejam entdo uq, ..., u, autovetores associados aos autovalores Aj, ..., A\,

dois a dois distintos.

Proposicao 9.13 Sejam U um espago vetorial de dimensao finita e T' em £ (U).
Suponha que T possua autovalores \y, . .., \,, distintos. Entdo a soma dos su-
bespacos proprios de T' é direta, isto é, para cada j = 1, ... ,n, temos

V)NV +--+VNo) + V) +---+V(A)) = {0}
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Prova: A prova serd por indugdo sobre o nimero de autovalores. Primeiramente,
mostremos que V(A1) N V(Ay) = {0}. Fixe vil), ..., v%) uma base de V(A)e
v§2), ..., 0%} uma base de V(A2). Seu € V(A1) NV (Az) entdo

uw=o"olV 4 oWy — Py g 2@ (9.14)

mi - my m2 “ma”

Logo, T'(u) é dado por

aVTWWy 4. 4 DT ) = aPTWP) 4 4 a2 T(w?),
ou seja,

agl)/\lvgl) +--+ a%)\wﬁz = a§2)/\22}§2) +-oo 4 a%)\wﬁg. (9.15)
Multiplicando a equagdo[9.14] por \; e subtraindo-a de[9.15] obtemos

0452)()\2 — )\1)1)52) 4+ 4 a%()\g — )\1)7)532 =0.

Como v§2), o ,vgg ¢ uma base de V'(\z), temos
D —N) = =a@ N —N\) =0
a7 (A2 1) Oy (A2 1)
e, como A\; # Ao, resulta que 0452) = = oz,(% = 0. Segue-se de m que
u = 0.

Suponhamos agora, por inducao, que a soma de n — 1 espagos proprios de T’
referentes a n — 1 autovalores distintos seja direta. Precisamos mostrar que este
resultado € valido quando 7" apresenta n autovalores distintos.

Para cada j = 1,...,n selecione uma base B; de V()\;) constituida por
vetores que denotaremos por v%j ), e ,vﬁi;. Note que cada vi(j ) ¢ um autovetor

associado ao autovalor \; e que m; € a multiplicidade geométrica deste autovalor.
Se

we V)NV +-+VNo) +V(N) + -+ V()
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entao

w=aD® 4.y a(]) (J) = a4 ...
_I_a(J 1), - )+Q(]+1) (]Jrl)_‘_,.._{_agg)lyglz_ (9.16)

mJlmJl

Assim, T'(u) é dado por

)= o T(or”) + -
S D)+ o T ) e e T )

mn

VT 4 4 Oz( (v,(jl
—|—Oé(j 1 (
isto é,
aij)/\jvgj) + Oz(j).)\‘v(j). = a{" a0V +
+aU 40l + AV N o el el (9.17)

Multiplicando a equagdo por A; e subtraindo-a de[9.17, obtemos

ot (A = Ao - al T (o — A+

Ckgj+1)()\j+1 —A\; )U§j+1) + -+ Odg;z ()\n — )\j)’l}gz =0

Usando a nossa hipétese de inducdo e o fato que \; # A;, quando i # 7,
obtemos o} = --- = ol =0Oparatodoi=1,...,7—1,7+1,...,n Distoe
da equacao[9.16|resulta que v = 0. Como queriamos.

9.2 Polinomio Caracteristico

Definicao 9.18 Dada A € M, definimos o polinomio caracteristico de A
como sendo o determinante

pa(A) = det (A — M),

em que I é a matriz identidade de ordem n.



9.2. POLINOMIO CARACTERISTICO 127

Definicao 9.19 Sejam A, B € M, «,. Dizemos que A e B sdo semelhantes se
existir M € M,, ., invertivel tal que A = M~*BM.

Ex. Resolvido 9.20 Prove que se A é semelhante a B entdo B ¢ semelhante a

A.

Resolucio: Existe M € M,, invertivel tal que A = M~'BM. Segue que B =
MAM~'. Tomando N = M~!, obtemos B = N~'AN, isto é, B é semelhante
aA.

O

Proposicao 9.21 Se A, B € M, ., sdo matrizes semelhantes entdo seus polino-
mios caracteristicos sdo iguais.

Prova: Temos
pa(\) = det (A — XI) = det (M 'BM — A\M'IM)

= det (M~ (BM — \IM)) = det (M (B — \)M)

= det M'det (B — \)det M = det (B — M) det M = pp(\).

1
det M
|
Lembre que se 7' € Z(U), em que U é um espaco vetorial de dimensao
finita, e se B e C sdo bases de U entdo

[T)e = ME[T]pMS = [M§] ™" [T]5MS.

Desta forma, pir),(A) = pir)()), ou seja, o polindmio caracteristico da matriz
de uma transformacgdo linear independe da escolha da base. Podemos assim,
sem causar ambiguidades, definir o polindmio caracteristico do operador linear
T como sendo

pr(N) = pms(A),

sendo B € uma base qualquer de U.
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Ex. Resolvido 9.22 Seja T : R? — R? dada por
T(z,y) = (ax + by, cx + dy).
Encontre pr(\).

Resolugio: Usaremos a base canonica, C', de R?. Como T'(1,0) = (a,c) e
T(0,1) = (b,d), vemos que

Assim,

pry = (3 2) -2 (5 1))

a— A\ b
—det( . d_>\>—>\2—(a+d)>\—|—ad—bc.

O

Proposicao 9.23 Sejam U um espago vetorial de dimensao finita e T' em £ (U).
Entdo, )\ é um autovalor de T' se e somente se pr(\) = 0. Em outras, palavras,
os autovalores de T’ sdo as raizes reais de seu polindmio caracteristico.

Prova: Fixe B uma base de U.

Suponha que A seja um autovalor de 7'. Entdo existe u # 0 tal que T'(u) =
Au, ou seja, (T'— AI)(u) = 0. Desta forma, vemos que a transformagdo linear
T — A : U — U nao € injetora e, consequentemente, nao ¢ um isomorfismo.
Disto resulta que [T — A/]p ndo é invertivel, ou equivalentemente, pr(A\) =
det [T'— Mg = 0.

Reciprocamente, se pr(A) = 0 entdo a matriz [I" — \|p tem determinante
nulo. Isto implica que a transformacdo 7' — Al : U — U ndo € um isomorfismo
e, portanto, nao € injetora. Logo, existe u # 0 tal que (7'— A\I)(u) = 0. Portanto,
T(u) = Au, u # 0, isto é, A\ ¢ um autovalor de 7.

|
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Exercicio 9.24 Refaca os exercicios resolvidos e tendo como

base a proposigcdo anterior.

Defini¢ao 9.25 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita e T € £ (U).
Se \ é um autovalor de T, definimos a multiplicidade algébrica de \ como sendo
a multiplicidade de \ como raiz do polinémio caracteristico de T.

Proposicao 9.26 Sejam U um espago vetorial de dimensao finita e T' em £ (U).
Se A\, é um autovalor de T' entdo a sua multiplicidade geométrica ndo excede a
sua multiplicidade algébrica.

Prova: Seja n a dimensao de U. Denotemos por m e r as multiplicidades algé-
brica e geométrica de \,, respectivamente.

Como dim V' (\,) = r, existem uy, . .., u, € V(),) linearmente independen-
tes. Completando estes vetores a uma base de U, vemos que a matriz de 7' com
relacdo a esta base € da forma

Ao 0
0
. . . Arx(n—r)
o --- )\o
rXT
O(n—r)xr B(n—r)x(n—r) nxn

vemos que o fator (A — \,)" aparece na fatoragdo do polindmio pr(\). Por outro
lado, como a multiplicidade algébrica de A\, é m, obtemos r < m.
|

Ex. Resolvido 9.27 Seja T : R? — R? dada por
T(z,y) = (ax + by, cx + dy).
Analise quando esta transformacdo possui autovalores e o niimero deles.

Resolucio: Sabemos do exercicio resolvido [9.22] que

pr(N) =X — (a + d)X\ + ad — be.



130 CAPITULO 9. AUTOVALORES E AUTOVETORES

Pela proposicéo temos que A € um autovalor de 7" se e somente se pr(\) =
0, isto é, se e somente se

N —(a+d)A+ad—bc=0

e esta equagio possui solugio (real) se e somente se (a + d)? — 4(ad — bc) > 0.
Quando (a + d)? = 4(ad — bc) vemos que T apresenta somente um autovalor,
dado por (a+d) /2; quando (a+d)*—4(ad—bc) > 0, T apresenta dois autovalores
distintos dados por

a+d++/(a+d)?—4(ad — bc) . a+d—+/(a+d)?—4(ad — be)
2 2

Ex. Resolvido 9.28 Sejam p(t) = ag + - - + apt™ um polinémio e A € M,
Defina p(A) = aol, + - - + a,, A™, em que I,, é a matriz identidade de ordem
n. Mostre que se A é semelhante a B entdo p(A) é semelhante a p(B).

Resolucdo: Existe M € M, invertivel tal que A = M~'BM. Desta forma,
A2 = M 'BMM-'BM = M~'B?>M e, indutivamente, A7 = M 1B/ M,
jeN.

Assim,

p(A) = Cl()[n—|— +amAm — aOMillnM—i— _|_ameleM _
=M Yapl, + -+ anB™)M = M~'p(B)M.
0

Ex. Resolvido 9.29 Sejam p(t) = ag+ - - - + amt™ um polinomio e T € L (U).
Definimos p(T) = apl + - - -+ a,, T™, em que I é a identidade de U. Se B é uma
base de U mostre que [p(T)|g = p([T]).

Resoluc¢ao: Pelas proposicoes e temos que

(D)) = laol + -+ anT™]p = ao[l]p + -+ + an[T]5 = p([I]p).
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9.3 Exercicios

Ex. 9.30 Encontrar os autovalores e autovetores de T € £ (V) nos seguintes
casos:

a)V =R% T(z,y) = (z+y,z —y).
b)V =R T(1,0,0) = (2,0,0), T(0,1,0) = (2,1,2), T(0,0,1) = (3,2,1).
31 00
\ 0300 , Ny 4
c)V=R'e[T|p= 00 40 , em que B é base candnica de R*.
0003
Ex. 9.31

a) Seja A € M, uma matriz triangular, isto é, A = (a;;) com a;; = 0, sempre
que i > j (ou sempre que i < j). Qual o polindmio caracteristico de A?

b) Sejam A, B € M, matrizes triangulares com a mesma diagonal principal.
Existe alguma relagdo entre seus polinomios caracteristicos? Qual?

c) Mostre que se )\ é autovalor de T € £ (V') entdo \" é autovalor de T™.

d) Mostre que se p = p(t) é um polindmio e \ é autovalor de T € Z (V)
entdo p(\) € autovalor de p(T), em que p(T) = a,l + a;T + - -+ + a, T", com
p(t) = ap+ art + - - - + ayt™
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Capitulo 10

Diagonalizacao

10.1 Definicao e Caracterizacao

S Ejam U um espago vetorial de dimensdo finitae 7" € £ (U). Dizemos que T'
€ diagonalizavel se existir uma base de U formada por autovetores de 7.

Note que se T' € Z(U) é diagonalizavel e se uy, . . ., u,, formam uma base B
de U formada por autovetores de 7" associados, respectivamente, aos autovalores
A1, ..., Ap, €ntdo a matriz de 7" com relacdo a esta base é

M O - 0

0 A -+ 0
Tl = R i

0 0 - \,

ou seja, [1']p € uma matriz diagonal, isto €, uma matriz quadrada (a;;) tal que
Q5 = Ose? 7é j

Reciprocamente, se existir uma base C' = {vy,...,v,} de U com relacdo a
qual a matrizde 7' € £ (U) é diagonal, isto é, todos os seus coeficientes fora da

133
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diagonal principal sdo nulos, entdo 7' é diagonalizdvel. De fato, se

g 0 -+ 0
0 gy - 0
Tle = . :
0 0 - fn

entdo, pela propria defini¢do de matriz de uma transformacao linear, vemos que
T(v1) = pavy, ..., T(v,) = pava, ou seja, a base C' é formada por autovetores
de T'. Resumiremos este fato no seguinte

Teorema 10.1 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita e T € £ (U).
Entdo T é diagonalizdvel se e somente se existir uma base de U com relagdo a
qual a matriz de T' é diagonal.

Note que se 7' € .Z(U) é diagonalizdvel entdo existe uma base B formada
por autovetores de 1" com relagdo a qual a matriz de 7" é diagonal. Se C' é uma
outra base de U sabemos que [T|p = (ME)™'[T|cME. Esta tltima igualdade
nos sugere a seguinte

Definicao 10.2 Dizemos que uma matriz A € M, ., € diagonalizdvel se existir
M € M,,,, invertivel tal que M~ AM seja uma matriz diagonal.

Proposicao 10.3 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita, T € £ (U) e
C uma base qualquer de U. Entdo T é diagonalizdvel se e somente se a matriz
[T)¢ for diagonalizdvel.

Prova: Ja vimos que se 7" for diagonalizavel entdo [T']c é uma matriz diagona-
lizavel.

Reciprocamente, suponha que [T'|¢ seja diagonalizavel. Assim, existe M =
(ai;) € M,y invertivel tal que M~ [T]cM é uma matriz diagonal. Se uy, ...,
u,, a0 os vetores da base C' entdo, colocando v; = a;u; + - - - + apjuy,, VEMOs
que vy, ..., v, formam uma base B de U pois M € invertivel. Além do mais,
M = Mg. De fato, para ver que vy, ...,v, formam uma base, note que as
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coordenadas de v; com relagdo a base C' sdo dadas por

ou seja, coincidem com a j-ésima coluna da matriz [T)¢.

Note que as colunas de uma matriz invertivel sdo linearmente independentes
(pensadas como matrizes colunas) pois, caso contrario, seu determinante seria
zZero.

Agora, como

a1+ apv, =05 ag(v)o+ -+ ap(vp)e =0

temos a; = - - - = o, = 0. Isto mostra que os vetores v; formam uma base.
Uma demonstrag@o alternativa € como segue. Coloque E; como sendo a
matriz coluna n X 1 cujo j-ésima linha vale 1 e as demais 0. Assim,

0= al(vl)c + -4 Oén('Un)C = Ozl[T]CEl + -+ Oén[T]CEn

aq
= [T]C(alEl +o anEn) = [T]C )
Op
isto €,
a1 0
Tlc | + | =
Qay, 0

Como [T¢ é invertivel, multiplicando ambos os lados por [T];' chegamos a

(051 0

Qay, 0
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Finalmente,
[Ts = (ME) ' TeME = M7 TeM

¢é diagonal, isto é, T' € diagonalizavel.
[ |

Observacao 10.4 Note que pelo teorema acima, para verificar se um operador é
diagonalizdvel, basta verificar se a matriz de T' com relagdo a uma base qualquer
de U é diagonalizdvel.

Suponha que A = (a;;) € M,«, seja diagonalizavel. Vejamos como pode-
mos encontrar uma matriz M invertivel de modo que M 1AM seja uma matriz
diagonal. Considere 7' € .Z(R™) dado por

n n

T(Jfl, <o 71'”) = (Z A15Lj, .-, Zanjxj).

j=1 j=1

Se C' ¢ a base candnica de R™ entdo [T]c = A e pela proposi¢ao T € dia-
gonalizdvel. Seja B uma base de R" formada por autovetores de 7. Lembrando
que C' € a base candnica, vemos que M = MFE € a matriz cuja j-ésima coluna é
formada pelas coordenadas do j-ésimo autovetor da base B. Como [T']p é uma
matriz diagonal e

[Tl = (MZ)H[TleMg = M~ AM
vemos que M resolve o nosso problema.

Observacao 10.5 Note que se T for diagonalizdvel, o seu polinomio caracteris-
tico é da forma
pr(A) = (A = A) - (A = A),

com os niimeros reais A1, ..., \, sdo todos os autovalores de T'.

Teorema 10.6 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita e T € £ (U).
Entdo, T é diagonalizdvel se e somente se os seus autovalores, dois a dois dis-
tintos, A1, ..., A\p, n < dim U, forem tais que

U=V\) @@ V().
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Prova: Se
U=VA)@--dV(A\)

entdo podemos formar uma base B de U formada por bases B; de V (1)), j =
1,...,n. Como cada elemento de B; € um autovetor de 7', segue por definicdo
que 7' € diagonalizavel.

Reciprocamente, se 1" for diagonalizdvel existe uma base B de U formada
por autovetores de 7. Como cada autovetor estd associado a algum autovalor de
T, vemos que cada elemento de B estd contido em algum V'();). Desta forma, a
soma de todos os subespacos proprios de 7' contém B e, portanto, € o proprio U.
Pelo teorema [9.13]esta soma € direta, ou seja,

U=V(\)& & V(\).
|

Exemplo 10.7 As transformagdo do exercicio resolvido[9.7\é diagonalizdvel. Jd
a transformagcdo do |9.11| ndo é pois possui apenas dois autoespacos cuja soma
ndo é R?, isto é,

V(0)® V(1) = [(0,0,1), (1,0, 1)] #R®.

Também ndo é diagonalizdvel a transformagdo do exercicio resolvido pois
ndo possui autovetores. Quanto a transformagdo do [9.10] vemos que também
ndo é diagonalizdvel se n > 1, pois todo autovetor de T pertence a V (0), que é
unidimensional, e dim Z,(R) =n+1 > 2.

Vejamos como € possivel decidir sobre a diagonaliza¢do de um operador li-
near a partir das multiplicidades algébrica e geométrica de seus autovalores.

Sejam U um espago vetorial de dimensdome T € Z(U).

Sejam Ay, ..., A\, os autovalores de T, dois a dois distintos. Assim, o polind-
mio caracteristico de 7' € dado por

pr(A) = (AL = A)™ - (A = A)™q(N), (10.8)

em que m; ¢ a multiplicidade algébrica de \; e ¢(\) é um polindmio que ndo
tem raizes reais.
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Se denotarmos por 7; a multiplicidade geométrica de \;, isto €, r; € igual a
dim V'()\;) entéo, pelo teorema T' € diagonalizavel se e somente se m =
r1 + - -+ + r,. Por este mesmo teorema, 1" é diagonalizavel se e somente se U
possuir uma base formada pela reunido das bases dos espacos proprios de 7',
visto que isto € equivalente a dizer que a soma destes subespagos € direta. Por
sua vez, a existéncia de uma tal base € equivalente que 7' apresente uma matriz
na forma

AN - 0

71 XT1

Tn XTn mxXm

Desta forma, se 7' é diagonalizdvel entdo o seu polindmio caracteristico é
dado por

pr(A) = = A" (A =A™, (10.9)
em que 7; € a multiplicidade geométrica de \;, j = 1,...,n. Comparando com
10.8vemos que m; =71, j=1,...,n,q¢(A) =ler,+---+1r, =m.

Reciprocamente, suponha que m; =r;, 7 =1,...,ner +---+r, = m.

Como a multiplicidade algébrica de cada autovalor iguala a sua multiplicidade
geométrica cada espago préprio V'()\;) possui uma base B; com m; elementos.
Como my + ---+m, = r + ---+r, = m segue de [[0.§ que o grau de
q(\) € zero e que a reunido das bases B; forma uma base de U (lembre que a
soma de espacos proprios € direta) constituida por autovetores de 7. Assim, 1" é
diagonalizavel. Provamos assim, o seguinte

Teorema 10.10 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita e T € £ (U).
Entdo T é diagonalizdvel se e somente se ambas condi¢coes forem verificadas

1. para cada autovalor de T as suas multiplicidades algébrica e geométrica
sdo iguais;
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2. a soma das multiplicidades geométricas de todos os autovalores de T coin-
cide com a dimensdo de U.

Corolario 10.11 Sejam U um espago vetorial de dimensdon eT € £ (U). Se
prA) = A =A) - (An = A),
em que M\, ..., \, € R sdo distintos entre si entdo T é diagonalizdvel.

Prova: Como os autovalores de T' sdo dois a dois distintos, vé-se que as raizes
de pr()), sdo todas simples, isto é, tém multiplicidade um. Desta forma, se A é
um autovalor de 7' entdo a sua multiplicidade algébrica é um. Pela proposi¢ao
a multiplicidade geométrica de A é menor do que ou igual a um. Como
dim V(A) > 1, segue-se que a multiplicidade geométrica de A é um, ou seja,
igual a sua multiplicidade algébrica.

|

Ex. Resolvido 10.12 Verifique se T : R?® — R? dada por
T(x,y,z) = (x+2,y+z,x+y+22)

é€ diagonalizdvel.

Resolucao: Com relag@o a base canodnica, a matriz de 7' € dada por

1 01
011
1 1 2
Assim,
1—A 0 1
pr(A) = det 0 1—A 1
1 1 2—A

=A== E2-2) -1+ 1L{=(1-24)
=1 =N\ =3\ =A1-X)(\-3).

Desta forma, vemos que pr(\) apresenta todas as raizes reais e simples e, pelo

corolério|10.11] segue-se que 7' € diagonalizavel.
O
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Ex. Resolvido 10.13 Encontre uma base de autovetores para o operador do
exercicio anterior. Encontre também a matriz de T' com relagdo a esta base.

Resolucao: autovalor 0: Precisamos encontrar (x, y, z) nao nulo tal que

T(z,y,z) =(0,0,0).

Temos
r+2=0
r=y=—z
y+z2=0 — S r=y=—2,
r+y+22=0
r+y+22=0

assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 0, o vetor u =
(1,1,-1).

autovalor 1: Neste casos precisamos encontrar (z,y, z) ndo nulo tal que
T(z,y,z) = (x,y, z). Temos

r+z==x
z=0
y+z=y — )

r=—y
r+y+2z2==z

assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 1, o vetor v =
(1,—1,0).
autovalor 3: Agora precisamos encontrar (x,y, z) # (0,0, 0) satisfazendo

T(x,y,2) = (3x,3y,3z2).

Temos
T+ z=3x

y+z=3y 2z =2z =12y,
r+y+22=3z

assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 3, o vetor w =
(1,1,2).
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E claro que a matriz de 7' com relac@o a base formada por u,v e w € dada
por

o O O

0
1
0

wWw O O

O

Ex. Resolvido 10.14 Seja T : R? — R? cuja matriz com relacdo a alguma base

€ dada por
a b
A_(b )

Resolucao: O polindmio caracteristico de 7' € dado por

Mostre que T' diagonalizdvel.

pr(A) = A — (a + )\ + ac — b2

Vemos que pr(A) apresenta duas raizes reais simples, isto é, com multiplicidade
um, se e somente se o discriminante (a + ¢)? — 4(ac — b?) for positivo. Assim,

(a+c)? —4(ac—b*) = a®> + & — 2ac+ 4b* = (a — ¢)* +4b* > 0

se e somente se a # ¢ ou b # 0. Vemos assim que, se a # c ou b # 0 as multi-
plicidades algébrica e geométrica de cada um dos autovalores de 7' (as raizes de
pr(\)) coincidem e, portanto, 7" € diagonalizavel.
Se a = ce b = 0 entdo vé-se claramente que 7' é diagonalizdvel pois, neste
caso, A é diagonal.
OJ

Ex. Resolvido 10.15 Verifique se T : Z5(R) — P5(R) dado por

T(p(t)) = p"(t) — 2p'(t) + p(t)

é diagonalizdvel.
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Resolucao: A matriz de 7' com relacdo a base candnica é dada por

1 -2 2
A=10 1 -4

0 0 1
Assim, Pr()\) = (1 — \)? e, desta forma, 1 € o tinico autovalor de 7. Como pelo
teorema T € diagonalizavel se e somente se dim V(1) = 3, vejamos qual
¢ a dimensao deste subespaco proprio.

0 -2 2 T 0
pt)=z+yt+22 V()= |0 0 —4||y|=1]0
0 0 0 z 0

= y=2=0<pt) ==

Portanto, V(1) = [1] e T' ndo é diagonalizédvel.

Ex. Resolvido 10.16 Verifique se T : R* — R* dada por
é diagonalizdvel. Encontre também os espagos proprios de T.

Resolucao: A matriz de T' com relagdo a base candnica é dada por

1 100
0100
00 21
00 21

e o seu polindmio caracteristico é
1-X 1 0
=([1=M(2=-MN1-X1)-2)
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=(1=2*\=3\) = AN =3)(1 -\~
(i) autovalor 0:

(,9,2,t) € V(0) <= (v +y,y,22 + t,22+t) = (0,0,0,0)

r+y=0
y=20

22 +t=0
2z +t=0

t=—2z

Logo, V(0) = [(0,0, 1, —2)].
(ii) autovalor 3:

p— pr— 0
= {x Y — (z,y,2,t) = 2(0,0,1, —2).

(x,y,2,t) e V(3) <= (z +y,y,22 + t,22 + t) = (3x, 3y, 32, 3t)

T +y=3r
y =3y r=y=0
— — — (z,y,2,t) = 2(0,0,1,1).
22 +t=3z t==z
22+t =3t

Logo, V(3) = [(0,0,1,1)].

(iii) autovalor 1:

(x,y,2,t) e V(1) <= (z+vy,y,22z + t,22 + t) = (x,y, 2, )

rt+y==x

y=y o, _
—y=z=1t=0<= (2,y,2,t) = 2(1,0,0,0).

22 +t==2

2z +t=t

Logo, V(1) =[(1,0,0,0)].
Como a multiplicidade algébrica do autovalor 1 € dois e a sua multiplicidade
geométrica € um, vemos que 7' ndo € diagonalizavel.
O
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Ex. Resolvido 10.17 Ainda com relacdo ao operador do exercicio anterior, en-
contre a matriz de 'I' com relacdo a base B formada pelos vetores

u=1(0,0,1,-2),v =(0,0,1,1),w = (1,0,0,0) e p=(0,1,0,0).
Resolucao: Ja sabemos que 7'(u) = 0, T'(v) = 3v e T'(w) = w. Agora, como

T(p) = T(0,1,0,0) = (1,1,0,0) = w + p,

vemos que
0 00O
0300
Tle=10 0 11
0 001
O
Ex. Resolvido 10.18 Seja T € £ (U) um operador diagonalizdvel com au-
tovetores \i, ..., \p, sendo n = dimU. Dados x1,...,x, € R, denote por
D(xq,...,x,) = (aij) a matriz diagonal tal que a; = ;.

Seja p(t) = ag + art + - -+ + a,,t™ um polinémio. Sejam B uma base de
autovalores de U tal que [T|g = D()\y, ..., \,) e C uma base de U. Mostre que
[p(T)]c € semelhante a D(p(A1), ..., p(\,)).

Resolucdo: Como [T = (M§) YT]|pM§ temos pelo exercicios resolvidos
9.28 029 que [p(T) ] = (M) [p(T)]s M. Mas

p(M))p = laol + T + -+ a, T p = aoln + ar[T)p + - - + an[T]}
=aoD(1,...,1)+a1D(A, ..., \) + -+ amD(Ag, ., A)™
=apD(1,...,1) + a1 DNy, ...,\p) + -+ + am DA, ... ) AT

= D(ag,...,a0) + D(aiA1,...,a1 ;) + -+ + D(an AT, ... am L)
= D(ag+ a1 + -+ ap AT, ... a0 + a1 Ay + -+ apAl)
= D(p(M), -+, p(An)).
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Ex. Resolvido 10.19 Seja T' € £ (U) um operador diagonalizdvel. Mostre que

Resolucao: Seja B uma base de U tal que [T]p = D(A1,...,\,), em que
A1, ..., A\, sd0 os autovalores de 7. Segue da resolugcdo do exercicio anterior
que

[pr(T)|s = D(pr(A), ..., p(An)) = D(0,...,0) =0,

pois pr(A;) =0, =1,...,n. Assim, pp(T) = 0.
O

Observacgao 10.20 Pode-se mostrar que mesmo que T' € £ (U) ndo seja diago-
nalizdvel vale pr(T) = 0.

10.2 Exercicios

Ex. 10.21 Determinar M € M,, se existir, de modo que M~*AM seja uma
matriz diagonal nos seguintes casos:

“)A:(§ 143) bM:(i _12)

Ex. 10.22 Verificar, em cada um dos itens abaixo, se o operador T € £ (R3)
dado pela sua matriz com relagdo a base canodnica é diagonalizdvel.

12 -2 1 00
a)[Tle=[2 1 -2 DWiTle=| m 2 0
2 2 -3 n 0 2

Ex. 10.23 Verificar em cada um dos itens abaixo se o operador T € £ (R*)
dado pela sua matriz com relagdo a base candnica é diagonalizdvel.

1 -4 -2 -2 11 11
—4 -1 -2 -2 11 -1 -1
Ole=1 5 o 1 4 OTle=11 1 1 4
2 2 4 1 1 -1 -1 1
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Capitulo 11

Forma Canonica de Jordan

11.1 Introducao e Exemplos

COmo vimos, nem todo operador linear é diagonalizdvel. No entanto, se 1" €
Z(U), em que U é um espaco vetorial de dimensao finita, existe uma base com
relacdo a qual, a matriz de T' é proxima de uma matriz diagonal. A seguir
daremos uma pequena descricao de como € a forma desta matriz, mas antes
precisamos de algumas notagoes.

Seja pr(\) o polindmio caracteristico de 7. A primeira observagao a ser feita
€ que pr(\) se fatora como

pr(A) = (A = X)™ - (A = A)™ (A = ax)” + B - (A — aw)” + B

com \, # Ag, e (o, B) # (a, Bs) se r # s. Note que cada «,. + i3, é uma raiz
complexa de pr(\). Note também que mq + - - +m,, +2p; + - - - 2pp = dim U.

Se A € R é um autovalor de 7', denotaremos por .J(\;7) a matriz quadrada
de ordem r com todos os elementos da diagonal principal iguais a A e todos os
elementos logo acima desta, iguais a 1, ou seja,
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O =
)

0 0

)

0

J(A;r)

o O O

— e

TXT

o O >

> =

- O O O

0

> =

e S

0

em que / é a matriz identidade de ordem r e

OO =

—_

o O O

TXTr

O =
o O

o O O

TXT

rXTr
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=\ + N,

Note que N" € a matriz nula, isto é, /N € uma matriz nilpotente.
Se a + i é uma raiz complexa de pr(A) e r € um nimero par, definimos

R(a, B;1) =

«

—p

0
0

OO0 ™

O OV

S W~ O

o O O O

[E

o O OO

O L~ O e

rXTr
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Se By, ..., By sdo matrizes quadradas, ndo necessariamente de ordens iguais,
definimos diag (Bj, ..., Bx) como sendo a matriz quadrada de ordem igual a
soma das ordens de By, ..., B dada por

B, 0 - 0
0 By --- 0
0 0 By,

por exemplo, se

i (R
Bi=10 2 1],By=
0 0 2 03 4
0 —4 3
entiao
210 0 0 0 0
021 0 0 0 O
002 0 0 0 O
diag(B;,B2)=10 0 0 3 4 1 O
000 —43 0 1
O00 0O 0 3 4
000 0 0 —4 3

Teorema 11.1 (Forma Canénica de Jordan) Seja U um espaco vetorial de di-
mensdo finita. SejaT' € £ (U) cujo polinémio caracteristico é dado por

pr(A) = (Ar = X)™ - (A = )™ (A = an)” + B - (A — aw)® + B

em que \, # Xs, (o, By) # (as, Bs) ser # s, e B, > 0. Entdo existe uma base
de U com relagdo a qual a matriz de T é da forma

J = diag (J1,...,Jp, R1,..., Ry), (11.2)

em que Jy, ..., J, sdo da forma J(\;r) para algumr € Ne A € {\,..., \,} e
Ry, ..., R, sdo da forma R(«, (3; s) para algum s € Ne (o, B) € {(a1,51), - - -,
(o, Br) }-
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Observacao 11.3 A matriz € tinica a menos de permutagoes dos seus blo-
cos que compoem a sua diagonal.

Observacao 11.4 Se \ é um autovalor de T’ entdo a soma das ordens dos blocos
J(N; s) € igual a multiplicidade algébrica de ).

Observacao 11.5 Se o + if, § > 0, é uma raiz complexa de pr(\) entdo a
soma das ordens dos blocos R(«, 3; s) € igual ao dobro da multiplicidade da
raiz o + i3.

Observacao 11.6 Se A\ é um autovalor de T' com multiplicidade geométrica r
entdo existem r blocos J(\; s) associados ao autovalor \.

Observacao 11.7 Suponha que
pr(A) = (A = A)™ - (A = A)™

em que \; # \;, se i # j. Se m; também é multiplicidade geométrica de \;
entdo o teorema de Jordan diz simplesmente que 'I' é diagonalizdvel.

Observacao 11.8 O teorema de Jordan diz que a matriz de um operador T’ com
relagcdo a uma base arbitrdria é semelhante a uma matriz da forma[I1.2]

Ex. Resolvido 11.9 Encontre as possiveis matrizes na forma candnica de Jor-
dan de um operador cujo polindmio caracteristico é dado por pr(\) = (2 —
A3(1—=N).

Resolucao: Note que 7" apresenta apenas os autovalores 2 e 1.
Como as multiplicidades algébricas e geométrica do autovalor 1 sdo iguais a
um, vemos que o dnico bloco correspondente a este autovalor é J(1;1) = (1).
Com relacdo ao autovalor 2, a sua multiplicidade algébrica € trés. Se sua
multiplicidade geométrica for trés entdo existem trés blocos associados a este
autovalor e todos eles sdo iguais a (2). Neste caso, a matriz da forma candnica
de Jordan para este operador é

S O O
S O NN O
o NN OO
DO OO
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Se a multiplicidade geométrica do autovalor 2 for dois, entdo existem dois
blocos correspondentes a este autovalor que sao da forma

7(2:1) = (2) J(2;2>:(§ ;)

Assim, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador é

1 000
0210
0020
0 00 2

Se a multiplicidade geométrica do autovalor 2 for um, entdo existe um bloco
correspondente a este autovalor que é

J(2;3) =

O O N
O N =
N = O

Assim, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador é

1000
0210
00 21
000 2

Ex. Resolvido 11.10 Encontre as possiveis matrizes na forma canonica de Jor-

dan de um operador cujo polindmio caracteristico é dado por pr(\) = (1 —
A)2(4+ \?).

Utilizando a notagao do teorema temos \; = 1, =0e 3 = 2. Como 0+12
tem multiplicidade um (como raiz de pr(\)), existe apenas um bloco da forma

R(0,2;2) = (_02 g) .
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Se a multiplicidade geométrica do autovalor 1 for dois entdao existem apenas
dois blocos associados a este autovalor e sdo iguais a (1). Neste caso, a matriz
da forma candnica de Jordan para este operador é

10 0 0
01 0 O
00 0 2
00 -2 0

Se a multiplicidade geométrica do autovalor 1 for um entdo existe apenas um
bloco de ordem dois associado a este autovalor que € dado por

J(1;2) = (é 1) .

Neste caso, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador é

11 0 O
01 0 O
00 0 2
00 =20

Ex. Resolvido 11.11 Encontre uma base de R* com relagdo a qual a matriz da
transformacdo

T(z,y,2,t) = e +y+2+t,2 —2z—t,32—t,4t)
estd na forma candnica de Jordan.

Resoluc¢io: Com relacio a base candnica de R, a matriz de 7' é dada por

21 1 1
02 -1 -1
00 3 -1
00 0 4

O polindmio caracteristico de 7' € pr(\) = (3 — A)(4 — A\)(2 — A)?. Desta forma
vemos que dim V(3) = dim V(4) = 1. E simples ver que

VE3) =[(0,1,-1,0)] e V(4)=[0,0,1,-1)].
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Vejamos qual a dimens@o de V'(2). Temos que (z,y, z,t) € V(2) se e somente

01 1 1\ (= 0
00 -1 —1|[y]| [0
00 1 —1)|z] " o]’
00 0 2/ \¢ 0

ou seja, (x,y,z,t) = x(1,0,0,0). Assim, dimV'(2) = 1 e T ndo é diagona-
lizavel. Sendo assim, a matriz de 7’ na forma canoOnica de Jordan € da forma

2100
0200
0030
000 4

Note que se pusermos u; = (1,0,0,0), ug = (0,1,—1,0) e uy = (0,0,1,—1)
entdo para que uq, us, us, Uy S€ja a base procurada, o vetor uy deve satisfazer
T(uy) = uy + 2us, ou seja, (T — 27)(ug) = ;. Desta forma, colocando u =
(a, b, c,d), temos

01 1 1Y\ /a 1
00 -1 —1|[b] |o
00 1 —1||c| |0
00 0 2)\d 0

cuja solugdo geral é da forma (a, 1,0,0). Podemos tomar, por exemplo, uy =
(0,1,0,0) e isto nos fornecerd a base procurada.

11.2 Exercicios

Ex. 11.12 Se uma matriz de ordem 3 tem os autovalores 3, 3 e 3, quais sdo as
possiveis formas canédnicas de Jordan dessa matriz?

Ex. 11.13 Se uma matriz de ordem 4 tem os autovalores 1, 2 e 3, quais sdo as
possiveis formas candnicas de Jordan dessa matriz?
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Capitulo 12

Espacos Euclidianos

12.1 Produto Interno

NOs primeiros capitulos deste curso estudamos as propriedades mais basicas
de um espaco vetorial. A introducdo de conceitos como geradores e base fo-
ram feitas a partir de combinacdes lineares que, por sua vez, envolvem apenas
a adicao de vetores e a multiplicacao por escalares, dois objetos que estdo pre-
sentes na propria definicdo do espaco vetorial. Neste capitulo veremos tipos
especiais de espagos vetoriais que possuem uma estrutura mais refinada que nos
proporcionard desenvolver alguns aspectos geométricos, como por exemplo, o
angulo ou a distancia entre dois vetores. Veremos também que € possivel elabo-
rar mais detalhes sobre operadores lineares definidos em tais espacos vetoriais.

Definicao 12.1 Seja V' um espago vetorial. Um produto interno sobre V é uma
aplicacdo que a cada par (u,v) € V x V associa um niimero real denotado por
(u,v) satisfazendo as seguintes propriedades

(i) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) para todo u,v,w € V;
(ii) (au,v) = a(u,v) paratodo u,v € Ve a € R;

(iii) (u,v) = (v, u) para todo u,v € V;

155
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(iv) (u,u) > 0seu # 0.

O espaco vetorial V' munido de um produto interno é chamado de espaco
euclidiano.

Observacao 12.2 O produto interno também é chamado de produto escalar.

Algumas propriedades seguem-se imediatamente.
Por exemplo, vemos que (0, ) = 0 para todo u € V, pois

(0,u) = (0+0,u) = (0,u) +(0,u),
e o resultado segue por cancelamento.
Outra propriedade é que (u, v + aw) = (u, v) + a(u, w), para todo u, v, w €
V e a € R. Basta combinar as propriedades (i), (i1) e (iii) acima. Desta maneira,
vemos que o produto interno € linear em cada varidvel.

A seguir apresentamos alguns exemplos de produto interno em varios espa-
cos vetoriais. A verificagdo das propriedades (1) a (iv) € deixada como exercicio.

Exemplo 12.3 Se x = (x1,...,2,),y = (Y1, ..., Yn) € R™ definimos
(T,y) = 2191 + -+ + TulYn (12.4)

Ex. Resolvido 12.5 Com relagcdo ao exemplo anterior, calcule o produto interno
entre os vetores (1,—1,1),(0,2,4) € R3.

Resolucao: Basta notar que
((1,-1,1),(0,2,4)) =1-04+(=1)-2+1-4=2.

O

Ex. Resolvido 12.6 Com relacdo ao produto interno dado por calcule
(u,v) comu = (cosf, senf) e v = (cos v, sen ).
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Resolucao: Temos
(u,v) = ((cos @, senf), (cos c, sen «))

= cosfcosa + senfsena = cos(f — ).

O
H4 varios outros tipos de produto interno no R" além do apresentado em
Vejamos um exemplo no R3 :

Exemplo 12.7 Se (z,y,2), (¢/,/, 2') € R3, definimos
Y N LT )
<(x,y,z),(x,y,z)>— 9 + + 4

E fdcil verificar que a expressdo acima define um produto interno em R3.

Ex. Resolvido 12.8 Com relacdo ao produto interno apresentado no exemplo
anterior, calcule ((1,—1,1),(0,2,4)).

Resolucao:
1-0 —-1-2 1-4 1
0
Exemplo 12.9 Se f, g € C([a,b]; R) definimos
b
(9) = [ $@g(o) s (12.10)

que é um produto interno.

Ex. Resolvido 12.11 Com relacdo ao produto interno apresentado no exemplo
anterior, calcule o produto interno entre as fungées seno e co-seno definidas no
intervalo |0, 27].
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Resolucao:

2
sen 2z

2

2m T
(sen,cos>:/ senz cos x dx = = 0.
0

0

Exemplo 12.12 Se A = (a;;), B = (bij) € Myxn, definimos

<A, B> = Z Z ai]‘bi]‘.

i=1 j=1

Ex. Resolvido 12.13 Com relacdo ao produto interno apresentado no exemplo
anterior, calcule o produto interno entre

(b)) < (7))

(A,B)=1-(=2)+1-04+0-14+2-1=0.

Resolucao:

O

Exercicio 12.14 O traco de uma matriz quadrada A é a soma dos elementos da
diagonal da matriz e é denotado por tr A. Mostre que se A, B € M,, entdo

(A, BY = tr (B'A)

define um produto interno em M,,.

12.2 Norma

Definicao 12.15 Se V' é um espago euclidiano, definimos para cada v € 'V o
niimero ||u|| = \/(u,u). Este valor é chamado de norma de u.

Observacgao 12.16 Note que é possivel extrair a raiz quadrada de (u,u) pois
este niimero é ndo negativo.
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Exemplo 12.17 Em R"™, com o produto interno dado por[I12.4] a norma de v =

(x1,...,x,) édada por
lall = /ot 4+ a2

Note que a norma de x representa o comprimento deste vetor.

Exemplo 12.18 Em C([a,b]; R) com o produto interno definido por a
norma de f € C([a,b]; R) é dada por

1]l = /mmwm

Proposicao 12.19 Seja V um espaco vetorial com um produto interno. Temos

1. ||aul|| = |a|||u|| para todo u € V e todo o € R;

2. |Ju]| > 0 para todo u € V;

3. |Ju]| = 0 se e somente se u = 0

4. |(u,v)| < ||lul| ||v]| paratodo u,v € V (desigualdade de Cauchy-Schwarz);

5. |lu+ || < Jul|| + ||v|| para todo u,v € V (desigualdade triangular).
Prova:

L. Jlaul| = /{aw, aw) = /a2, 4} = |al/Tu,0) = laf |lull.

2. Obvio pois a raiz quadrada € ndo negativa.

3. Se u = 0 entdo |lu|| = /(0,0) = 0.

Reciprocamente, se u # 0 entdo (u,u) > 0e ||ul| = /(u,u) > 0.
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4. Se v = 0 entdo |(u,0)| =0 = ||u] ||0]].
Suponha que v # 0. Para todo o € R, temos ||u + av|* > 0. Logo,
0 < (u+av,u+av) = (u,u) + 2{u, v)a + (v, v)a?

= |[ull* + 2au, v) + []v]|*a’.

Assim,
A = 4u,v)* = 4JulP||v]* <0,

ou seja, (u,v)> < ||u|[?||v||?. Extraindo a raiz quadrada, obtemos | (u, v)| <
[l o]l

5. A seguir usaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz
[lu+ 0l = (u+v,u+v) = [[ull* + [Jo]]* + 2{u, v)
<l + [l * + 21 ulll[o]] = [llull + [[]]]*.
Extraindo a raiz quadrada, segue o resultado desejado.

Observe que a desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada ao produto interno
do R™ dado por[12.4]nos diz que

(T + - A @)’ < (@] + -+ al) i+ + )

A mesma desigualdade aplicada ao produto interno em C'([a, b, |; R) fornece

(/abf(x)g(x) dyc)Z < /ab[f(x)]de /ab[g(l’)]Q .

Proposicao 12.20 (Identidade do Paralelogramo) Sejam u e v vetores de um
espaco euclidiano. Entdo

lw+ vl + flu = ol* = 2(JJul® + [lv]*).
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Prova:

lu+v]|* + Jlu—2]* = (u+v,u+v) + {(u—v,u—"2)

= (u,u) + (v,v) + 2(u,v) + (u, u) + (v,v) — 2(u, v)

= 2(u, u) + 2(v,v) = 2(|[ull* + [Jv[|*).
|
A préxima proposi¢do mostra como se pode obter o produto interno entre
dois vetores a partir das normas de suas soma e diferenca.
Proposicao 12.21 Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano. Entdo
lu+ol* = flu = vl* = 4(u, v).
Prova:
u+ol> = |Ju —v]]* = (u+v,u+v) — (u—v,u —v)
= <U,U> + <U7 U> + 2<u,v> - <U,, u> - <U7U> + 2(“? U>

= 4(u, v).

Ex. Resolvido 12.22 Calcule (u,v) sabendo-se que ||u+v| = le ||lu—v| = 1.
Resolucao: Temos

1
(u,v) = 7(lw+ol* = [lu—v[*) = 0.
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12.3 Distancia

Definicao 12.23 Num espaco euclidiano V' definimos a distancia entre u,v € V'
como
d(u,v) = [|u—vl|.

Resulta da proposi¢do [12.19|que a distancia satisfaz as seguintes proprieda-
des.

Proposicao 12.24 Num espago euclidiano V temos
1. d(u,v) > 0 para todo u,v € V,;
2. d(u,v) = 0 se e somente se u = v,
3. d(u,v) = d(v,u) para todo u,v € V;
4. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) para todo u,v,w € V.

Ex. Resolvido 12.25 Com relacdo ao produto interno calcule a distancia
entre os pontos u = (1,1,3,2) ev = (2,2,1,0) de R%.

Resolucao: Temos
d(u,v) =/(1-22+(1-2)2+(3—-1)2+(2-0)2 = V10

O

Ex. Resolvido 12.26 Com relac¢do ao produto interno calcule a distancia
entre as fungées sen e cos de C([0, 27|; R)

Resolucao: Temos

2
d(sen ,cos)? = / [senz — cos ]? dx
0

27 2
:/ [sen2x+0082x—QSenazcosx]dx:/ [1 —2senxcosz|dr =
0 0

27
= — senzx‘o = 2.

Portanto, d( sen, cos) = /2.
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124 Angulo

Sejam V' um espago euclidiano e u,v € V ambos nao nulos. Pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz (veja proposi¢do(12.19) temos

—llulllfoll < Cu,v) < Jlull f[o]

ou ainda,
< (wv) <1.
[ {]]
Desta forma, existe um tnico nimero real 6 € [0, ] tal que
][ ]

Este nimero ¢ é chamado de angulo entre os vetores u e v.

Ex. Resolvido 12.27 Calcule o dngulo entre as fungées seno e co-seno definidas
em [0, 27| com o produto interno dado por

Resolucao:
27 1 27
(sen,cos) = / senzcosxdr = —sen’r| = 0.
0 2 0
Desta forma, o angulo entre seno e co-seno € g
0
Ex. Resolvido 12.28 Sabe-se que ||u|| = ||v|]| = 1 e |[u — v|| = 2. Calcule o

angulo entre u e v.
Resolugao: Como ||u — v|| = 2 entdo
4=|u—v|*={u—v,u—0)
— Jull + o]l = 2(u,0) = 2 — 2(u,v).
Assim, (u,v) = —1e

(u, v)

cosf = ———— =
[l ]l

-

ou seja, f = m.
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12.5 Ortogonalidade

Definicao 12.29 Seja V' um espaco euclidiano. Dizemos que u,v € V sdo orto-
gonais se (u,v) = 0 e, neste caso, denotaremos u_Lv.

Dizemos que um conjunto S = {uy,...,u,} C V é ortogonal se u; Lu;
quando i # j.
Dizemos que um conjunto ortogonal S = {uy, ... ,u,} CV é ortonormal se

lu;ll =1,7=1,...,n.
Dizemos que u € V' é ortogonal a um subconjunto ndo vazio S de V' se u for
ortogonal a todos os elementos de S. Neste caso usaremos a definicdo u1.S.

Exemplo 12.30 S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R? é um conjunto ortonor-
mal com relagdo ao produto interno dado por|[12.4)

Observacao 12.31 Seu = 0 ou v = 0 entdo ulv. Se u # 0 e v # 0 entdo ulv
se e somente se o dngulo entre u e v é /2.

Observacao 12.32 Se S = {uy,...,u,} C V é um conjunto ortogonal com

U7 %()7'] — 1,...,716)11610

Proposicao 12.33 Sejam V um espago euclidiano e S = {uy,...,u,} CV um
conjunto ortonormal. Entdo u, . .., u, sdo linearmente independentes.

€ um conjunto ortonormal.

Prova: Se
oy + -+ anu, =0 (12.34)

entdo, fazendo o produto interno do vetor acima com u; e lembrando que (uq, uy)
= [Ju1]|* = 1 e (uj,us) =0, se j =2,...,n, obtemos

ap = ag(ug, u) + -+ ap Uy, ur) = (0,u1) =0,
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isto é, a; = 0, e[12.34|fica
QoUy + -+ - + au, = 0.

Tomando o produto interno do vetor acima com uy, obtemos, como acima, que
as = 0. Repetindo o processo chegamos a conclusao que a tnica possibilidade

para[I234é oy = -+ = o, = 0.

Observacao 12.35 A proposicdo acima continua vdlida se S for apenas um con-
junto ortogonal com elementos ndo nulos.

Definicao 12.36 Se V' ¢é um espaco euclidiano de dimensdo n e se uy, ..., uy,
formam um conjunto ortonormal, entdo diremos que estes vetores formam uma
base ortonormal de V.

Proposicao 12.37 Sejam V um espaco euclidiano que possui uma base ortonor-
mal dada por uy, . .., u,. Entdo, se u € V temos

w=(u,u)us + -+ (U, Up ).

Prova: Como uq, ..., u, formam uma base de V, existem «a,...,qa, € R tais
que
U= o Uy + -+ + aply,.

Tomando o produto interno de « com u, temos
(u,ur) = a1 {ur, ur) + -+ + ap(un, ur) = ax,

pois a base € ortonormal. O resultado segue tomando o produto interno de u por
Ug, Usg, €tC.

Ex. Resolvido 12.38 Encontre as coordenadas de (1,1) € R? com relacdo

2, ) e (R, - ).

base formada por (5, o,
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Resolucao: Como a base em questdo é ortonormal, pela proposicdo anterior,
temos que

(1,1) = (L, 1), (% g»(% \/7—)+<(1,1),(£ —£)>(£ —Q)

=2 ( V2 ‘/_) (£ _\/_—)
T2 2 2
Desta forma as coordenadas de ( , 1) com relagéo a base acima sao

v)

O
Proposicao 12.39 Sejam V um espaco euclidiano e U = [uy, . . ., u,| o subespa-
¢co gerado por um conjunto ortonormal S = {uy, . .., u,}. Entdo, para qualquer

u € V o vetor dado por
v=1u— (u,up)u; — -+ — (U, Uy )y,

é ortogonal a todo w € U, isto é, v 1 U.
Além do mais, v = 0 se e somente se u = (u,uy)uy + -+ - + (U, Uy YUy, istoO €,
se e somente se u € [uy,. .., Uy).

Prova: Seja w € U. Podemos escrever w = Z;;l aju;. Precisamos mostrar

que (w,v) = 0, isto & (D7, ajuj,v) = > 7 a;(uy,v) = 0. Portanto, basta
verificar que (u;,v) = 0 paracada j = 1,...,n. Como uy,...,u, formam um
conjunto ortonormal, temos

(uj,v) = (uj,u — (U, ur)ug — -+ — (U, Up)Up)

= (uj, u) — (u, ur) (U, ug) — -+ = (U, Up) (U, Up)

= (uj, u) — (u, uz)(uj, uj) = (uj,u) — (u,u;) = 0.
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Proposicao 12.40 Sejam V um espaco vetorial e U um subespaco de V. Se u €
UeulU entdou = 0.

Prova: Como u € U e u é ortogonal a todo vetor de U, devemos ter ||u||* =

(u,u) =0, ou seja, u = 0.
|

Proposicao 12.41 Sejam S = {uy,...,u,} e R = {v1,...,v,} conjuntos or-
tonormais de um espago euclidiano V tais que [S| = [R]. Entdo, para u € V,
temos

(uyug)ug + -+ + (U, up )y = (u, v1)v1 + -+ + (U, Uy) Oy
Prova: Seja u € V. Coloque U = [R| = [9],

wy =u — ((u,up)uy + -+ + (U, up)uy)

wy =u — ({(w,v1)vy + -+ + (U, v,)0,) .

Pela proposi¢do [12.39] w;, we LU. Logo, para todo w € U, temos (w; —
wa, w) = (wy,w) — (wa, w) = 0, isto &, (wy — ws) LU.
Note também que

wy — wg = (u,v1)vy + -+ -+ (U, V)V, — ((uyur)ug + -+ + (u, up)u,) € UL
Segue da proposic¢ao [12.40|que wy — wy = 0, isto €,
(uyug)ug + -+ + (U, up )ty = (U, v1)v1 + -+ + (U, V) Oy
|

Defini¢ao 12.42 Sejam S = {uy,...,u,} C V um conjunto ortonormal de um
espaco euclidiano Ve U = [uy, ..., u,]. Se u € V, o vetor

(uy,uphug + -+« + (U, uy)up

€ chamado de projecdo ortogonal de u sobre o subespaco U.
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Observacao 12.43 Se v € V' é um vetor ndo nulo entio S = { H—ZH} é um con-

Junto ortonormal. Assim, se u € V, a projecdo ortogonal de u sobre [S] nada
mais é do que o vetor

v, (u,v)

w = (u ) = :
el ol ol

Neste caso, w é chamado de projecdo ortogonal de u sobre v.

Ex. Resolvido 12.44 Com relacdo ao produto interno usual de R?, verifique que
o0s vetores u; = (\/Lg, —\/ig, \/ig) euy = (\/i?, \/Lﬁ, 0) formam um conjunto ortonor-
mal e encontre a projecdo ortogonal de u = (2,3, 1) sobre o subespaco gerado
por uy e Us.

Resolucao: Claramente,

Também,
1 1 1 1 1

vs) = 5 5~ GAva T A

Assim, a projecdo ortogonal de u = (2,3, 1) sobre [uy, us| é

0.

w = (u,upyuy + (u, ug)usg

— (23,1~ %»(%, —%, %)
(2,3.1), (=, 2 o, oy = (2,20
+< 5y )JE?E? (57_27 - 57_v )
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Ex. Resolvido 12.45 Considere &5(R) com o produto interno dado por

(p,q) :/0 p(z)q(z) dz.

Encontre a proje¢do de p(x) = 1 4+ x + 2% + x3 sobre [q(x)] = [2* — z].

Resolucao: Temos

||q||2=/ ($3—x)2dx:/ i atyde = T O 2
0 0

1
<p,Q>—<1+x+x2+:r3,:c3—x>—/ (1+2+2% +2%)(2° — 2)do
0

1
= / (—x — 2+ 2° + 2%) do = —11/21.
0
Assim a projecdo ortogonal de p(z) sobre ¢(z) é

11 105

TR (2% —2) = —— (2% — 2).

r(z) =

12.6 Processo de Gram-Schmidt

A demonstracio do proximo teorema fornece um método para se conseguir uma
base ortonormal de um espaco euclidiano a partir de uma base dada.

Teorema 12.46 Todo espaco euclidiano de dimensdo finita possui uma base
ortonormal.
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Prova: A prova € por inducao sobre a dimensdo do espaco.
Seja V' um espaco euclidiano de dimensao finita. Se dim V' = 1 entdo existe
vy € V, tal que V' = [v;]. Como v; # 0, tomamos

U1

ol

uy =

e, dessa forma, {u;} € um conjunto ortonormal e V' = [u], ou seja, u; forma
uma base ortonormal de V.
Se dim V' = 2 entdo existem vy, v € V tais que V' = [vy, v5]. Coloque
U1

Uy = 7.
F

Nosso trabalho se resume em encontrar um vetor ortogonal a u; e que tenha
norma 1. Primeiramente vamos encontrar um vetor ortogonal a u;. Ora, pela
proposicao [12.39] basta tomarmos u, = vs — (vg,u;1)u;. Note que uy # 0,
pois v; e vy sdo linearmente independentes. Resta agora normalizar ul, isto é,
definimos

Uy

Uy = 7
©

€ entao
U1 Vg — <Uz,U1>U1

o] [vg — (v2, u1)u |

formam uma base ortonormal de V.

Dado n € N, suponha que tenhamos provado o teorema para todos os espa-
cos euclidianos de dimensdao n — 1. Queremos provar que o mesmo ¢ verdade
para todo espaco euclidiano de dimensao n.

Se dim V' = n > 2 entdo existem vy, ..., v, € V que formam uma base de
V. Note que U = [vy, ..., v,_1] é um subespaco de V' de dimensdo n — 1. Desse
modo, usando a nossa hipétese de indugao, € possivel tomar uma base ortonormal
de U. Chamemos estes vetores da base ortonormal de U por uq, . . ., u,_1. Como
v, ¢ U entdo, pela proposicao[12.39] o vetor

Uy

ul, =V — (U, up)uy — -+ — (U, Up—1)Up—1
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€ ndo nulo e ortogonal a todos os elementos de U (portanto, ortogonal a ug, . . .,
Uy,—1). Para finalizar, tomamos como base de V' os vetores

Uty. ooy Up—1,Up
sendo
. U;L _ Up — <Un7 U1>U1 — <Un,Un—1>Un—1
Up = 77 = )
Tl ™ Tom — (O, trys — = — (U 1)t |

Observacao 12.47 No caso de um espago euclidiano tridimensional, se vy, v,
v formam uma base, entdo uma base ortonormal deste espaco pode ser dada
pelos vetores

U1
Uy = 17—

[[o1]]
vy — (g, U1 ) Uy
vz = (v, ur)u |

Ug =

U3 — <U3, U1>u1 - <U3, U2>U2

B ||U3 - <U3,U1>U1 - <U3,U2>U2||.

us

Ex. Resolvido 12.48 Encontre uma base ortonormal de &75(R) munido do pro-
duto interno (p,q) = fol p(z)q(z) dz.

Resolucao: Usaremos o processo de Gram-Schmidt para construir uma base or-
tonormal a partir da base formada pelos polindmios 1,z e 2%. Temos

1
1)) :/ 1dr =1
0

e colocamos p; (x) = 1. Seguindo o processo, definimos

x— (z,1)1

P2) = G T
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ei= [aw=l e poppup= @ dpa]
:U,—Oxx—zea: x, —Oxz T=15

Assim, py(2) = V/12(x — 1) = v/3(2z — 1). Por fim, colocamos

I Cat® Y2 B G V3(2z — 1))V/3(2z — 1)
22 — (22, 1)1 — (22, V/3(2z — 1))V3(2z — 1)||’

<$2’1>:/01x2d1“=%7 (2%, V/3(20 — 1)) f/ (20— 1)d :\%5

e
1
2% — (2%, 1)1 = (2*,V3(2z = 1))V3(2z — D|I* = ||2” — 2z + gll2 =
! 1 1
2 2
= — —)“d —.
/0 (2° —x + 6) =150
Assim,

1
p3(r) = V180(2® — x + 6) V5(622 — 62 4 1).
Desta forma, uma base ortonormal de &%, (R) é dada por
pi) =1,  pz)=V32z—1) e  ps(z)= V562" — 6z +1).

OJ

Ex. Resolvido 12.49 Encontre uma base ortonormal de

W ={(z,y,2) € R* x — 2y = 0}.
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Resolucao: Note que (z,y, z) € W se e somente se

(x7 y7 Z) - (2y7 y? Z) = y(27 17 O) + 2(07 07 1)'

Desta forma (2,1,0) e (0,0, 1) formam uma base de .

Tomaremos como u; = (0,0, 1), pois este vetor € unitario (tem norma 1).
Pelo processo de Gram-Schmidt, u, é a projecio ortogonal unitdria de (2,1, 0)
sobre 11, isto é

(2,1,0) — ((2,1,0),(0,0,1))(0,0,1) (2,1,0) 2 1

2= 2 L0) {(2.1,0).0.0.0)0.0.0] T2 Lo~ V5 V5

Ex. Resolvido 12.50 Encontre uma base ortonormal de
W ={(z,y,2,t) e R 2 +y + 2+t =0}
Resolucao: Temos que (x,y, z,t) € W se somente se
(x,y,2,t) = (—y — 2z — t,y, 2,t)

= y(—1,1,0,0) + 2(—1,0,1,0) + t(—1,0,0,1).

Como (—1,1,0,0), (—=1,0,1,0) e (—1,0,0, 1) s@o linearmente independentes,
segue-se que formam uma base de WW. Coloquemos

(-1,1,0,0) 11
U = — " = (——— —0,0).
oo - Ty v Y
. (—1,0,1,0) = {(~1,0,1,0), (~75: 75,0, 0)) (= 75 75,0, 0)
, =
I(=1,0,1,0) = {(=1,0,1,0), (- &5, %5,0,0)) (=%, 55,0,0)]
(-3.-3.10) 1
= = —(-1,-1,2,0)
=3, -3. 1.0l V6
u (—1,070, ].) - <(—1,070, 1),U1>U,1 - <(—170,O, 1),U2>U2
3:

||(_]-70707 ]-) - <(_]—70707 1),U1>U1 - <(_17070’ 1),U2>U2||
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em que

BRI U
V2IV2TTT 2

((=1,0,0, 1), u5) = {(—1,0,0, 1), —= (=1, 1,2, 0)) =

V6

((=1,0,0,1),u1) = ((—=1,0,0,1), (

5l

Assim,

(—1,0,0, 1) — <(—1,0, 07 1),U1>U1 — <(—1,0,0, 1),U2>U2

1 1 1 1 1

= (=1,0,0,1) — —=(——=, —=,0,0) — —=——(—1,~1,2,0

( ) \/5( NG ) \/6\/6( )

1 1 11 1 1 1 1
= (=1,0,0,1) + (=, —=,0,0) + (=, =, —=,0) = (—=, —=, —=, 1),
( ) ) b )+<2’ 2’ ) )+(676’ 3’ ) ( 37 37 37 )

Desta forma,
<_%7_%7_%71) 1 1 1 1
Uz = :—\/5(——7——7——,1),

12.7 Complemento Ortogonal

Definicao 12.51 Sejam V' um espaco euclidiano e U um subespaco vetorial de
V. O complemento ortogonal de U é o conjunto

Ut={veV;(uv)=0, YucU}
Proposicao 12.52 U~ é um subespago vetorial de V.

Prova: Temos 0 € U~ pois (0, u) = 0 paratodou € U. Se v,w € Ut e a € R,
entdo para todo u € U, temos

(v+ aw,u) = (v,u) + a{w,u) = 0.

Portanto, v + aw € U™.
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Observacao 12.53 Se V tem dimensdo finita entdo u € U+ se e somente se u é
ortogonal a todos os vetores de uma base qualquer de U.

Ex. Resolvido 12.54 Encontre U+ se U = {(z,y,2) € R*; z —y — 2 = 0}.

Resolucgao: Temos (x,y,z) € U se somente se (z,y,2) = (y + 2,y,2) =
y(1,1,0) + 2(1,0,1). Vemos que (1,1,0) e (1,0, 1) formam uma base de U.
Assim, (x,y,2) € Ut se somente se

<(x,y,z),(1,1,())) =0 ¢ ((x,y,z),(1,0,1)> =0,

ou seja,

r+y=0
— (r,y,2) =x(1,—1,—1).
{HZ:O (2,,2) = o )

Assim,
Ut =[(1,-1,-1)].
L]

Teorema 12.55 Sejam V' um espaco euclidiano de dimensdo finita e U um su-
bespago vetorial de V. Entdo V = U & U+,

Prova: Dado v € V, seja w a projecdo ortogonal de v sobre U. Temos v =
w + (v — w) e pela proposi¢do[12.39, w € U e para todo u € U, (v — w, u) = 0,
ouseja, v € U + UL

Agora, se u € U N U~ entdo (u, u) = 0 e, portanto, u = 0.

12.8 Isometria

Definicao 12.56 Sejam U e V espagos euclidianos. Dizemos que T € £ (U, V)
é uma isometria se (T'(uy), T (ug)) = (uy, us) para todo uy,us € U.

Observacao 12.57 Note que os produtos internos acima, embora representados
pelo mesmo simbolo, sdao produtos internos de V' e de U, respectivamente.
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Exemplo 12.58 (rotacio) 7' : R? — R? dada por
T(x,y) = (xcos —ysend, zsenb + ycosb)
¢é uma isometria, com 0 € R.

De fato,
<T(x17 yl)u T(l‘m y2)>

= ((z1 cosf — yy;sen b, zq sen O + y; cos ),

(29 cos — yasen b, xosen d + yy cos b))

= 7172(cos? 0 + sen ?0) — y,79(— cos O sen d + cos O sen 0)

— 2192(cos @ sen @ — cos f sen 0) + y1y2(cos® 6 + sen *6)

= 2122 + 11y2 = ((T1, 1), (T2, Y2))-

Teorema 12.59 Sejam U,V espagos euclidianos e T € £ (U, V). Sdo equiva-
lentes:

1. T ¢é uma isometria;

2. ||IT(w)| = ||u|| para todo u € U;

3. ||T(u) — T(v)|| = ||u— vl para todo u,v € U,

4. Se {uy,...,u,} C U éortonormal entdo {T(u,), ..., T(u,)} € ortonor-
mal emV.

Prova: (1 = 2) Como 7' é uma isometria temos que (T'(u),T'(v)) = (u,v)
para todo u, v € U. Em particular, tomando © = v, obtemos

IT ()" = (T (u), T(w)) = (u, u) = [Jull*,

ou seja, || T'(u)[| = [|ul].
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(2 = 3) Paratodo u,v € U, temos
1T (w) = T()[| = IT(w =)} = lu— .
(3 = 1) Note que
1T (w) + T ()| = T (u) = T(=v)[| = [lu = (=v)l = [Ju+ vl
Pela proposigao[12.21] temos

(T'(u), T(v)) = }L(IIT(U) +T ) = 1T (w) = T()|)

1
= 7 (w0l = flu = vl*) = (w,v).

(1 =4) Se {uy,...,u,} ¢ um conjunto ortonormal de U entdo, como 7" é
uma isometria, temos

1, sei=3

(T(wi), T(uy)) = (ui, uj) = {O it

ou seja, {T'(uy),...,T(u,)} € um conjunto ortonormal.
(4 = 1) Seja uyq, . .., u, uma base ortonormal de U. Por hipétese, T'(u;),
..., T(u,) formam um conjunto ortonormal. Dados u, v € U, escrevemos

U= aoaquy + -+ a,u,

U:ﬁlul—"""f_ﬂnun
€ obtemos

n n

(T'(u), T(v)) = ( Z aT(uw), Y BT (u)) =Y ¥ (T (u;), T(u;))

=1 j= i=1 j=1

n
= Z Oéz‘ﬁz’-
i=1
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Por outro lado,

n n

(u,v) = (Z@i% Zﬂjuﬂ =Y aifi(ui,uy)

i=1 j=1

n
= Z Oézﬂz’-
i=1

Comparando as expressdes acima, concluimos que 7' € uma isometria. 1
Corolario 12.60 Se T' € £ (U, V') é uma isometria entdo T € injetora.
Prova: Basta ver que se 7'(u) = 0 entdo ||u|| = ||T'(u)|| = 0, portanto, u = 0. §

Corolario 12.61 Se T' € Z(U,V) é uma isometria e dimU = dim V entdo T
€ um isomorfismo.

Prova: Como U e V t€ém a mesma dimensdo e 7' € injetora, segue-se que 71" é
uma bije¢do, isto €, um isomorfismo. ]

Ex. Resolvido 12.62 Seja T' € R? tal que a matriz de T com relacdo a uma
base ortonormal de R? é dada por

(1)

Resoluc¢io: Vejamos, se u, v é uma base ortonormal de R? e

a b
c d
¢ a matriz de uma isometria S com relacdo a esta base entao pelo teorema anterior

|S(w)]| = ||S(v)|| = 1. Além do mais, (S(u),S(v)) = 0. Como S(u) = au+ cv
e S(v) = bu + dv, terfamos

T é uma isometria?

a?+c=1
V+d=1
ab+cd=0
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Deste modo, 7' ndo pode se uma isometria pois, por exemplo, 12 + 22 =5 # 1.
O

Vejamos como fica a matriz de uma isometria 7' € .2 (U) com relagdo a uma
base ortogonal B = {uy,...,u,}. Seja M = [T = (a;;). Como

T(U]) = CL1]’U1 + -+ anjun,
obtemos

1, sei=7

a1i01j + -+ apiang = (T(w;), T'(uz)) = (i, ug) = 055 = C
0, sei#j

ou seja, as colunas da matriz M quando vistas como vetores do R™ sdo ortonor-
mais.

Vale observar também que
MtM = (alialj 4+ -4+ am-anj) = ]n

Uma matriz quadrada com a propriedade acima € chamada de matriz ortogonal.

Exercicio 12.63 Sejam A, B € M, tais que AB = I,,. Mostre que BA = I, e,
portanto, B = A~L.

Com base no exercicio acima, vemos que se M € M,, € uma matriz ortogonal
entdo MM = MM = I, e, portanto, M ~' = M?. Observe que a equacio
MM = I, nos diz que as linhas da matriz M quando vistas como vetores do
R™ sdo ortonormais.

Se M ¢ ortogonal entao

(det M)? = det M det M = det M*"det M = det M'M = det I,, = 1,

isto é, | det M| = 1.
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12.9 Operador Autoadjunto

Definicao 12.64 Sejam U um espaco euclidiano e T € £ (U). Dizemos que T
é um operador autoadjunto se (T'(u),v) = (u, T (v)) para todo u,v € U.

Ex. Resolvido 12.65 Seja T € £ (R?) dado por T(x,y) = (ax + by, bx + cy).
Verifique que T' é um operador autoadjunto.

Resolucao: Temos

(T(x,y),(z,1t)) = ((ax + by, bx + cy), (2,1)) = axz + byz + bxt + cyt.
Por outro lado,

(z,v),T(2,1)) = ((z,y), (az + bt, bz + ct)) = axz + bt + byz + cyt.
Comparando as expressdes vemos que

<T<J], y)v (Zv t)) = <(ZE, y)’ T(Z’ t)>

OJ

Note que a matriz do operador do exemplo anterior com relacdo a base

candnica € uma matriz simétrica. Isto, como diz o pr6ximo teorema, nao é uma
simples coincidéncia.

Teorema 12.66 Seja U um espaco euclidiano de dimensdo finita. Entdo, um
operador T' € £ (U) é autoadjunto se e somente se a matriz de T’ com relagdo
a uma base ortonormal de U for simétrica.

Prova: Sejam {u, ..., u,} uma base ortonormal e A = (a;;) a matriz de 7' com
relacdo a esta base.
Temos
T(ug) = ajpuy + -+ + apgtin, (12.67)

paratodo k =1,... n.
Tomando o produto interno de(12.67{com k = ¢ com o vetor u;, obtemos

<T(UZ),UJ> = ah-<u1,uj> 4+ + am<un,uj> = Clji. (1268)
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Por outro lado, tomando o produto interno de w; com 7'(u;) temos
<Ui, T(U]» = CLU(ui, U1> + -+ anj<ui, Un> = Qyj. (1269)

Suponha que 7' seja autoadjunto. Queremos mostrar que a;; = a;;. Como T’
¢ autoadjunto, segue de[12.68|e de[12.69|que a;; = a;;.

Reciprocamente, suponha que a matriz (a;;) de 7' com relagio a uma base
ortonormal, w1, . .., u, seja simétrica. Devemos mostrar que

(T'(u),v) = (u, T(v)).

Note que se
U= oaquy + -+ a,uy,

’Uzﬁlul‘i_"'_'_ﬁnum

entdo, como o produto interno € linear em cada variavel e a base acima € orto-
normal, temos

(T(u),v) = <Z T (u;), Z Bju;) = Z Z ;i Bi(T (ui), uj)
e, analogamente,
(u, T(v)) = Z Z ;B (ui, T'(uy)).

Desta forma, basta mostrar que (7"(u;), u;) = (w;, T'(u;)). Como (a;;) é a matriz
de 7" com relag@o a esta base, temos por e que

(T'(ui), uj) = (ui, T(wy)),
como queriamos. 1

Teorema 12.70 Se T' € £ (U) é um operador autoadjunto e se \ e i sd@o auto-
valores distintos de T’ entdo os autovetores correspondentes sdo ortogonais.
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Prova: Sejam u e v autovetores correspondentes a A e  respectivamente. Temos

(A = p){u, v) = (A, v) = (u, po) = (T(u),v) = (u,T(v)) = 0

pois T' é autoadjunto. Como A # i, segue-se que (u, v) = 0. |

Finalizamos este capitulo com o seguinte resultado que provaremos apenas
no caso bidimensional. O caso unidimensional € trivial. Para a prova no caso
geral, indicamos a leitura do livro Algebra Linear, de Elon L. Lima, Colegio
Matematica Universitaria [L].

Teorema 12.71 Sejam U um espago euclidiano de dimensdo finitae T' € £ (U)
um operador autoadjunto. Entdo existe uma base ortonormal de U formada por
autovetores de 'I'. Note que todo operador autoadjunto é diagonalizdvel.

Prova do caso bidimensional: Seja u, v uma base ortonormal de U. Sabemos
pelo teorema|12.66/que a matriz de 7' € simétrica, ou seja, da forma

A= (Z ﬁ) .
Desta forma, o polindmio caracteristico de 7" € da forma
pr(A) = A — (a + )\ + ac — b2
Como
(a+c)* —4(ac —b*) = a® + & — 2ac+ 4b* = (a — ¢)* + 4b* > 0

vemos que pr(A) s6 apresenta raizes reais. Sea = ceb = 0entdo A =alea
propria base u, v serve para provar o teorema.

Agora, se a # cou b # 0 entdo pr(A) possui duas raizes reais distintas, isto
é, T apresenta dois autovalores distintos. Pelo teorema[I2.70|os autovetores cor-
respondentes sdo ortogonais. Basta tomar como base dois autovetores unitdrios
correspondentes a cada um dos autovalores.
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12.10 Exercicios

Ex. 12.72 Verifique, em cada um dos itens abaixo, se a aplicag¢do ( , ) é um
produto interno no espago vetorial V.

1.V =R u= (z1,91), w = (T2,92) e (u, w) = 22125 + 4y19o.

2. V=25(R), p(t) = ap + art + ast® + azt?, q(t) = by + bit + bat® + bt
e (p,q) = agho + ai1by + azby + azbs.

3. V=M, A B € Mye (A, B) =tr(A'B), sendo tr(A) é o traco de A.
4. V=R u= (1,1, 21), w = (T2, Y2, 22) € (u, w) = 122 + Y132

5 V=R u= (21,51, 21, 11), w = (@2, Y2, 22, 2) € (u, w) = 2122 + Y12 +
Z1%9 — tth.

Ex. 12.73 Para cada um dos itens abaixo determinar;
a) {u,v) b) ||ull, ||v]] ¢) o dngulo entre u e v.
1. V =R3, com o produto interno usual, u = (1,2,1), v = (3,4, 2).

2. V. = P(R), com produto interno (p, q fo t)dt, u = p(t) =
1+t +4t% v =q(t) = 2 + 5¢t2.

3. V.= My, com produto interno (A, B) = tr(A'B), A = < 411 122 )
g —1
B= ( 43 ) '

Ex. 12.74 Em cada um dos itens abaixo determinar d(u,v).
1. V. =R* com o produto interno usual, v = (1,1,1,1),v = (1,0, 2, 3).

2. V.= P(R), com produto interno (p,q fo Hydt, u =1+t
v =3t 4 3¢%
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3. V = Ms, com produto interno (A, B) = tr(A'B),

1 2 3 1 21
U = 4 5 6 e v= 0 0 1
1 11 2 2 2

Ex. 12.75 Verifique se o subconjunto S do espaco com produto interno V' é or-
togonal.

1. V =R3, com o produto interno usual , S = {(0,1,1), (1,1,0)} .
2. V = P5(R), com produto interno (p, q fo t)ydt, S = {t t*}.

3. V = Ms, com produto interno (A, B) = tr(A'B),

g_ 10 0 1 00
n 00/)’\01/)°\10 '
Ex. 12.76 Com relacdo ao exercicio anterior, quais conjuntos sdo ortonormais?

Ex. 12.77 Determinar uma base ortonormal para cada um dos subespacos ve-
toriais W do espaco com produto interno V' abaixo, utilizando o processo de
Gram-Schmidt.

1. V = R?, com o produto interno usual ,

W =](1,1,0,0),(0,1,2,0),(0,0,3,4)].

2. V.= P5(R), com produto interno (p,q fo tydt, W =[1,1+
t,t?].

3. V = Ms, com produto interno (A, B) = tr(A'B),

=[5 8)- (3 1) )]
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Ex. 12.78 Determine m € R de modo que T : R® — R3 dada por

2 1 1

1 1
T(z,y,2)=(—F=x+—7=y+mz, — 7 +%y—%z,—ﬁw+ﬁz)

R

seja uma isometria.

Ex. 12.79 Determinar uma isometria em &5(R) cuja matriz em relagdo a base

11
iz v

candnica é 0 0 1 | (comzx,y,z € R devem ser determinados).
r Yy 2z

Ex. 12.80 Verifique se T : My — My dada por T(A) = A, A € My, é uma
isometria.

Ex. 12.81 Mostre que o conjunto infinito
{1, cos x, cos 2x,cos 3z, ..., senzx, sen2x, sen3x, ...}

é um conjunto ortogonal no espago das fungées continuas C([0,27],R) com
relacdo ao produto interno (f, g) fo z)dr.

A partir do conjunto acima encontre um con]unto ortonormal deste espago.
Conclua dai que C (|0, 27|, R) tem dimensdo infinita.
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