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Questdo 1 (3,5 pontos). O sistema ilustrado na figura é constituido por uma
placa rigida e homogénea OABCD, de centro de massa G e peso P, e também
pelas barras rigidas BE e BF de peso desprezivel e articuladas em suas extre-
midades. Note que a barra BE estd contida no plano Oyz, enquanto que a barra
BF esta contida no plano Oxy. Além disso, a placa é vinculada por dois anéis
ideais nos pontos O e A. E ainda aplicada sobre a placa uma forca (-Qi, G).
Considerando a geometria da placa, bem como as dimensées e o sistema de
coordenadas dado, pede-se:

a) (0,5) obter o vetor posigdo (G — O) do centro de massa da placa OABCD;

b) (0,8) o diagrama de corpo livre (DCL) da placa OABCD;

) (0,2) listar quais das forgas indicadas no DCL da placa produzem momento
ndo nulo com respeito ao eixo Oz;

d) (1,0) escrever o sistema de equagées de equilibrio estético da placa;

d) (0,6) resolver o sistema de equagdes, obtendo a expressdo de todas as com-
ponentes de reagdo;

d) (0,4) dizer se as barras BE e BF sdo ou ndo barras de trelica, e em caso afirmativo, dizer se estdo sob tracdo ou
compressdo, justificando sua resposta com base nos resultados obtidos nos itens anteriores.

Questdo 2 (3,0 pontos). Um mecanismo é composto por dois discos rigidos idén-
ticos de raio R, que podem rolar sem escorregar sobre uma superficie plana
horizontal fixa, e por uma barra rigida AB de comprimento 2R que tem cujas
extremidades encontram-se articuladas as periferias de cada um dos discos. Sa-

bendo que o disco de centro O tem velocidade angular ; = 1K constante, pede-se
para a configuracdo mostrada na figura:

a) (0,6) os vetores posicao (C; —O) do centro instantaneo de rotagao (CIR) do disco
de centro O, (C, — O) do CIR da barra AB e (C3 — O) do CIR do disco de centro Q.
b) (0,6) os vetores velocidade V4, Vg e Vg dos pontos A, B e Q, respectivamente;

c) (0,6) os vetores velocidade angular &, da barra AB e &3 do disco de centro Q.

d) (0,6) os vetores aceleragdo angular a; da barra AB e @3 do disco de centro Q.

e) (0,6) os vetores aceleracdo da, ap e dg dos pontos A, B e Q, respectivamente;

Questdo 3 (3,5 pontos). No sistema ilustrado na figura, o disco homogéneo de centro G,
raio R, massa m, momento de inércia Jg, = mR?/2 pode rolar sem escorregar sobre uma

parede vertical. Sobre o disco atua um momento MKk constante. Conectando o centro G do
disco ao ponto A fixo, ha uma mola elastica linear de constante k e comprimento natural
Ip = 3R. Admita que o sistema parte do repouso da configuragdo indicada na figura (yg = 0),
que os efeitos dissipativos sejam despreziveis e que o sistema de coordenadas fornecido
esteja fixo a um referencial inercial.

a) (0,5) os diagramas de corpo livre (DCLs) do disco nas configuracdes yg = 0 e yg = —3R;

b) (1,0) o vetor velocidade angular & do disco ao atingir a configuragdo yg = —3R.

¢) (0,8) os vetores de aceleragdo angular & do disco nas configuragdes yg = 0 e yg = —3R;

d) (1,2) determinar o menor valor de coeficiente de atrito estatico y entre o disco e a superficie, consistente com a
condicdo de rolamento sem escorregamento nas configuragdes yg = 0 e yg = —3R.
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Questdo 1 (3,5 pontos)

Distribuigao de pontos:
(a) 0,1 para cada componente correta em x e z, e 0,3 para a componente em y correta.
(b) 0,1 para cada forca representada corretamente no DCL (6 reativas e 2 ativas).

() 0,1 por identificar cada forga correta. Desconto de 0,1 para cada forga incorreta colocada na resposta, com limite
inferior de nota 0 no item.

(d) 0,1 por montar um sistema com 6 equagdes. 0,1 para cada equagdo correta em forcas, 0,2 para cada equacao
correta em momentos.

(e) 0,1 para cada componente correta de reagdo.

(f) 0,1 para cada justificativa correta de cada barra sobre ser barra de trelica e 0,1 para cada identificagdo correta de
tragdo ou compressao.

Resolucgao:

(a) Uma vez que a placa estd contida no plano yz, sabe-se que a coordenada x de G é zero. Além disso, por simetria,
a coordenada z de G vale 9b/2. Por fim, sendo y a coordenada y de G tém-se, compondo as dreas do quadrado
OABS e do triangulo BCD:

_9b-9b- %2 +39b-9b (9 +3b) _ 21b-39b-9b

Yo = 9b - 9b + 19b - 9b 3-19p.9p

Com isso:

G—O=(0,7b,92—b)

(b) O diagrama de corpo livre estd indicado abaixo:
Fpp
Fpp

Q/IP ¢

(c) As tnicas forgas que produzem momento com respeito ao eixo Oz sdo a forca aplicada (-Q1, G) e a forca F e AS
demais forcas sdo paralelas ao eixo Oz ou tem linha de a¢do passando pelo préprio eixo.

(d) Para a condigdo de equilibrio estético, as trés equagdes obtidas das componentes de resultante séo:

2
Ri=0= Ox+Ax—Q—FBF§=O
V2 V2
Ry=0=> Oy+Ay_FBE7_FBF7:O
2
R,=0= FBEg—on




ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Departamento de Engenharia Mecanica

Ja devido ao somatério de momentos usando o polo O, tém-se:

2 2
M, =0=|-9bA, - 7bP+9bFBF§ +9bFBE§ =0
V2 9%
My =0= 9be _9bFBF7 - 7Q =0
2
M,=0= 9bFBF§+7bQ=O
(e) A solugdo do sistema de equagdes fornece:
Fge = PV2
7V2
Fer =-Q—5~
Q
o, ==
* 2
7
Oy = §P
5
A =——
=150
2
Ay=5P-50Q

(f) Ambas as barras BE e BF sdo barras de trelica, uma vez que sdo articuladas nas extremidades e estdo sujeitas
apenas a forgas aplicadas nos pontos de articulagdo. No DCL, as forcas em ambas as barras foram adotadas
como positivas no sentido de tracionar cada barra. Assim sendo, pelos sinais dos resultados obtidos conclui-se
que a barra BE esta sob tragdo enquanto que a barra BF estd sob compressao.
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Questdo 2 (3,0 pontos)

Distribuigao de pontos:
(@) 0,1 por cada expressdo de vetor posicdo; 0,3 pela construcao geométrica correta.
(b,c) 0,2 por cada expressao vetorial correta; 0,2 pelo raciocinio.

(d,e) 0,2 por cada expressdo vetorial correta; 0,2 pelo raciocinio.

Resolugéo:

(a) Pela condigdo de rolamento sem escorregamento, os pontos de contato C;
e C3 dos discos com a superficie sdo os CIRs dos discos de centros O e Q,
respectivamente. A partir destes CIRs, pode-se fazer a construgdo geomé-
trica indicada na figura ao lado, que permite determinar as dire¢des das
velocidades dos pontos A e B e, consequentemente, o CIR C, da barra AB.
Ainda, observando que o tridngulo C1C,C3 € is6sceles e retangulo em Cy,
conclui-se que:

(C;-0) = —Rﬂ \(C2 ~0) =2R1+Rﬂ \(C3 —0) = 4RT-Rj

(b,c) Aplicando as equagdes de campo de velocidades ao disco de centro O e a barra AB, respectivamente:

‘7A=\7C1+(T)1/\(A—C1)=6+CO112/\(RT+RD = “_}A:wlR(__l)"'D‘

VA=V, +3 A(A=Cp) =0+wkA (-RT=R)) = —wpR(-1+]) = awp=-w1 = |&=-wk

Aplicando as equacdes de campo de velocidade a barra AB e ao disco de centro Q, respectivamente:

Vg =\_)IC2+(T)2/\(A—C2)=6—w11_<)A(RT—RD = ‘\7B=w1R(—Y—D‘

VB =§C3+(T)3/\(B—C3)=6+a)312/\(—RY+RT)=a)3R(—Y—T) = w3=w = ®3 = w1k

Aplicando a equacdo de campo de velocidade ao disco de centro Q:
VQ=§C3+(T)3A(Q—C3)=6+a)112/\(RT) = ‘_;Qz_wlRY
(d,e) Os pontos O e Q descrevem movimentos retilineos na direcdo do eixo x. Assim:

30 = —0{1RT= 0 e {-:iQ = —0{3RT

Aplicando as equagdes de campo de aceleracoes aos discos de centros O e Q e a barra AB, respectivamente:

da=30+0 A(A-0)—w?(A-0)=0+0-w?(RT) = |3a =-w’R1

dp=dq+d3 A (B—Q) - w3(B-Q) = —a3RT+ a3k A (-RT) —w?(-R7) = 3p = (0? — a3)RT— a3R]
ap=3a+ 02 A (B—A) —w}(B-A) = —wlRT+mk A (2R]) —0?(2RT) = & = (~30?)RT1+2mR]

Igualando as duas ultimas expressdes para a aceleragdo ag conclui-se que:

w% —a3 = —3w% = |oag= —40)%1(

—a3 = 20(2 = &2 = Zw%k

Finalmente:

ap = wIR(-3i+4)| e |dg=4wiRT
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Questdo 3 (3,5 pontos)

Distribuigao de pontos:

()
(b)

(c,d)

0,5 para o par de DCLs inteiramente correto ou 0,3 para o par de DCLs se houver até 2 componentes erradas.

0,2 pela aplicagdo correta do Teorema da Energia Cinética; 0,2 pelo calculo da variacdo da energia cinética; 0,2
pelo célculo da variagdo da energia potencial; 0,2 pelo célculo do trabalho do momento constante; 0,2 por &.

0,2 pela aplicagdo correta do Teorema da Quantidade de Movimento Angular em cada configuracdo; 0,2 por
cada expressdo correta de aceleracdo angular; 0,2 por cada equagdo correta do Teorema da Resultante em cada
configuracdo; 0,2 por cada expressdo correta para o valor minimo de p.

Resolucao:
| . y o ¥/ 2R
(a) A figuraaolado indica os DCLs solicitados. Observe que na configu- G G 2
racdo yg = 0, o comprimento damola é = 4R e, portanto, [—lp = R. Ja
a configuragdo yg = —3R, o comprimento da mola é [ = 5R e, portanto, 9 9
4 3
I —Ip = 2R. Note ainda que, nesta configuragdo, cos 6 = 5 esinf = 5 UG = 0 UG = -3R

(b)

(c,d)

Pode-se aplicar o Teorema da Energia Cinética ao sistema entre as configuragdes inicial yg = 0 e final yg = -3R.
Em termos de variacdo de energia cinética, tem-se:

1 ., 1. L%3R , 1mR? , 3 5,

AT = |= = == —— | -0==2

[2m|vG| + 2]sz o 2m(wR) + 5T O 0 4mR 1)
Em termos de variagdo de energia potencial, tem-se:

1 2 emmoK 1 2 1 2 3 2

AV = |mghg + =k(l - Iy) = |mg(-3R) + k(2R)"| — [0+ Zk(R)"| = -3mgR + —kR
2 Yo=0 2 2 2

O tnico esfor¢o ndo-conservativo que realiza trabalho é o momento constante Mk:

t t t
- o G M M M
= Mk - ok dt = M—=dt=— dt = —Asc = —(3R) =3M
./0 @ /0 R R/OUG gAse=RBR=3

Assim:

kM -
AT = —AV+W™ =  SmR? = 3mgR— SkRR+3M = az\/42-2—+4—1<
4 2 R m mR?

Observe que em ambas as configuragdes, a expressdo da aceleragdo do centro de massa dg do disco em fungéo

de sua aceleragdo angular & = ak é dada por: ag = —aR]. Assim, aplicando o Teorema da Quantidade de
Movimento Angular (polo G) e o Teorema da Resultante ao disco na configuragao yg = 0:

Jeza = Mg, mTRZa:FR+M oM 1 2[ M g~
mi =R =4 o2y = [Nk F=SRegm) =] e g]R
macy = Ry —maR =F —myg

Aplicando o Teorema da Quantidade de Movimento Angular (polo G) e o Teorema da Resultante ao disco na
configuragdo yg = —3R:

2
iy %a = FR+M
f;a_—RGZ = 8 =3 N—8kR F= 2M 2kR+1 a-2| M 6k+gE
Gx: X 0=—-kR-N =5 “~"3R 5 3mg O(—3 mR2 5m R
magy = Ry 6
—-maR=F + EkR —mg
Para satisfazer a condigdo de rolamento sem escorregamento:
S |F| . > max 2 M 1mg l 5 mg
=N = 3kR2 3 kR|’ 12kR2 1724 %R




