Instituto de Fisica
LISP

Fisica V - Aula 29

Professora: Mazé Bechara



Aula 29 — As ondas de particulas
materiais - interpretacoes.

1. Outros postulados da Mecanica Quantica.

2. Propriedades das funcoes de onda decorrentes da interpretacao
probabilistica de Max Born.

3. Funcao de onda de particula material — um exemplo.
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Mecanica Ondulatoria para a particula:
A Interpretacio Estatistica de Max Born

Ref. Enge, Wehr & Richards - Introduction to Atomic Physics

Postulado 01: o estado dinamico de uma particula pode ser descrito
por uma funcdo de onda espaco-temporal W¥(7,t) que permite
extrair (todas) informacgoes sobre a dinamica da particula.

Postulado 02: O que tem siginificado fisico direto nao sao as fungoes
de onda espaco-temporais W(#,t) , que podem até ser fungdes
imaginarias. O significado fisico esta na grandeza |y (7 ¢) |2.

O modulo ao quadrado da funcao de onda se relaciona com a
densidade de probabilidade, ou seja, no caso de movimentos vale a

relacao: R
dP(r,t)
dv

p(x,y,z,t) = = W@ t) |2 =¥P*F VYT, t)

dP(3,t) é a probabilidade de uma Gnica particula estar na posicdo 7°,
dentro do volume dv=dxdydz (em coordenadas cartesianas), no
instante t, por unidade de dV.
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Mecanica Ondulatoria Para A Particula:
A Interpretacao Estatistica De Max Born

Ref. Enge, Wehr & Richards - Introduction to Atomic Physics

Analogamente, para os movimentos bidimensional e unidimensional a
relacdo do moddulo ao quadrado da funcao de onda é com a densidade
superficial e a densidade linear de probabilidade, respectivamente:

ag(x,y,t) = dpgl’ 2 = W@ t) |? = P*# P (Ft)
Ax, t) = dP(x, t) = |¥(x,t) |2 = P*(x, )P (x, t)

dx

Postulado 3. Ha uma outra funcao de onda que também define o estado
dinamico da particula e a fungao de onda momento linear-temporal® (3, t)

que analogamente tem seu quadrado do modulo definido

dP(p,t) o
5 = |®(p, t)|* = @* (p,t)P(p, t)

por:

p(Pxr Dy, D2r t) =

p[obabilidade da particula ter momento linear » , dentro do volume
dp= dp,dp,dp,, por unidade de dp
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Mecanica Ondulatoria Para A Particula:
A Interpretacdo Estatistica De Max Born

Ref. Enge, Wehr & Richards - Introduction to Atomic Physics

Postulado 4. As fungoes de onda W(7,t)e ®(p,t) sao a transformada
de Fourier uma da outra, ou seja, ao se conhecer uma a outra pode ser
determinada pela transformada de Fourier. O vinculo entre as duas
funcoes de onda vem das relacoes de incerteza, que relaciona a
indeterminacao de cada coordenada com o momento linear naquela
direcao.

Postulado 5. Quando se descreve a dinamica da particula pelas
fungdes de onda espaco real W(#,t) as grandezas fisicas que
dependem somente da posicao sao representadas pelas
mesmas funcoes que na Fisica classica.
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Mecanica Ondulatoria Para A Particula:
A Interpretacdo Estatistica De Max Born

Ref. Enge, Wehr & Richards - Introduction to Atomic Physics

Postulado 6a. Quando utilizadas as funcoes espaco-temporais,
a velocidade deve ser representada por operador diferencial:

Vetorialmente: . - ~ - o . o —
p=pi+p,J+pk=—ih—1-ih—j-ih—k
OX oz
Em Componentes:
0 s _ _ix O A 0
0. =—1h— py__lh_ P =—1h—
A OX Z 0z

Postulado 6b. As grandezas fisicas que dependem da velocidade
também devem ser representadas por operados construidos a partir
das expressoes classicas que definem a grandeza fisica,
substituindo o momento linear pelo operador diferencial
acima.
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Mecanica Ondulatoria Para A Particula:
A Interpretacao Estatistica De Max Born

Ref. Enge, Wehr & Richards - Introduction to Atomic Physics

Razao dos Postulados 6a: O valor esperado ou valor médio do
momento linear obedece a seguinte relacao:

<p>=[[[(p,i + p,T+ p,K)p(p,t)| dp,dp,dp, =

todop,, pep;,
= ([ v E LT —in D T —in C Ky (r.tdxdydz
todoespaco OX 8y oz

Interpretacao fisica. a média € o resultado que a teoria prevé para
varias medidas da grandeza fisica no mesmo estado quantico.
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Mecanica Ondulatoria Para A Particula:
A Interpretacao Estatistica De Max Born

Ref. Enge, Wehr & Richards - Introduction to Atomic Physics

Razao dos Postulados 6b: O valor esperado ou valor médio dde
uma grandezas fisicas que dependem do momento linear
obedecem as seguintes relacdes quando usado o operador momento
linear das transparéncia santeriores:

Grandeza vetorial:

<f(m>=[le(a.t) F(mdpdp,dp, = [l (F.Of () (F.t)dxdlydz

todop py P, todoespaco

Grandeza Escalar:

<f(@>=[[l#(.0] f(Bdp,dp,dp, = [[fy"(F.O)f (B (F,t)dxdydz

todop,py P, todoespaco

Interpretacao fisica: a média € o resultado que a teoria prevé para
varias medidas das grandezas fisicas no mesmo estado quantico.
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Mecanica Ondulatoria Para A Particula:
A Interpretacao Estatistica De Max Born

Ref. Enge, Wehr & Richards - Introduction to Atomic Physics

Postulado 7. Se a grandeza fisica depender da posicao e do
momento linear, como por exemplo, 0 momento angular, vale a
mesma regra de construcao de operador da grandeza fisica, e
o operador dependera de posicao e de operadores diferenciais de
pOSicao.

Determine o operador momento angular!

Obs. nessa disciplina so usaremos a funcao de onda
no espaco real Y(v.t) ja que trabalharemos com a
mecanica quantica no formalismo de Schroedinger
(Aguarde!).
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Mecanica Ondulatoria Para A Particula:
A Interpretacdo Estatistica De Max Born

Ref. Enge, Wehr & Richards - Introduction to Atomic Physics

Postulado 8: Quando uma grandeza fisica (F) (obedece a equacao do

" FGEPY®E ) = ¥R ¢)

e a constante f, for real, se interpreta que a grandeza fisica F
no estado descrito pela funcao de onda ¥ € uma constante de
movimento, ou seja, F nao muda de valor, e este valor
(constante) da grandeza fisica é f, em qualquer medida. Essa
definicao vale da mesma forma para grandezas vetoriais.

Obs. Esta equacdo e a equacdo da autovalor e a funcido e
chamada de auto-funcao na matematica. Mas na matematica o
autovalor pode ser imaginario.
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A equacao basica da Mecanica Quantica
no formalismo de Schroedinger

Postulado 9. A equacao basica da meacanica quantica (nao
relativistica ) @ a equacao de Schroedinger:

H¥(F,t) =[E. +U (F,t)]w(F,1) = ih%{f(r,t)

‘Usando o postulado 5 para determinar o operador energia
cinética:
hz

{——v LU (FOM(T 1) = {|h—}‘{J(r t)

No caso partlcular de movimento unldlmensmnal.

{— fm ;( 4 U(x,t)} w(X.1) = ih%w(x,t)

A _equacao de Schroedinger é compativel com o principio de
incerteza ou de indeterminacao de Heisenberg e com as
telacoes de de Br oglie. Fisica V - Professora: Mazé Bechara




A equacao de Schroedinger para todas as
particulas em movimento nao relativistico

{—%V +U(r,t)}T(r,t)—{Iha}\P(r,t)
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Erwin Schroedinger, fisico austriaco (1887-
1961) premio Nobel de Fisica de 1933




A denamica de qualquer particula quantica
nao relativistica no formalismo de

Schoedinger
« O gue é resolver a dinamica de uma particula

material na mecanica quantica de Scroedinger?

+ 1. E preciso antes de mais nada postular a interagdo da
dindmica, a partir do que se conhece da Fisica classica, ou
se cria para uma situagdo nova, e ai escrever a equacgdo de
Schroedinger.

- 2. Resolver a equacdo de de Schroedinger que é determinar
as fungcoes de onda que obedecem a equacao, dadas as
condicoes sobre impostas a solucdo matemdtica geral,
impostas,pela interpretagao fisica:

' {——mv2 +U (FOY(F 1) = {|h—}‘P(r t)
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Propriedades das fungdes de onda
decorrentes da interpretacao probabilistica

1. As funcoes de onda devem ser: univocas, porque a probabilidade
(moddulo ao quadrado das funcdes) em cada ponto tem que ter valor
Unico; continuas, porque as probabilidades nao podem ter valores
indefinidos em algum ponto do espaco; finitas em todos os pontos
do espaco, porque probabilidades sao finitas.

2. As funcoes de onda de estados ligados (que descrevem particulas
que ocupam regiao finita do espaco, portanto nunca vao infinitamente
longe do ptencial de interacao) devem ser normalizadas, ou seja, a
probabilidade de estar em ponto de todo o espaco deve ser 1:

[[[I®F t) |?dV = 1=>W¥(+w,t) =0

Observe que para que seja possivel a normalizacao é obrigatorio
que a funcao de onda tenda a zero quando as coordenadas
tendem a infinito.
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Propriedades das funcdes de onda
decorrentes da interpretacao probabilistica

3. No caso de estados nao ligados, nos quais a particula tém
probabilidade nao nula de ir a posicoes no infinito
(infinitamente longe da origem do potencial de interacao), a
funcao de onda deve ser finita em qualquer ponto. Porém a
possibilidade de ocupar um espaco infinito torna a funcao de
onda nao normalizavel.

O que se imp0de, nestas situacoes fisicas, € a conservacao da particula,

ou seja, que ela esteja em algum lugar do espaco infinito — nao

desapareca. Esta condicao sera apresentada posteriormente.

° °
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Propriedades da fu ncao de onda
decorrentes da Interpretacao Probabilistica

4. As derivadas espaciais das funcoes de onda também devem
ser univocas, continuas e finitas em todo o espaco, ja que as
derivadas das funcdes de onda estao associadas aos valores das
componentes do momento linear p no espaco das fungoes de onda
espaco-temporal, e seus valores esperados devem ser bem
defnidos.

2 Cuidado com o caso particular de energia potencial “infinita”
em alguns pontos ou regioes do espaco, aproximacao no caso de
energias potenciais muito maiores do que a energia total, e usada
como boa aproximacao da realidade. Nestes casos ndo ha
continuidade das derivadas das funcoes de onda. Mas ha
continuidade das funcoes de onda!
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Aplicacao - interpretacoes na mecanica quantica

Uma particula de massa m tem fungoes de onda abaixo: Questap Q7
do Guia ao tépico IV com mais questoes.

2
P(O<x<a,t)= Asen "X exp(—i h ~n’t) Y(x<oex=a,t)~0
n=12.3,, a 2ma

(a) Determine a densidade de probabilidade de se ter a particula em uma posicao
em u m certo instante. Estqa densidade de probabilidade depende do tempo?
Estas fungoes de onda representam um estado ligado ou nao ligado? Justifique.

(b) Determine a constante A que permite a tais fungoes representarem fungoes de
onda na mecdnica quadntica. Justifique. Faca um grdafico das densidades de
probabilidade para os estados com n=1 e com n=2.

(c) Quais as posicoes mais provdveis da particula no estado com n=1? E com n=2?
E as menos provdveis? O que vocé entende por "posicdo mais provavel” e
“posicdo menos provavel” em termos de medidas? Justifique.

(d) Determine a probabilidade da particula estar nos valores mais pravdveis e nos
menos provaveis dentro de dx, nos estados com n=1 e com n=2. Mostre no
grdfico pertinente a representacdo das probabilidades calculadas. Justifique.

(e) Determine a probabilidade da particula estar, no caso do estado n=1, no primeiro
quarto da caixa. Represente no grdfico do item (b).

(f) O momento linear € uma constante no movimento da particula? E a energia?
Justifique formalmente. Se forem constantes determine os valores do momento
linear e energia; se ndo forem constantes determine os valores médios. Justifique.

Ndo sao contraditérias tais respostas? Justifique
([ J ([ J
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Aplicacgao - interpretacoes na mecanica quantica

continuacao

Uma particula de massa m tem fungcoes de onda abaixo: mais
questoes a Questdp Q7 do Guia ao tépico IV

NzX Ih7z_2 , ‘*P(XSO,'[)"‘O
mat ) W(xzat)~0

2

Y(0<x<a,t)=,/—sen—exp(— >

n=1,2,3... a a 2ma

(g) E o quadrado do momento linear uma constante de movimento? Se for,
determine o seu valor. Se ndo for, determine o valor médio. Justifique e
comente.

(h) Comente a validade das relagoes de de Broglie. O que é mostrar
formalmente que as funcoes de onda dadas sdo compativeis com o
principio de incerteza? Fa¢ca detalhadamente em casa!

(i) O que é possivel prever, usando a fungdo de onda espago temporal, sobre o
resulfado de uma unica medida das seguintes grandezas fisicas da
particula: i1 posicdo; i2 energia; i3 momento linear? Justifique suas
respostas.

(j) Responda o mesmo que no item anterior no caso de cem (100) medidas.
Justifique.

(k) Comente sobre as propriedades da fungao de onda dada, e as condigoes
gerais que qualquer fungcao de onda deve obedecer dada a interpretagao
probabilistica da fungao de onda.

Q) Determine o potencial de interagdo desta particula em todo o espaco x.
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