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1 Apresentacao

A presente apostila apresenta a terceira parte das notas de aula da disciplina
Mecanica dos Soélidos Il, que corresponde a uma introducdo ao estudo das energias
de deformacdo e complementar. O conteldo aqui presente é baseado no curso que
venho ministrando ha varios anos em parceria com o Prof. Dr. Roberto Ramos Jr. Boa
parte do conteldo desta apostila se baseia em notas de aulas ministradas pelo Prof.
Ramos. Os exercicios aqui apresentados sdao questdes de provas aplicadas nas
disciplinas de Mecanica dos Sdlidos, alguns de minha autoria, os outros de autoria do
Prof. Ramos.




2 Trabalho e Trabalho Complementar

Consideremos a barra engastada da Figura 1. Se a esta barra for aplicada uma forca
axial N, a sua extremidade livre sofrerd um deslocamento &, na mesma direcdo de N,
conforme indicado.
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Figura 1 - Barra submetida a uma forga axial.

Se a forca N variar de 0 a um certo valor N, o deslocamento § vai variar de 0 a um
valor &. Podemos construir um grafico como o da Figura 2 que apresenta uma curva
relacionando o valor da forca com o valor do deslocamento em cada instante. A forma
da curva obtida depende do tipo de material considerado. Se o material for um
material de comportamento eldstico, se a forca for reduzida de N para 0, o
deslocamento sera reduzido de & a 0 seguindo a mesma curva de forma inversa.
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Figura 2 — Deslocamento em fung¢éo da forga aplicada.

O trabalho realizado pela forga, quando ela varia de 0 a N, é, por definigdo, a area
compreendida entre a curva do grafico e o eixo dos §, conforme a Figura 3. Usaremos
a letra W para representar o trabalho. Usando a Figura 4 como referéncia, podemos
calcular o trabalho realizado pela for¢ca N. Nessa figura, a drea hachurada contribui no
trabalho com a parcela dW tal que

dW = N d§ (1)




e, portanto,

5
W = N dé 2
fo @
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Figura 3 - Trabalho.
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Figura 4 - Calculo do trabalho.

Define-se o trabalho complementar como a area compreendida entre a curva forga
por deslocamento e o eixo dos N, conforme a Figura 5. Usaremos W* para
representar o trabalho complementar.

E uma conclusdo imediata da defini¢io que
W+W*=N§ , (3)
independentemente da forma da curva do material.

Com o auxilio da Figura 6, podemos montar a expressdo para calcular o trabalho
complementar:




W*=| 6dN (4)
o )

=

W*
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Figura 5 - Trabalho e trabalho complementar.
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dN
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Figura 6 — Calculo do trabalho complementar.
Consideremos, agora, que o material tenha comportamento eldstico linear. A curva
que relaciona for¢a com deslocamento sera uma reta, conforme esquematizado na

Figura 7.

E imediato concluir que, para um material com comportamento elastico linear,

W=w*=-N§ 6

N| =




=
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Figura 7 — Material com comportamento elastico linear.




3 Principio do Trabalho e da Energia

O Principio do Trabalho e da Energia afirma que o trabalho realizado por um esforco
para deformar um corpo é armazenado sob a forma de energia de deformacdo. Se o
material tem comportamento eldstico, quando cessa a aplicacdo do esforco, cessa a
deformagdo e essa energia é integralmente devolvida sob a forma de trabalho. Se o
material ndo tem comportamento eldstico, essa energia, ou parte dela, é absorvida
para deformar permanentemente o corpo.

Se usarmos a letra U para representar a energia de deformacgdo, o Principio do
Trabalho e da Energia é equivalente a

wW=uU . (6)

Definimos, também, a energia complementar, que pelo Principio do Trabalho e da
Energia é igual ao trabalho complementar. Se usarmos o simbolo U™ para representar
a energia complementar, entdo,

w*=U" . (7)

Para um material de comportamento eldstico linear, o Principio do Trabalho e da
Energia permite escrever, a partir de (6), (7) e (5),

U=W=W*=U" . (8)

Note que a energia complementar ndo tem um significado fisico evidente, é uma
definigdo matematica. Mas, normalmente, o seu calculo é mais direto do que o da
energia de deformagdo, como veremos mais adiante.




4 Barra sob Forca Axial

4.1 Barra prismatica

Uma barra prismdtica é uma barra que tem a sec¢ao transversal constante ao longo do
seu comprimento.

Consideremos a barra reta prismdtica da Figura 8 que sofreu um aumento de
comprimento & quando foi submetida exclusivamente a uma forca axial N
Suponhamos que o comprimento da barra ndo deformada seja L e a drea de sua
secdo transversal seja A . Suponhamos, também que o seu material tenha
comportamento elastico, com médulo de elasticidade E.
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Figura 8 — Barra submetida a uma forga axial.

Essa barra estd submetida a uma tensdo normal constante, na direcdo de seu eixo,
igual a

N
- 9
o=~ (9)
o alongamento na dire¢do do eixo da barra é

&= Z (10)

e a Lei de Hooke diz que
o=Ee¢ . (11)

Juntando (9), (10) e (11), concluimos que

NL
0 =— 12
— @)
ou
EA
N=—9§ 13
: )




As energias de deformacgdo e complementar podem ser calculadas a partir da Figura
9 e das expressoes (12) e (13).

Assim:
1 EA
U=56N=--6° 14
2 2L (14)
e
1 N2L
U*==N§ = — (15)
2 2EA .
N

w*=U*

Figura 9 — Material elastico linear.

Note que, embora iguais, a energia de deformacdo é fun¢do do deslocamento § e a
energia complementar é funcdo da forca N. Normalmente conhecemos a forca e ndo
o deslocamento e, por isso fica mais direto usar a energia complementar do que a
energia de deformacao.

Exemplo 1

O suporte da figura é formado por duas barras iguais que tém o mesmo comprimento
L e a mesma rigidez axial EA. Usando o Principio do Trabalho e da Energia, determine
o deslocamento vertical sofrido pelo ponto A com a aplicag¢do da forga P.




Resolucdo:

i) cdlculo da forca em cada barra:

Como as barras sado biarticuladas, cada barra estard submetida apenas a uma forga
normal e, como a estrutura é simétrica, elas estardo submetidas a mesma forga
normal N. Essa forca pode ser calculada estudando o equilibriodoné A :

N BB N
2Ncosf=P=N =

A 2cosf

i) cdlculo da energia complementar:

A energia complementar do conjunto é a soma da energia complementar das duas
barras. Usando (15),

NZ2L P2l

U*=2 =
2EA  4EAcos?p

iii) trabalho da for¢a P:

Usando (5):
W = ! P
)

iv) Principio do Trabalho e da Energia:
Como o material é elastico linear:

PZL PL
_— 6 —_
4EA cos? B 2EAcos?

4.2 Barra escalonada

Uma barra escalonada é uma barra formada por trechos prismaticos, conforme
esquematizado na Figura 10. Vamos supor que a barra tenha n trechos. Na figura esta
representado um trecho genérico de indice i. Esse trecho tem um comprimento L;, a
sua sec¢do transversal tem area A; e o seu material tem mddulo de elasticidade E;.
Vamos supor que esse trecho esteja submetido a uma forga normal N;. Como o
trecho é prismatico, a energia complementar acumulada nele, U, pode ser calculada
usando a expressao (15):

1
W=U=U"=-P5=
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Ur = —L " (16)

Eid; N;

——
|

Figura 10 - Barra escalonada.

A energia complementar total da barra, sera a soma da energia de todos os trechos:

U* = Z U; (17)
i=1
e, portanto,
Ur = NEL (18)
B 4 2E;A;
=

4.3 Barra Nao-Uniforme

Neste item, vamos considerar o caso geral: a barra tem segdo transversal que varia ao
longo do seu comprimento de acordo com uma fungdo A(x), seu mddulo de
elasticidade varia com uma fungdo E (x) e ela estd submetida a uma for¢a normal que
varia com uma fun¢do N(x), conforme a Figura 11. Para calcular a energia
complementar desta barra, basta considerar que um elemento de comprimento
infinitesimal dx se comporta como uma barra prismatica e vai colaborar na energia
complementar com a parcela, calculada usando (15),

N%(x)

W = Emam &

(19)
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N()

dx

Figura 11 - Barra ndo uniforme.

Entdo, a energia complementar da barra sera dada pela integral:

. L NZ(x)
7= |, mEae -

Exemplo 2

A barra prismdtica da figura estd suspensa pela extremidade superior e submetida
apenas ao seu peso proprio. Sabendo que o mddulo de elasticidade do material da
barra é E, a drea de sua se¢o transversal é A e o seu peso por unidade de volume é
y, calcular a energia complementar armazenada.

YAL

N

N
&
R
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Resolucdo:

A barra é prismatica, a rigidez axial EA é constante, mas a for¢ca normal varia ao longo
de x. Neste caso, a expressao (20) pode ser colocada como:

L

U =— | N2(x)d
28R ), N (¥)dx

A forca normal, que é devida ao peso préprio, pode ser escrita como:

N(x) = yA(L — x)

Portanto,
2 L 2 3
YA y<AL
Ur=— | (L=-X)?dx=>U*=
2E fo (L =x)7dx 6E
Exemplo 3

A barra da figura tem a forma de um tronco de cone cujo didmetro varia linearmente
ao longo do eixo. O mddulo de elasticidade do material da barra é E. Pede-se calcular
o deslocamento 6 sofrido pela extremidade A com a aplicacdo da forca P.

= = T

2d ‘

Resolucdo:

Neste caso temos uma barra ndo prismdatica onde a drea da seg¢do transversal varia
com x, mas o mddulo de elasticidade E é constante e a for¢a normal é constante e
igual a P. Neste caso, a expressado (20) pode ser escrita como

P? (L dx

2 Jo A(x)

*

Para resolver o problema precisamos, primeiro, escrever a expressdao da area em
funcdo de x para, em seguida, calcular a energia complementar. Precisamos, depois,
calcular o trabalho da forga P para, usando o Principio do Trabalho e da Energia,
calcular o deslocamento horizontal § pedido.

i) cdlculo da drea:

Como o didmetro varia linearmente com x, podemos escrever:

13



() =d (2 —%)

Entdo a area sera

A(x) =~ d?(x) = ”—dz(z - f)z
4 4 L
i) cdlculo da energia complementar:
. 2p? fL d« P’
nd?E J, (2_%)2 T d’E

iii) calculo do trabalho:
W = ! Pé
)

iv) cdlculo do deslocamento:
Pelo Principio do Trabalho e da Energia:

Wel=u = Llps P?L 2PL
= = = — = = - —_—
2 w d?’E w d?’E
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5 Eixo sob Torcao

5.1 Eixo prismatico

Consideremos o eixo prismatico da Figura 12, cujo momento polar é Ip. Se for a ele
aplicado um torque T, a sua extremidade sofrera um giro ¢. Se o material do eixo
tiver comportamento elastico linear, com modulo ao cisalhamento G, a relacdo entre
o torque e o giro serd linear:

TL
¢ == (21)
Glp :
ou,
Glp
=_r 22
T=— - (22)
¢
( (G
N
) L 1

Figura 12 - Eixo prismatico sob torgéao.

A energia de deformacdo e a energia complementar armazenadas no eixo podem ser
calculadas com o auxilio da Figura 13.

Figura 13 — Energia de deformacéo e energia complementar na torgao uniforme.
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Assim,

U==¢T = —L p2 23
2¢ T4 (23)
e
U*—1 T—TZL (24)
_2¢ "~ 2GIp .

5.2 Eixo escalonado

A Figura 14 apresenta um eixo escalonado, que é um eixo formado por trechos
prismaticos. Consideremos que o eixo possui n trechos e seja um trecho genérico
representado pelo indice i. Esse trecho possui um comprimento L;, seu momento
polar é Ip; e seu material possui mddulo de cisalhamento G;. Se o trecho estiver
submetido a um momento de tor¢do constante T;, ele estard armazenando uma
energia complementar U;" que pode ser calculada pela expressdo (24),

. TPL;
Ui = (25)

Figura 14 - Eixo escalonado.

A energia complementar total armazenada no eixo serd a soma das parcelas
armazenadas em cada um dos trechos, ou seja,

n
U = Z U (26)
i=1
e, portanto,
2G;1,;

16



5.3 Eixo nao-uniforme

Consideremos, agora, um caso mais geral, esquematizado na (16): o eixo tem secdo
transversal que varia ao longo do seu comprimento e portanto o seu momento polar
varia com a posigdo, segundo uma fungdo Ip (x). Podemos considerar, também, que
0 médulo de cisalhamento varia com a posi¢do, segundo uma fungdo G (x) e que o
eixo esta submetido a um momento de torgdo descrito por uma fungdo T (x).

T(x)

Figura 15 - Eixo ndo-uniforme.

Para calcular a energia complementar do eixo, basta considerar que um elemento de
comprimento infinitesimal dx se comporta como um eixo prismatico e vai colaborar
na energia complementar com a parcela, calculada usando (24),

T%(x)

du* =mdx

(28)

Entdo, a energia complementar da barra sera dada pela integral:

. L TZ(x)
v ‘fo 26Lm ™ . @

Exemplo 4

O eixo prismdtico da figura tem comprimento L, momento polar Ip e seu material tem
mddulo ao cisalhamento G. Se o eixo estiver submetido a um torque por unidade de
comprimento t constante, qual serd a energia complementar armazenada?

17



AN NN Y Y Y N

Resolucdo:

O eixo é prismatico, sua rigidez a tor¢do GIp é constante, mas o0 momento de torgdo
varia ao longo de x. Neste caso, a expressao (29) pode ser colocada como:

1 L
U* = T?(x)d
ZGIP_[O (x)dx

O momento de torg¢do ao longo do eixo sera:

T(x)=tx
Portanto,
1t t2L3
U* = t x)2dx = U* =
ZGIP_[O (tx)%dx 6G1,

18



6 Barra sob Flexao

6.1 Flexao uniforme

Flexdo uniforme é a flexao de uma barra prismatica submetida a um momento fletor
constante. Consideremos a barra prismatica reta biapoiada da Figura 16. Se a ela for
aplicado um momento fletor constante, teremos a flexdo esquematizada na Figura
17.

& @

AR

Figura 16 — Barra biapoiada.

Figura 17 — Barra sob flexao uniforme.

Se o material for de comportamento eldstico linear, a curvatura k sera proporcional
ao momento fletor aplicado:

M

= - (0

K

onde E é o mddulo de elasticidade e I é o momento de inércia. Como a curvatura k é
o inverso do raio de curvatura p também podemos escrever:
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Como os angulos sdo pequenos, o comprimento de arco se confunde com a corda na
Figura 17 e, entao,

p6 =1L . (32)

Assim, podemos escrever

ML
0 =— 33
- @
ou,
=Ly (34)
-2 |

Note que a relagdo entre o momento M e o angulo 6 é linear. Podemos, entdo,
montar o grafico da Figura 18.

Figura 18 - Energias de deformagao e complementar na flexao uniforme.

Por meio dessa figura e das equacGes (33) e (34) podemos montar a expressao da
energia de deformacao:

1
2 35
U—2M9—2L9 (35)

e da energia complementar:

_ M?L

_ = (36)
2E1

U*—lMH
2

20



6.2 Flexdao nao-uniforme

Vamos imaginar, agora, que temos uma barra ndo-prismatica, de comprimento L, em
gue a se¢do transversal varia ao longo do seu comprimento. Assim, 0 momento de
inércia vai variar com a posi¢cdo segundo uma fungdo I (x). Vamos supor, também,
que o mddulo de elasticidade varia ao longo do comprimento com uma fungdo E (x)
e que a barra esteja submetida a um momento fletor M (x). Para calcular a energia
complementar acumulada nessa barra, podemos isolar um elemento de
comprimento infinitesimal dx, conforme a Figura 19, e aplicar a ele a expressdo (36).
Assim, a energia complementar acumulada no elemento sera

M?(x)

W=Emim ™

(37)

E, entdo, a energia complementar acumulada na barra inteira sera

L
L[ M)
U —!mdx . (38)

M(x) C dx > M(x)

Figura 19 — Elemento de comprimento infinitesimal.

Exemplo 5

Aviga prismdtica biapoiada da figura tem comprimento L e rigidez flexional constante
El. Determine o deslocamento vertical sofrido pelo ponto médio da barra, quando a
ele é aplicada uma forga vertical P.

¢, ] . @
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Resolucdo:

i) diagrama de corpo livre da barra:

N o

N o

i) diagrama de momento fletor:

M

2

(€3]

.

)

iii) cdlculo da energia complementar:

Como o diagrama de momento fletor tem um “bico”, ndo conseguimos escrever
uma expressao M (x) que sirva para a barra inteira. Mas podemos dividir a barra
em dois trechos, (1) e (2), colocando a energia complementar total como a soma
das energias complementares armazenadas em cada um dos trechos:

Mas, como o diagrama de momentos fletores é simétrico, as energias
armazenadas em cada um deles sdo iguais, assim

Usando a expressao (38) podemos, entdo, escrever:

1

Ur=
El

M(Zl) (x)dx

O\Mh

onde M(4)(x) € a expressdo do momento fletor no trecho (1), a saber,
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L
I E(P )2d - P2L3
= — — = =
gr), \2%) 96EI

iv) trabalho da for¢a P:

Se 6 for o deslocamento vertical do ponto de aplicagdo de P, entdo o trabalho
realizado por essa forca é:

W—1P6
2

v) cdlculo do deslocamento:
Usando o Principio do Trabalho e da Energia:

P?3 PL3
=0 =
96EI 48E]

1
W=U=U*:>§P5=

23



7 Barra sob Forca Cortante

Se compararmos as expressoes (20), (29) e (38) podemos, imaginar, por analogia, uma
expressao para o cdlculo da energia complementar devida a forga cortante em uma
barra:

L
A

Esta expressdo estaria dimensionalmente correta, mas nao estaria completa. A
energia complementar devida a for¢a cortante depende da forma da sec¢do e deve ser
adicionado a expressdo (39) um fator f_., adimensional, que leva em conta a forma da
secdo transversal. A expressao correta da energia complementar é

f e (40)
¢ ZG(x)A(x) .

Se a barra for prismatica, o fator de forma independe da posigao x:

V2(x)
fcf o dx @

A Tabela 1 traz os fatores de forma para alguns dos principais tipos de secdes
transversais. Ndo entraremos, aqui, em detalhe a respeito de como sdo calculados
esses fatores de forma, mas esse assunto pode ser encontrado, com detalhe, nos
livros de Mecanica dos Sélidos.

Tabela 1 - Fator de forma.

Forma da Segao Fator de Forma f
Retangular cheia 6/5
Circular cheia 10/9
Tubo de parede fina 2

Perfil caixa ou | A/Agima

A existéncia de uma forca cortante IV estd relacionada com a existéncia de flexdo, pois
a forca cortante é a derivada do momento fletor M. Assim, em uma barra sob flexdo,
havera energia complementar acumulada pelo momento fletor e energia
complementar acumulada por for¢a cortante. Mas, em uma barra, a energia

24



complementar devida a forga cortante normalmente é desprezada porque é muito
menor que a energia complementar devida ao momento fletor. O exemplo a seguir
mostra esse fato.

Exemplo 6

A barra prismdtica da figura estd engastada em uma das suas extremidades e
submetida a uma forga vertical P na outra. A segdo transversal da barra é retangular,
como indicado na figura. Calcule a energia complementar devida ao momento fletor
e a energia complementar devida a for¢a cortante. Compare os dois valores.

>

Resolucdo:

i) energia complementar devida ao momento fletor:

P2L3
MZ _ p 2 —
U = 2E1f (x) dx 2Elf( x)”dx = 25
p bh? U 2P?[3
= —= [
12 M ™ Ebh3
i) energia complementar devida a forga cortante:
fe L _ 3P%L
* 2 — _ 2
Uv=56a) V" dx= saAf( Py dx =<2
0 0
A=bh=>U;, 3PEL
= = = —
V"7 5Gbh

iii) comparagdo das energias:

Uy 3P2L Ebh® 3 E <h)2
G

Uy, 5Gbh2P2I3 10G \L

G d 2<f<3
Z—: —_
2(1+v) TG~

Uy (b

‘*’~(—> «1

Uy \L
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8 Composicao de Esforcos

Se olharmos as expressdes para a energia complementar, (20), (29),(38) e (41),
podemos verificar que elas ndo sdo lineares nos esfor¢os, mas sim quadrdticas. Assim,
se tivermos mais de um esforco aplicado sobre a barra, ndo vale a superposi¢éo de
esfor¢os, ou seja, temos que aplicar todos eles antes de calcular a energia
complementar. Vamos verificar isso por meio do exemplo a seguir.

Exemplo 7

Calcular a energia complementar armazenada por uma viga em balan¢o quando
submetida a trés tipos de carregamentos diferentes:

i) uma forga vertical P aplicada a sua extremidade livre:

ii) um bindrio M aplicado & sua extremidade livre:

i
.

iii) uma forga vertical P e um bindrio M aplicados a sua extremidade livre.

i
—

Vamos desprezar o efeito da forga cortante.

26



Resolucdo:

i) forga vertical aplicada:

2L3
Ui 2E1f M*(x) dx = 2E1f (=Px)"dx =57

i) bindrio aplicado:

V2

sz(x)dx——f( M)de—M L
Uiz = T 2El 2EI 2EI

iii) carregamento combinado aplicado:

2 - 2
L”_ZEIJ-M (x) dx 2Elf( M — Px)? dx

- p%L3 N PML? N M2L
““ 6EI = 2EI = 2EI

Note que
Uy # U7 + Uy

pois em U};; aparece uma parcela devida ao efeito combinado de P e M.
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9 Teoremas da Energia

Até aqui, usamos o Principio do Trabalho e da Energia para calcular deslocamentos.
Mas vocé deve ter notado que ha limitacdes, veja os problemas em que ele foi
aplicado. Em primeiro lugar, o Principio do Trabalho e da Energia fornece apenas uma
equacao, ou seja, permite o cdlculo de uma Unica incégnita. Em segundo lugar, essa
incognita ndo pode ser qualquer uma, é sempre o deslocamento na direcdo do
esforco considerado, que é o Unico que pode realizar trabalho para se poder aplicar o
principio.

Mas a energia complementar pode fornecer muito mais informagdo do que
conseguimos com o Principio do Trabalho e da Energia, surgem os Teoremas da
Energia, que veremos a seguir, que estendem muito as aplicacGes para a energia
complementar.

9.1 Teorema de Crotti-Engesser

Suponhamos que um conjunto de cargas (P4, P, ..., B,) tenha sido aplicado
inicialmente a um corpo e que (61, 85, ..., 6,,) sejam os deslocamento dos pontos de
aplicacdo dessas cargas, respectivamente, na direcdo das mesmas. A energia
complementar armazenada pode ser escrita como uma funcdo dessas cargas:

U*:U*(Pl,Pz,...,Pn) . (42)

Suponhamos, agora, que exclusivamente a carga P; tenha sofrido um acréscimo dP;.
Haverd, entdo, um acréscimo na energia complementar dU™* que pode ser escrito
como:

.U
dUu* = del (43)
i .

Por outro lado, se §; for o deslocamento do ponto de aplicacdo de P; na diregdo de
P;, o trabalho complementar realizado pelo acréscimo de forga foi

Mas, esse trabalho complementar realizado deve igualar o acréscimo da energia
complementar

dW* =dU* . (45)
e, portanto,

U

o
£8P,

(46)
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Este é o Teorema de Crotti-Engesser.

Primeiro Teorema de Castigliano

Suponhamos que um conjunto de cargas (P4, P, ..., B,) tenha sido aplicado
inicialmente a um corpo e que (61, 85, ..., 6,,) sejam os deslocamento dos pontos de
aplicagdo dessas cargas, respectivamente, na direcdo das mesmas. A energia de
deformacdo armazenada pode ser escrita como uma fungdo desses deslocamentos:

U= U(51, 62, ...,671) . (47)

Suponhamos, agora, que exclusivamente o deslocamento §; tenha sofrido um
acréscimo dé;. Havera, entdo, um acréscimo na energia de deformacdo dU que pode
ser escrito como:

av =Y s (48)
08 ¢ .

Por outro lado, se P; for a carga correspondente ao deslocamento §;, o trabalho
adicional correspondente ao acréscimo de deslocamento foi

dW = P;dé; . (49)
Mas, esse trabalho adicional deve igualar o acréscimo da energia de deformacao

dW =dU . (50)
e, portanto,

U

P =—
TS

(51)

Este é o Primeiro Teorema de Castigliano.

9.3 Segundo Teorema de Castigliano

O Segundo Teorema de Castigliano diz que, para uma estrutura de comportamento
eldstico linear, submetida a cargas (Py,P,, ..., PB,) que causem deslocamentos
(61, 63, ..., 6,) nas diregBes respectivas,

au

5 =—
LT anp,

(52)

Note que este teorema é equivalente ao de Crotti-Engesser, porque ja vimos que, para
estruturas de comportamento, elastico linear U = U™,
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9.4 Teorema de Castigliano Modificado

Consideremos uma barra prismatica submetida a forca normal. Usando a expressao
da energia complementar(20) em (46) vem

6—6U*— 1 9 fLNZ( )d (53)
{=9p, " 2EA0P,\ ), .

A forma modificada do Teorema de Castigliano consiste em trocar a ordem da
derivada com a integral:

Ut 1 LN()aNd 4
L= 9P, T EA X op, .

Essa troca torna a solucdo dos problemas algebricamente mais simples.

Da mesma forma, podemos montar a forma modificada do Teorema de Castigliano
para tor¢do, a partir de (29) e (46),
ou” 1
51' =
dP; GIP

(x) —_— dx (55)

e para flexdo, a partir de (38) e (46),

OU*

f M (x) — dx (56)

i

Exemplo 8

A viga prismdtica, em balanco, da figura, tem comprimento L, rigidez flexional EI. Na
sua extremidade livre estd aplicada uma forga vertical P. Pedem-se:

a) o deslocamento vertical § da extremidade livre devido a P;
b) a rotagdo 8 da extremidade livre devida a P.

(Despreze a energia complementar devida a forca cortante)
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Resolucdo:

a)

b)

cdlculo do deslocamento §:

Do Teorema de Castigliano Modificado, com § tem a direcdo de P,

ou* 1 (- oM

=9p " gr) M@Gpdx
Mas,
M(x) = —Px

oM

op .~

P LP 24 » 6 = PL
=

El) "X T O3

O sinal positivo indica que o deslocamento tem o mesmo sentido da forca P.

Note que este item poderia ter sido resolvido usando o Principio do Trabalho e da
Energia.

Cdlculo da rotagdio 6:

Como podemos aplicar o Teorema de Castigliano Modificado para calcular a
rotacdo, uma vez que ndo temos um esforco na direcdo da rotagdo? A resposta é
muito simples! Um esforco que tem a dire¢do de uma rotagdo é um bindrio. Basta
aplicar um bindrio ficticio de intensidade nula no ponto em que queremos calcular
a rotagdo, conforme a figura:

X
[

°C1L%

Como M é nulo, ele ndo vai influir no resultado. Assim,

g (c’)U*)
- \oM /=0

Note que devemos anular M depois de derivar.

Na forma modificada do Teorema de Castigliano podemos escrever:
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oM

oM

:>0—1fL(1\7I+P)— d —1fLP d :>t9—PL2
~El), Xom=0 OX =y | T =Y = ok

Note que o momento ficticio foi fundamental para aplicar o Teorema de
Castigliano. Magica? E como a pedra da sopa de pedra; sem a pedra n3o existe a
sopa, mas no final a pedra nao influi no sabor da sopa! (Quem nao conhece a lenda
da sopa de pedra é sé buscar no Google)

Note, também, que este item ndo poderia ser calculado usando o Principio do
Trabalho e da Energia.
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10 Principio da Energia Complementar

Minima

O Principio da Energia Complementar Minima é uma consequéncia direta do Teorema
de Crotti-Engesser, que é muito Util para resolver estruturas hiperestaticas.

Antes de formula-lo, vamos recapitular o conceito de grau de hiperestaticidade. Se
existem n equacoes de equilibrio dispniveis e m reag¢des vinculares, definimos o grau
de hiperestaticidade g como a diferenca entre o nimero de incégnitas e o nimero de
equacgoes:

Podemos escrever a energia complementar como funcdo das reac¢des vinculares
independentes R;, ou seja,

U* = U*(Ry, Ry, o, Ry) . (58)

Note que o nimero de reagdes vinculares independentes coincide, sempre, com o
grau de hiperestaticidade g. Chamamos a essas reagdes vinculares independentes de
incégnitas hiperestdticas. Conhecidas as incognitas hiperestaticas, podemos calcular
as outras reagdes vinculares usando as equacGes de equilibrio.

Os deslocamentos §; associados aos vinculos perfeitos sdo nulos. Assim, pelo
Teorema de Crotti-Engesser,

o _
aRl N ’

(59)

para i variando de 1 até g. Esta condi¢do diz que a energia complementar é
estaciondria na posi¢ado de equilibrio. Pode-se mostrar que, se o equilibrio for estdvel,
a energia complementar serd minima na posicao de equilibrio.

Exemplo 9

A barra prismdtica da figura estd apoiada em A e engastada em B. Ela tem rigidez
flexional EI, comprimento L e estd submetida a uma forca uniformemente distribuida
de magnitude q. Pedem-se:

a) Calcular as reagées vinculares;

b) Calcular a rotagdo no ponto A.
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Resolucdo:

Note que este problema deve ser resolvido na ordem dos itens do enunciado: as
reagdes vinculares devem ser calculadas antes da rotagao.

a) cdlculo das reagdes vinculares

Comecamos desenhando o diagrama de corpo livre:

em seguida montamos as equacgdes de equilibrio:

ZFV=0$RA+RB=CIL

_ ql?
ZMB=O:RAL+MB=T

S3o duas equagdes de equilibrio e trés reagdes vinculares, R4, Rz e Mg, ou seja,
g=1

Entdo, temos que esccolher apenas uma das reagbes como incognita
hiperestdtica. Neste problema podemos escolher qualquer uma delas uma vez
gue tendo uma podemos calcular as outras usando as equagdes de equilibrio.

Escolhamos R, como incognita hiperestatica. Na energia complementar serd a
Unica que pode aparecer. Como temos um sé grau de hiperestaticidade, o
Principio da Energia Complementar Minima forncerd apenas uma equagdo:

au* 0
oR,

Desprezando a energia complementar devida a forga cortante, teremos apenas
energia de flexdo. Portanto, a equagdo do Principio da Energia Complementar
Minima pode ser escrita na forma modificada:
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f LM (%) oM d 0
xX)——dx =
0 ORy
O momento fletor, em fungdo de R4 pode ser escrito como:

qx?
M(X) :RAx_T

e, portanto,

oM

R, "

Substituindo na expressdo do Principio da Energia Complementar Minima
apresentado anteriromente, teremos:

L qx? 3
f Ryx——]xdx=0= Ry ==qlL
0 2 8

Voltando as equacdes de equiibrio, calculamos as outras duas reagdes:

Rg = SqL
B 8
e
Mg = 1qL2
B 8

Apds o cdlculo das reagbes, podemos montar o seguinte diagrama de corpo livre:

jj,lHMMHHHHH@;W

gL =qL
g7 8

b) cdlculo da rotagdo:

Para calcular a rotacdo, colocamos um momento ficticio M nulo em A:

CjHHHHHHHMH%W

> L
=qlL g4
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Assim,

o (6U*)
- \oM /=0

Na forma modificada do Teorema de Castigliano podemos escrever:

1 L

6 = (M()aM) d
“E ), MY oM e
Como
_ 3ql qgx?
M) =-M+—-x———
(%) + 3 x >
oM _
oM
1 (L/_ 3ql qgx? qlL?
=0=— M——x+—|jzodx=>60=—
E10< g ¥tz )u=o ¥ 48EI
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11 Estruturas Simétricas

Neste capitulo vamos estudar as estruturas simétricas. Uma estrutura é simétrica
guando pode ser dividida por um plano em duas partes, sendo cada uma das partes
uma imagem especular da outra. Esse plano que divide a estrutura em duas partes é
o plano de simetria da estrutura.

O fato de uma estrutura ser simétrica pode ser aproveitado para a solucdo de
problemas. Para isso vamos enunciar trés propriedades:

Propriedade 1:

Um carregamento simétrico produz sobre uma estrutura simétrica um efeito
simétrico.

Entenda-se aqui “efeito” como deslocamentos e reacées vinculares.

Como consequéncia dessa propriedade, se uma estrutura simétrica estd sob um
carregamento simétrico, entdo, para um ponto que pertence ao plano de simetria:

- os deslocamentos perpendiculares ao plano de simetria sdo nulos;
- as rotacGes paralelas ao plano de simetria sdo nulas.
Propriedade 2:

Um carregamento antissimétrico produz sobre uma estrutura simétrica um efeito
antissimétrico.

Como consequéncia dessa propriedade, se uma estrutura simétrica estd sob um
carregamento antissimétrico, entdo, para um ponto que pertence ao plano de
simetria:

- 0s deslocamentos paralelos ao plano de simetria sdo nulos;

- as rotagOes perpendiculares ao plano de simetria sdo nulas.

Propriedade 3:

Todo carregamento pode ser decomposto na soma de um carregamento simétrico
com um antissimétrico.

Para ilustrar essa Ultima propriedade veja os exemplos da Figura 20 até a Figura 26.
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Carregamento Geral Carregamento Simétrico Carregamento Antissimétrico

Figura 20 - Decomposi¢do de um carregamento geral em um carregamento
simétrico e outro antissimétrico.

Mrm ?rmﬁ Cmﬂ"!

Carregamento Geral Carregamento Simétrico Carregamento Antissimétrico

IS
NE

Figura 21 - Decomposicdo de um carregamento geral em um carregamento
simétrico e outro antissimétrico.

o)
e
)
e

—
N

Carregamento Geral Carregamento Simétrico Carregamento Antissimétrico

Figura 22 - Decomposi¢éao de um carregamento geral em um carregamento
simétrico e outro antissimétrico.
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Carregamento Geral Carregamento Simétrico Carregamento Antissimétrico

Figura 23 - Decomposi¢do de um carregamento geral em um carregamento
simétrico e outro antissimétrico.

(17111

Carregamento Geral Carregamento Simétrico Carregamento Antissimétrico

Figura 24 — Decomposi¢ao de um carregamento geral em um carregamento
simétrico e outro antissimétrico.

CI

Carregamento Geral Carregamento Simétrico Carregamento Antissimétrico

Figura 25 - Decomposi¢do de um carregamento geral em um carregamento
simétrico e outro antissimétrico.
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Carregamento Geral Carregamento Simétrico Carregamento Antissimétrico

Figura 26 — Decomposi¢ao de um carregamento geral em um carregamento
simétrico e outro antissimétrico.

Usando as trés propriedades podemos cortar uma estrutura simétrica no plano de
simetria e resolver apenas metade dela, como sera visto no exemplo a seguir.

Exemplo 10

O pdértico da figura é formado por barras prismdticas de mesma rigidez flexional E1.
Desprezando as energias complementares devidas as forcas normais e as forcas
cortantes, determine:

a) o deslocamento vertical da se¢éo C;

b) a rotagdo da se¢do C.

PL

F— L L !

Resolugdo:

Pelas propriedades apresentadas anteriormente podemos concluir que apenas a
parte simétrica do carregamento produz deslocamento vertical em C e apenas a
parte antissimétrica do carregamento produz rotagdao em C. Assim, se separamos o
carregamento em uma parte simétrica e outra antissimétrica, podemos resolver os
itens a e b de forma separada.
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a) Cdlculo do deslocamento verticalem C, &

A figura a seguir apresenta apenas a parte simétrica do carregamento:

N o
W
—
!

N o

2P

HA E-x

5 5

Para resolver o problema, podemos cortar a estrutura pela metade e analisar
apenas o lado esquerdo. Ao cortar a estrutura em C, temos que representar o
efeito da parte que estamos cortando por vinculos adequados.

N o
S}

oA

o

Note que em C foi colocada s6 metade da forca 2P, a outra metade fica no lado
direito da estrutura. O vinculo que foi colocado em C é um engaste deslizante, que
permite deslocamento vertical, mas ndo permite nem rotacdo, nem deslocamento
horizontal, para respeitar as propriedades de simetria.

O diagrama de corpo livre da meia estrutura esta representado na figura a seguir:

H _
s
P

Q=0

N o

—n

Va

a1



Note que foi adicionada uma forca vertical ficticia Q, nula, que sera usada no
calculo do deslocamento vertical em C.

A partir do diagrama de corpo livre podemos montar as equacgdes de equilibrio:
P
ZFH=O:>HA+HC=E
ZFV=0:>VA=P+Q
_ P

ZMA=0:MC+HCL—PL—EL—QL=O
Temos quatro reagdes, Hy, V4, He € Mc, e trés equacoes. Assim:

g=1
e, portanto, temos que escolher uma das reagdes como incdgnita hiperestatica.
Note que V4 ndo pode ser escolhida, porque o seu valor ja esta definido na
equacdo de equilibrio de forcas verticais. Vamos escolher M. Mas poderia ser,
também, H; ou H.

Para calcular a energia complementar, vamos dividir a estrutura em dois trechos
AB e BC:

l]>|< = U.;{B +U§C

e, portanto, o Principio da Energia Complementar, na forma modificada, pode ser
colocado como:

OMp p

L OMyp L
Myp(x) —=—dx + f Mgc(x)—=——=—dx =0

Lembre que nas expressdes de My e Mg a Unica reagdo que pode aparecer é a

incégnita hiperestatica escolhida, M. Para eliminar as outras reagdes devem ser
utilizadas as equagdes de equilibrio:

3P M,
cC= &5 T

2 L

M¢
HA:—P+T—Q
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M¢
Myp(x) = Hyx = —Px +Tx —Qx
i
A H

oMy x
A — = —
oM, L
Va
c HCD _ Mpgc(x) = M — Px — Qx
~—— ) M,
P OMp; )
o= oM;
pe Q=0 c

Lembrando que Q é nula, o Principio da Energia Complementar Minima implica
que

L M; \x L
f —Px +—x —dx+j (M¢; — Px)dx =0
0 L JL 0

= M, =—=PL
H 3P

= —_ - —
A 8

“’r
U
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E da estrutura inteira, para a parte simética do carregamento:

[

CE

zpl

Pelo Teorema de Crotti-Engesser, o deslocamento vertical do ponto C serd dado
por:

5= (50),..

Dividindo a estrutura nos mesmos dois trechos anteriores, podemos escrever, na
forma modificada,

5 == L(M ()aMAB) dx + 1fL(M ()aMBC) d
= — X X —_ X X
CTE), " 9Q /4o, El}, \""P¢ 9Q /50

Para o calculo de Mg (x) e Mg (x), podem ser usadas as mesmas expressoes
anteriores, substituindo o valor das reag¢des que ja foram calculadas. Assim:

3
Myp(x) = —§Px — Qx

M,
a0

5
Mpc(x) = §PL — Px —Qx

Q0
Assim,
5—1fL 3p d+1L<5PL P) d
C_EIO(Bx)(X)xEIOS x | (—x)dx
5 7 PL3
>0, =——
¢ 48 EI
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b) Cdlculo da rotagdo da segdo transversal C, 60:

A figura a seguir apresenta apenas a parte antissimétrica do carregamento:

PL
(c D

N

N o

N| T
s}

Para resolver o problema, podemos cortar a estrutura pela metade e analisar
apenas o lado esquerdo. Ao cortar a estrutura em C, temos que representar o
efeito da parte que estamos cortando por vinculos adequados.

_ PL
M:

_ N
@C

N|

oA

-

Note que o vinculo colocado em C é um apoio simples, porque o Unico movimento
gue ndo acontece no caso antissimétrico é o deslocamento vertical. Note,
também, que foi introduzida a varidvel M que torna o calculo da rotagao

conceitualmente mais simples.
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O diagrama de corpo livre da meia estrutura esta representado na figura a seguir:

Nr
D=

[ Hy

Va

A partir do diagrama de corpo livre podemos montar as equacdes de equilibrio:
P
ZFH = 0 = HA = E
ZFVZOZ)VA+VC=O
_ P
ZMA:0:>—M+VCL—EL=O

Temos trés equagdes e trés reagdes, Hy, V4 e V. O caso antissimétrico é isostatico
e as reagdes podem ser calculadas apenas pelas equacgdes de equilibrio. Assim:

V M+P Ve=P

= — e =

V M_P v P
= —_—— = —

A I 2 A

Apds o calculo das reagdes vinculares, o DCL da meia estrutura ficou:

PL

M=
2

N o

— 5)

P

._
N
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E da estrutura inteira, para a parte anitssimética do carregamento:
PL
P_, — P
2 N 2
P P
2 | 2
p P

Pelo Teorema de Crotti-Engesser, a rotacdo da secdo C sera dada por:

0 (au *)
c = \|——
oM /) jz-FL
2
Dividindo a estrutura nos mesmos dois trechos anteriores, podemos escrever, na

fo . ( My (x) %)M% dx

e L dx +
LY TR

forma modificada,
1 L
6 = — (M )
C EI_[O 45 (%) 30 SPL
2

Myp(x) = Ex

A P oM
2
i p (estre trecho nao vai colaborar para o calculo da
-T°3 rotagdo)
T Mpc(x) = =M + M+P
/3M Bc\X) = . T3 x
M N P oM
Tt X
L2 BC_ 142
‘—‘x oM L
Portanto,
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O = 1fL M + M+P ( 1+x) d
¢ El, L 2)" |
0, = — L( PLop )( 1+x)d
= = — _ — —
CTE), T2 L)

o - PL?
€ 12EI

Por ultimo, se quisermos montar o diagrama de corpo livre da estrutura completa
basta somar os dos casos simétrico e antissimétrico:

PL

-
N

2P
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12 EXxercicios Resolvidos

Exercicio 1:

A estrutura horizontal da figura é formada por um arame de peso desprezivel, dobrado
em dngulos de 90°, e estd engastada na sua extremidade D. Usando o Principio do
Trabalho e da Energia, pede-se calcular o deslocamento vertical sofrido pela
extremidade A quando nela é aplicada uma forca P, desprezando a energia devida as
forcas cortantes.

Sdo dados: E el
Fazer:G = E/3elp = 2]

Resolucdo:

PL

(M) (7

PL
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Desprezando a parcela devida a forga cortante, a energia complementar total sera a
soma da energia complementar devida ao momento fletor Uy, com a energia devida
ao momento de torgdo Uy:

U*=Uy +Usr
Mas:
Uy =4 ! f(P )?d
M 261 ) VXX
U 2p2?
= ==—
M™3 EI
e

Up = f(PL)Zd _3Pp
r=3\2¢1, *)1 =251,

. 9p3
SV TTTE
_ 35P%L3
12 EI

Pelo Principio do Trabalho e da Energia W = U e, como o material é elastico linear,
U = U".Entdo

W =U"
A Unica forca que realiza trabalho é P e seu trabalho é:

W—1P6
=5Pé,

onde 4 é o deslocamento vertical do ponto A. Entdo:

1 Ps, — 35 P23
2 4712 EI
5 35PL3
20, =——
47 6 EI
Exercicio 2:

A estrutura da figura é formada pelo arame ABCD, de se¢do circular e comprimento
3L, dobrado em dngulos retos e engastado no ponto A. Em D estd aplicada uma forca
P vertical. Sdo dadas: a rigidez axial EA, a rigidez a flexdo El e a rigidez a torgdo G 1, do

arame. Pede-se:
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a) desenhe os diagramas de esfor¢os solicitantes;

b) calcule a energia complementar devida a for¢a P, desprezando o efeito da for¢a
cortantel;

¢) usando o Principio do Trabalho e da Energia, calcule o deslocamento vertical do
ponto D devido a forca P;

d) justifique a importdncia da energia complementar devida a forca normal no
cdlculo do deslocamento vertical em D.

Resolucdo:

a) Diagramas de esforcos solicitantes:
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PL

PL

b)
i) Energia complementar devida a for¢ca normal:

P2l

ii) Energia complementar devida ao momento fletor:

Uy = Usp + U + Ugp = 2Uyp + Upc

Lp2(x L(px)? P?3
UZB=j (x) _f( )d:
0 0

281 7 ) 281 T 6El
U _ M?L P23
BC ™ 2FEI T 2EI
Us 5P2]3
= =
M= 6EI

i) Energia complementar devida ao momento de torgao:

T?L  P%[?
2GIp,  2GIp

Ur =Upp =

iv) Energia complementar total:
U'=Uy+Uy+Ur

_PZL 5P2L3 P?L3

= U*
2EA+ 6EI +ZGIP

c) Principio do Trabalho e da Energia:

W=U=U"
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W—1P6
2

_ P2l N 5P2L7 N P2L3
" EA  3EI GJ

e

d) A energia complementar devida a for¢a normal ndo é importante pois, sendo R o
raio das barras,

Ui (R\?
== <<1
7~ (z)

Exercicio 3:

A estrutura da figura é formada pelo arame ABCD, de se¢do circular e comprimento
3L, dobrado em dngulos retos e engastado no ponto A. Em D estd aplicado um bindrio
de magnitude M. Séo dadas: a rigidez a flexdo El e a rigidez a tor¢do GIp do arame.
Pedem-se:

a) os diagramas de esforcos solicitantes;
b) aenergia complementar devida a M,;

¢) arotagdo no ponto D devida a M, usando o Principio do Trabalho e da Energia.
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Resolucdo:

a)
f
(M) o
b)
U= U;lexao + U;orcéo
. MEL M3L
Ufiexso = Zmi torcio = 261,
.ol 1
= U =ML (ﬁ * 2(;1P>
c)
1
W = U; W = EM()HO
2 1
= 90 MyL (E + G_Ip)
Exercicio 4:

A estrutura da figura é formada por uma viga uniforme ABC, de comprimento total 2L,
segdo transversal retangular (bxh), feita com material de médulo de elasticidade E, e
é submetida a um unico esforgo vertical de intensidade P, aplicado no meio do véo.
Considerando que a extremidade C esteja ligada a um cabo de rigidez axial (EA). e
comprimento L, pede-se determinar o deslocamento vertical em B (expressdo literal e
valor numérico), apds a aplicagdo da carga, utilizando o Principio do Trabalho e da
Energia.

Dados:

P=2kN, L=1,0m, b=5cm, (h/L)=01, E=200GPa, (EA).=1000kN

54



Resolucdo:

Afigura ilustra o diagrama de corpo livre da estrutura fornecida:

(E4)e L

A estrutura é isostatica e, portanto, todas as reagdes vinculares podem ser obtidas a
partir das equagoes de equilibrio estatico, a saber:

YE=0= H;=0
YE, =02 V,=P
YM,=0=V, 2L =PL+M, =M, =PL

A aplicagdo do Principio do Trabalho e da Energia para a determinagdo do
deslocamento vertical em B fornece (para estruturas com comportamento elastico-
linear):

u=U0"=wW*=Ww
onde:

_Péyp

w*=Ww
2

e (desprezando a contribuicdo das forgas cortantes no célculo da energia
complementar da viga):
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NZ
viga * (‘f 2(EA), dS)

L L L
. [(Ps) (PL)? (P)?
u _Of 2E] J “2E0 ds+0f2(EA)c

cabo

ds

_ P2 N P2L? N P*L  2P%I} N P? L
"~ 6EI  2EI " 2(EA). 3EI  2(EA),

U*

Da igualdade entre as quantidades indicadas vira:

P68, 2P?L3 N P2L
2  3EI  2(EA),

ou seja:

5 _4PL? L _PL
vB ™ 3EI ' (EA),

Como a secdo transversal da viga é retangular, vira:
5 16 P (L)3 N PL
vE = ""Eb'\n) ' (EA),
Substituindo os valores numéricos dados (para &, 5 expresso em mm):

2.103 2.103.1

Opp = [16 .(10)3 + 106

103
200.10°.5.10-2 mm

Resultando:
Oy = [3,2+ 2]mm

6yp = 52mm

Exercicio 5:

A viga ABC da figura estd articulada em A e é suportada por um tirante em B. O
comprimento da viga é 2L e a sua rigidez flexional é El. O comprimento do tirante é L
e sua rigidez axial é EA. Pede-se determinar, usando o Principio do Trabalho e da
Energia, o deslocamento vertical 5 que sofre a extremidade livre C da viga quando
nela é aplicada uma forga vertical P.
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Resolucdo:
a) Forca normal no tirante DB:
N =2P
b) Energia complementar armazenada no tirante DB:

_— N2L 2P2L
DB 2EA~ EA

c) Energia complementar armazenada na barra AC:

LMZ
Uje =2 | —d
Ac fo 261

M(x) = —Px
p23
Uic =35

d) Energia complementar total:
U*=U;c+ Upp

_ P2 N 2P%L
~ 3El ' EA

= U*
e) Trabalho realizado pela forga aplicada:

W=—
2

f) Principio do Trabalho e da Energia

P§ P2I? N 2P2],
2 3EI EA
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_2PL® 4PL

= 0=3r YA

Exercicio 6:

A estrutura abaixo é formada por duas hastes verticais, de mesma rigidez axial EA, e
uma barra horizontal rigida (indeformdvel) ABCD. As hastes possuem comprimentos |
e 2l, conforme indicado na figura, e estdo articuladas a barra horizontal, que se
encontra simplesmente apoiada em B. Considerando que uma Unica for¢a vertical de
intensidade P seja aplicada em C, determine o dngulo de rotacdo (6) da barra
horizontal, utilizando, entre outras relagdes, o Principio do Trabalho e Energia. Admita
que o material das hastes tenha comportamento eldstico-linear e considere a hipdtese
de linearidade geométrica (pequenas deformagdes e pequenos deslocamentos).

Resolucdo:

Consideremos que a estrutura sofreu uma rotagdo 6. Podemos montar a figura:

a) Trabalho realizado pela forga P:

W_P5C_P9a
2 2

b) Energia de deformacdo:
U=UD 4+ y®
onde

yo  EA 5i EAG%a’

L2 1 2
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2 2 2
y@ - EA% _EAb74a” EA , ,
21 2 l 4 l
e, portanto,
EA0%a?> EA 3EA
=— — 0%a’ > U =—-0%?
2 trte TR
c) Principio do Trabalho e da Energia:
W U=>P9a 3EA922 p 1P 1
= _—— = [ ——
2 a7 3EAa

Comentdrio: Este é um dos raros problemas em que é mais imediato usar a energia
de deformacdo. Mas pode ser resolvido, também, usando a energia
complementar.

Exercicio 7:

A estrutura indicada na figura é formada por barras de secdo transversal circular cheia
sendo dados: El, GIp, GA e seu fator de forma f.. Todas as barras estdo dispostas no
plano horizontal xz e todas as ligagbes entre elas sdo rigidas, sendo seus
comprimentos: m(AD) = 3L e m(BE) = m(CF) = L. Os unicos vinculos, nos pontos A, B e
C, sdo constituidos por anéis que podem fornecer duas componentes de forca em
direg¢bes ortogonais ao eixo da barra em que se encontram. O unico esfor¢o aplicado
a estrutura é um momento de torgdo de magnitude Ty Pedem-se:

a) odiagrama de corpo livre final da estrutura com todos os esfor¢os vinculares (em
fungdio de Ty) indicados e os diagramas de esforgos solicitantes (V, M, e T) finais;

b) as parcelas de energia complementar devidas as forgas cortantes (Uy, ), aos
momentos fletores (Uy;) e aos momentos de torgdo (Uz);

¢) odngulo de giro da secdo D.

N
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Resolucdo:

a) O diagrama de corpo livre da estrutura, com as reag¢Ges vinculares a serem
determinadas, fica:

Do equilibrio de forgas nas trés direcGes, temos:
YE,=0=>Hg+H.=0
YFy=0=>V,+Vg+V. =0
YFz=0 =H;=0

Do equilibrio de momentos (tomando A como pdlo) em relagdo aos trés eixos,
temos:

YMy, =0 = Ty +Vg.L—-V:..L =0
XMy, =0=>He.L—Hg.L=0
YMy,=0= Vg.L+V:.2L=0
Da solucdo do sistema de equacgdes lineares, resulta:

HA=HB=HC=O

) __ 2T _T
A7 3 B 3L 7 ¢ 3L

60



Assim, o diagrama de corpo livre final fica:

Iy

b
»>

e os diagramas de esforcos solicitantes ficam:

Diagrama de Forgas Cortantes (V):

1,31

Diagrama de Momentos Fletores (M):
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Diagrama de Momentos de Torgado (7):

A\

b) As parcelas de energia complementar devidas as forgas cortantes (Uy ), aos
momentos fletores (Uy;) e aos momentos de torgdo (Ur) ficam dadas por:

U*:Z AN, Jl@)zdﬁ fe fl(gfdszlfcﬂ%
v o 2647 T 264 ), \3L 264 J, \3L 18 GAL
- _ZIlMizd 3 l(TOS>2d L1 1(2T05>2d 7T TEL
M=) 2e1 T2 ), \3L) T 2E1 ), \3L) P T 54 EI
U*_zfl e 1 fl(T)Zd N 1(2T0>2d _13TEL
L) 2 T 26 ), Y P T2 [, BT 187

c) Pelo Principio do Trabalho e Energia resulta para materiais com comportamento
elastico-linear e isétropos:

Ty.6p _lchg ngL ETOZL

U=U0"=W=w =
2 18 GAL 54 EI +18 GJ

Levando a:

_(7fc+7L+13L)
D™ \ogAL " 27E1 T 9¢G))°°

Exercicio 8:

A estrutura da figura é formada por duas barras iguais, AB e BC, de comprimento L e
rigidez flexional El. A barra AB estd engastada em A e articulada em B. A barra BC, por
sua vez, estd articulada em B e simplesmente apoiada em C. Hd uma forga vertical P
aplicada na articulagdo B, conforme a figura. Pede-se:

a) calcular a rotagdo da extremidade B da barra AB;

b) calcular a rotagdo da extremidade B da barra BC.
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e

VA

Resolucdo:

essa barra conforme o diagrama:

9 ;
L,

Note que a estrutura resultante é isostatica.

i) A barra BC é uma barra biarticulada, sem forca intermediaria aplicada, como a
barra de uma trelica. Portanto a barra BC s6 poderia estar sujeita a uma forca
normal. Como o vinculo em C é um apoio simples, essa forca é nula e, portanto, a
barra BC nao esta sujeita a nenhuma tipo de esforgo, ndo se deforma e funciona
como um corpo rigido. Assim, para calcular a rotacdo em B da barra AB basta isolar

ii) Para calcular a rotacdo em B da barra AB, adicionamos um momento ficticio em B:

Pelo teorema de Crotti-Engesser, chamando de 85 a rotagdo a esquerda de B,

temos:

Mas:
M(x) = —(M + Px)
e, portanto,

oM
oM
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Assim:

L
o- = L [ pxax = F¥
B EI XCX =R

Note que o sinal positivo indica que a rotagdo tem o mesmo sentido do momento
ficticio adotado (horario).

iii) Como a barra BCtem um movimento de corpo rigido, a rotacdo da extremidade B
dessa barra, que indicaremos por 67, sera dada por:

.Y

OF I

onde yg é o deslocamento vertical do ponto B, que pode ser obtido usando o
teorema de Crotti-Engesser:

OU *
V5 = f M) o ax
Mas,
M(x) = —Px
e, portanto,

oM

P

Assim:

e, portanto,
LZ
o =2
3El

O sinal positivo de yp corresponde a um deslocamento no mesmo sentido de P.
Portanto A7 tem o sentido anti-hordrio.

Exercicio 9:

A trelica da figura é formada por barras com rigidez axial EA e com rigidez
flexional El dadas e estd contida em um plano vertical. Sabendo que ela estd
submetida a uma forga P aplicada ao seu n6 A, pede-se:
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a) determinar as for¢as que atuam em cada barra;
b) calcular a energia complementar armazenada na treliga;
¢) determinar o deslocamento vertical do né A;

d) determinar o deslocamento horizontal do né A.

Resolucdo:
a) Asforcas nas barras podem ser obtidas pelo método dos nés, resultando:
Fac = PN2;Fyg = —P; Fgc = —P\2 e F;p = 2P,

b) Como a estrutura é uma treliga, s6 havera energia complementar devida a forca
normal aplicada em cada barra:

n
N?1;
U* = T —
/. 2FEA ~ 2EA

i=1

[P22L + 2P?LN2 + 2P%LV2 + 4P%L|

P%L

b) Sendo &y, o deslocamento vertical do né A, teremos, pelo Principio do Trabalho e
da Energia,

P, P2L
W=U=U"=>—"=—J[3+2V2
2 = Ea 3tV

2PL
= 5V = ﬁ[3 + 2\/5]

(para baixo)
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c) Seconsiderarmos uma forga ficticia H aplicada ao nd A, da esquerda para a direita,
ela se transmitira integralmente a barra AB e, portanto, sé influird na parcela da
energia complementar correspondente a essa barra. Assim, sendo U essa
parcela teremos, considerando a existéncia da forga ficticia,

U = (P + H)?2L
AB T oFA

Pelo 22. Teorema de Castigliano, sendo 6 o deslocamento horizontal do né A,
teremos:

U5
On = < oH >H=0

e, portanto,

s, (PPEBLY o 2PL
"\ EA ), " EA

(da esquerda para a direita)

Exercicio 10:

A estrutura ABC da figura estd contida em um plano horizontal. Ela é formada por uma
barra de se¢do circular cheia, de raio R, dobrada em dngulo de 90°, e engastada no
ponto A. A estrutura estd submetida apenas ¢ forga vertical P aplicada ao ponto C. E
dada a rigidez flexional da viga E1. Pedem-se:

a) o deslocamento vertical do ponto C;

b) a rotagdo do ponto C em torno da diregdo x;
¢) a rotagdo do ponto C em torno da diregdo y.
Notas:

1) Desprezar a contribui¢do das forgas cortantes a energia complementar.

2) Usar GIp = EEI.
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Resolucdo:

A questdo é resolvida com o auxilio dos momentos ficticios M e T indicados na figura:

Assim, o deslocamento vertical do né C sera:

U

0=3p

a rotagdo de C em torno da diregdo x sera:

o= (5.

e a rotacdo de C em torno da direcdo y sera:

g (OU*)
-~ \oM /=0
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Desprezando o efeito da forga cortante, a energia complementar serd a soma das
parcelas devidas a flexdo e a tor¢do. Usando o indice 1 para representar o trecho CB
e 2 para representar o trecho BA podemos montar a tabela para auxiliar o célculo:

M;(x) = —=(M + Px) %:—x %:—1 %:0
My() = T — Px Moo x| T2oo | Z2oy
T,(x) =T Tieo | T=o | Ti=a
T,(x) =M + PL %:L %zl %:0

O deslocamento vertical do n6 Csera:

6M1 aMz
f M1 —dx + j M2 —dx
+— fLT aTld + fLT aTzd
4E1J, ' oP 4E1 ), * P
Usando os dados da tabela e efetuando os célculos resultara:

23 PL3
" 12 EI

A rotagdo do ponto C em torno da diregdo x sera:

fMaMld fM
EI 1 X+ EI 2

+ LT o 4 + LT aTzd
4E1 ), "*oT Tkl ), 2T )

Usando os dados da tabela e efetuando os calculos resultara:

PL?
2EI

(o sinal negativo significa sentido contrario ao do momento ficticio adotado)
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A rotagdo do ponto C em torno da diregdo y sera:

6 = 1fLM OM: e+ 1fLM M 4
“\Eer ), om P TE), "am

+5.rTand-+5 LTaBd
agl ), “tom Tkl ), oM ™)

Usando os dados da tabela e efetuando os calculos resultara:

_7PI?

4 EI
Exercicio 11:
A viga da figura tem rigidez flexional El e suporta um carregamento distribuido
uniforme de intensidade q na extensdo AB e uma for¢a concentrada P na extremidade

C do trecho em balango. Determine a deflexdo vertical e o dngulo de rotag¢do no ponto
C

I P
VAN 4o B
— X ' Xp <—
L
L (oed

Resolugdo:

a) Calculo da deflexdo vertical:

Usando o teorema de Castigliano modificado:

L Myp 0Myp fL/Z Mg OMpc
AB . —BC
0

5. = —— ——
<= ), Bl op EIl op 2
com
qlxy Pxqy qxi
Min = -
AB 2 2 2
MBC -_ —sz
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+E . (—Px;)(—x3)dx;

5 _pL®>  ql*
€ 8EI 48EI

b) Calculo da rotacdo:

Aplicando na extremidade C um momento ficticio M, no sentido hordrio, usando
o teorema de Castigliano modificado:

L L/2
MAB a1WAB ) ( MBC a1\4BC
0 :( f 48 dx, + f = dx,
¢~ \J, EI oM, voco \Jo EI M, Moz

com

Mpc = —Px; — Mc

1 (Y(qlx, Px; qx? Xy
20T E ( 77 7))

L/2

+E . (=Pxy)(—1)dx,

0 7PL?  ql3
= = —
¢ 24FEl1 24EI

70



Exercicio 12:

Resolugdo:

‘<— L %‘ A estrutura ABC da figura é formada por
dois segmentos prismdticos em dngulo
J l l 1 l l l 1 1 l j 1 l j l l l l l q reto, cada um com comprimento L e rigidez
a flexdio El. Ela estd engastada em A e
submetida a uma carga distribuida
uniforme q em seu trecho BC. Pede-se
determinar, considerando apenas o efeito
L da flexdo:

a) o deslocamento vertical do ponto C;
b) o deslocamento horizontal do ponto B;

. 2 ¢) a rotagdo da se¢do C.

a) Aplicamos uma forga vertical ficticia P=0 no ponto B, conforme a figura:

Assim:

5 _((’)U*)
€7 \oP Jpoo

Dividindo-se o pdrtico em dois trechos temos:

5 _(an) N au;
€7 \oP/po \0P),

=0
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e, portanto,

6—1fLMaM1d +fLMaM2d
CTEI|), ap T, Trap

P |,
onde:
qx*
M;(x) = —Px — —
2
oM;
op - ¥
qL?
MZ (X) = —PL — T
oM,
=]
oP
5qL*
=% =g

b) Aplicamos uma forga horizontal ficticia P=0 no ponto B, conforme a figura:

Assim:

5 _((’)U*)
F7\aP Jpog

Dividindo-se o pdrtico em dois trechos temos:

5 _(an) N au;
B=\opr/)py \ 0P o
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e, portanto,

5 _ 1 fLM aMld +fLM aMZd
BEEI), tap T e ]
onde:

2

qx
M, (x) = — —
1(x) )
oM,
— =0
aP
qL?
MZ(X) = —Px — T
oM, _
ap X
qL*
% = 35

Assim:

0 _((’)U*)
¢ \oM /=g

Dividindo-se o pdrtico em dois trechos temos:

0 _(an) N aU;
¢ \oM/yo "\ oM Mo
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e, portanto,

6M1
M1 — dx + Mz —-— dx

M=0
onde:
gx?
M;(x) = —M———
2
OM;
oM
qL?
MZ(X) =-M - T
oM,
— =1
oM
2qL3
=6, =
¢ 3EI

Exercicio 13:
A viga prismdtica da figura estd engastada na extremidade A e simplesmente apoiada
na extremidade B. Ela tem comprimento L e rigidez flexional El dados.

Pede-se determinar a rotagdo 85 que acontece na sua extremidade B quando
é aplicada a carga uniformemente distribuida q.

Resolugdo:

Essa estrutura tem grau de hiperestacidade igual a 1. Podemos usar, como incognita
hiperestatica a reacdo vertical em B. Assim, podemos considerar a estrutura isostatica
fundamental:
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e usar o Principio de Energia Complementar Minima:

o _
oP
qx?
M(x) = Px — —
2
oM
ap _ *
oUr 1 LP qx? p
op EIJ,\'*T 2 )**
p=>2qL
>P=-
8q

Para calcular a rotagcdo em B, aplicamos um momento ficticio M. Assim, pelo Segundo
Teorema de Castigliano:

g _(6U*>
B \omM /=0

A ] M
<% 1P
2
— x
M(x):M+Px—qT
oM
—_:1
oM
0 <6U*> 1 fL(P CIx2>d
=|— =— x —— |dx
P \oM /520 El Jy 2
1 qL3
=0 =38 Er

(sentido anti-horario)

Exercicio 14:

A barra AB estd engastada em suas duas extremidades e estd submetida a carga
distribuida q, conforme a figura. Considerando apenas o efeito da flexdo e usando as
propriedades de simetria da estrutura, calcule:
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a) arotagdo em G

b) o deslocamento vertical em C.

l q

C
| L/2 |L L/2 ﬁ\

Resolugdo:

A carga distribuida g pode ser dividida na soma de uma parcela simétrica (i) com uma
parcela antissimétrica (ii):

(i) (ii)

a) apenas a parte antissimétrica do carregamento (ii) contribui para a rotacdo em C;
pode-se estudar apenas metade da estrutura colocando vinculos adequados em
C (apoio simples), conforme a figura:

DCL

||||||||||CJ/2 q/2
A C MACT ”
Vs

O grau de hiperestaticidade resultante é 1. Adotando V. como incdgnita
hiperestatica, pelo Principio da Energia Complementar Minima:

ou
M(x) —dx =

aVC f (x) v, dx 0

onde:
qx®
M(x) =Vex ———
4

e
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v *
Entdo:
L L
f? v qx? b =0 Vex®  qx*)\2 0oV 3qL
P = = _— = =3 = —
, T e 316 ), €732
Aplicando um momento ficticio em C, conforme a figura:
LU,
AC X 0
v, V.
a rotagdo em C é calculada por:
L
g (BU*) 1 fEM( ) oM p
c=|l==— =— x)——dx
aM, My=0 EI\ J, oM,
M0=0
onde:
3gL  qx?
M =—x——+M
(x) 32572 + My
e
oM _q
oM,
Entao:
L L
1 (z(3qL  qx* 1 (3qLx* qx*\2 _ql?
T Er) \32 4 )T E\ e 12 €= 768EI
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b) apenas a parte simétrica do carregamento (i) contribui para o deslocamento
vertical em C; pode-se estudar apenas metade da estrutura colocando vinculos
adequados em C (engaste deslizante), conforme a figura:

DCL

q/2 a/2
e R

O grau de hiperestaticidade resultante novamente é 1. Adotando M, como incégnita
hiperestatica, pelo Principio da Energia Complementar Minima:

L
o 1J§M()6Md 0
oM EL), U am T

onde:

2
M(x) = Mg — -

oM _,
oM,

Entdo:

L

L =
JEM qX2d—0=> M qX32—0=>M —qLZ
o LT g )T “*Tz) T ¢~ 8

Aplicando uma forga vertical ficticia em C, conforme a figura:

O deslocamento vertical em C é calculado por:

oU”
5, = (_) = = [ M) == dx
oF Jp—o \ EI ), oF

F=0
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onde:

L? x?
M(x) = (1_8 —Fx — qT
e
oM
F- X
Entdo:

Exercicio 15:

O portico plano ABCDE da figura estd engastado em A e em E. Ele é formado por barras
retas, de mesma rigidez flexional El dada, soldadas em dngulos de 90°. Sobre a lateral
AB estd aplicada uma forga distribuida uniforme, de magnitude 2q,,. Desprezando os
efeitos devidos a forca normal e a forca cortante, pede-se determinar a rotagdo no
ponto C.
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Resolucdo:

Como a estrutura é simétrica, o carregamento da estrutura pode ser decomposto em
uma soma de um carregamento simétrico:

qo B C D 9o
é .b
ﬁ h
% %
% b
% b
é b
ﬁ %
—_— [ €——ro
% %
ﬁ _%

AN
A E

e um carregamento anti-simétrico:

qo B C D 9o
— —
—> —>
— —
—_— —
—_ —
—_— —
—> —>
— —
—_— —
—> —
A E

Como o carregamento simétrico ndo causa rotagdo em C, basta analisar apenas o
efeito do carregamento anti-simétrico.

Para tanto, podemos cortar a estrutura em C, colocando um vinculo adequado, que é
um apoio simples. Para a metade esquerda da estrutura teremos, entdo, o seguinte
DCL:

— 1) 1‘710 =0
—

onde j4 foi adicionado o momento ficticio M que permitira o célculo da rotagio em
C. Note que a estrutura resultando é hiperestética, com grau de hiperestacidade 1.
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Vamos, entdo, adotar V. como incégnita hiperestatica que pode ser calculada
usando o principio da energia complementar minima:

ou*

=0
Ve

Desprezando os efeitos da forca normal e da forca cortante, como o problema é
plano, sé resta a energia complementar correspondente a flexdo. Para calcular essa
energia, é conveniente primeiro esbocar o diagrama de momentos fletores:

Mg + VL _

X X

M,

A estrura pode ser dividida em dois trechos, AB e BC; a energia complementar total
sera a soma das energias complementares correspondentes a esses trechos:

U*=Up + Uge
- Para o trecho AB temos, usando a coordenada x indicada na figura:

2
_ X
Myp(x) = M¢ + VcL — CI07

OM,5
v,

OMap
oM,

- Para o trecho CD temos, usando a coordenada x indicada na figura:

MBc(x) = MC + ch

M

v,
My _
o,
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Como

_0U"_ Uz 09U
TV, av, | oV

Entdo:

0—1f1v1 Mz +1fM OMsc
~E1) By, T ) TEc Ty
0 0

Assim, usando as expressoes definidas anteriormente e zerando o momento ficticio
MC:

L

L
f(VCL do >de +fVCx2dx
0

0

e, portanto,

(o sinal positivo indica que a reagdo V- tem o mesmo sentido que foi desenhado no
diagrama de corpo livre)

A rotagdo do ponto B pode ser calculada pelo teorema de Crotti-Engesser, anulando
o momento ficticio:

c=0
ou seja,
1 OMyp 1 Mg
0, = — dx +— M d
¢ E1f<A36M>_ * EIf(BcaMC o
0 c 0 c=0
Assim,
L L
x2
GC - EI f(VcL QO7> dx +jVCx d.x
0 0
e, portanto,

0, = 1[3VL2+1 L3]
c= g2 6‘10
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e, finalmente, usando o valor que foi calculado para V,:

_ qol?
C ™ 48EI

(o sinal positivo indica que o sentido da rotacdo é o mesmo do momento ficticio
adotado e, portanto, a rotagdo se da no sentido anti-horario)

Exercicio 16:

A estrutura ABC indicada na figura é formada pelas
barras AB e BC, de mesmo comprimento (l) e
mesma rigidez flexional (El), engastada nas se¢bes
A e C e rigidamente ligadas em B. Sobre a secdo B é
aplicado um bindrio de intensidade M, no sentido
indicado. Pede-se:

a) o DCL final da estrutura com as indicacoes
corretas dos valores e dos sentidos das reacées
de apoioem Aeem C;

b) a rotacdo em B, em fungcdo dos dados
fornecidos.

Resolugdo:

a) Trata-se de uma estrutura simétrica sob carregamento antissimétrico, de tal modo
que os esforgos de natureza simétrica sdo nulos no plano de simetria da estrutura,
restando apenas uma forca de natureza antissimétrica atuando no plano de
simetria, conforme ilustra a figura a seguir:

O grau de hiperestaticidade estrutural apds a simplificacdo decorrente da
aplicacdo dos conceitos de simetria é dado por:

g = 4 (reagdes) — 3 (equagodes de equilibrio) = 1

Tomando a reagdo Fz como incognita hiperestatica teremos a seguite EIF
(estrutura isostatica fundamental):
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M, i .///f?

7
A\
H, !
AN My =M, 2

Para determinarmos a incdgnita hiperestatica, basta aplicarmos o Principio da
Energia Complementar Minima. Desprezando as parcelas da energia
complementar devidas as forgas cortantes e forcas normais (que sdo pequenas
frente a parcela da energia complementar devida a flexdo), teremos:

1 1
au* M oM 1 ( (V2 Mo\ (V2
=0$f——dx=0$ — <7FBX——O><_x>dx=O
0

Fy El 0F, El 2 )\ 2
Ou seja
_3V2 M,
B™ g

Das equacoes de equilibrio estatico, resultam diretamente:

yo_V2,._3M
AT 2 BT

V2 3M
VA=_FB=__O

2 4 1

V2 M, M
MA=_FBI__O=_O

2 2 4

Obs.: Os sinais positivos indicam que os sentidos indicados na figura estdo todos
corretos.
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Segue, portanto, o D.C.L. final (note que as reagGes também sdo antissimétricas):

b) Paraadeterminacdo da rotacdo em B, basta aplicar o Teorema de Crotti-Engesser
a EIF ilustrada na pagina anterior:

l

aU* M oM 1 ZVE
93 f d = _f <7FBX _MB> (—1)dx

oM, ) Elom, T EI

0 0
Q_Mﬂ V2 Fgl?
B™ EI 4 EI

Como Mg = My/2 e Fy = 3v2M,/4l, vira:

1M,

T

Exercicio 17:

A estrutura ABCD da figura é horizontal. A barra BD estd soldada em B a barra ABC e
forma com ela um dngulo reto. A estrutura estd engastada nos pontos A e C. Em D

estdo aplicados uma forga vertical P e um torque T. As barras tém mesma rigidez

4

flexional EI e mesma rigidez a tor¢cGo Glp = EEI . Sabendo que a energia

complementar devida a forga cortante é desprezivel, pedem-se:
a) o deslocamento vertical do ponto D;

b) a rotagdo do ponto D em torno da direcdo y.
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N

3
>

Resolucdo:

a) Como a estrutura é simétrica em relagdo ao plano vertical que passa por BD,
apenas o carregamento simétrico (P) colabora para o deslocamento vertical de D.
Usando essa simetria, podemos montar o seguinte DCL:

PL/2

ST

PL/2 P2

A estrutura é hiperestatica com g = 1 e a incdgnita hiperestatica é M. Os
correspondentes diagramas de momento fletor e momento de torgao s3o:
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<
|

PL

RM-PL/Z

|

PL/2

PL/2

Pelo principio da energia complementar minima:

oU*
oM

ou, somando as energias de flexdo e torcdo de todas as barras e considerando a
forma modificada:

1t OMyg aMBC

Ef Myp ETi dx fMBC fMBD X+
0

1 [ oTu 1 (b 9Tse 1 (L aTg

— T8 g b — | Tye—Lldx + — 28D iy =0

Glpfo 48551 ““ TGy ), B¢ oM Elfo D om ¥

Mas nota-se que varias dessas parcelas sdo nulas, resultando, somente,

1t OM,p 1 (L OMpg 2 (L OMyp
- M — d ey M —_d = - M — d =0
El), "B oM x+EIf0 B o EI,[O 4B o

Como:
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L, p _  PL _
= (M——x)dx:0:>ML——=0:>M=
0 2 4

2

PL
4

Conhecido o valor de M, podemos substitui-lo nos diagramas de esforcos e

calcular o deslocamento vertical § com

6_6U*
P

Somando a energia complementar de flexdo e de torcdo de todas as barras e
considerando a forma modificada do Teorema de Castigliano:

1t aMAB
=—| M
5= g7 ) Mia5a

1 L
+Ef0

aMBD L
MBD 6P d +G_1Pf

b fLT ke g 1 L
Gl ), "*¢7ap TG, ),

f Mo 2

Thg—— 3P dx

0Tpp

Tgp —— 3P dx

Eliminado as parcelas nulas e considerando as simetrias, resta:

2 (L OMyg
§=—| Myp——
Elfo 4B 9P
como
My =M Px—PL 2
AB — 5 —4( x)
Mpc = Px
. PL
AB — 2

1 L
d — | M
X + EIJ;) BD

0Myp
apP

OMpc
oP

0T,p
apP

M 1 1+ 2 fLT d
ap “* TG, ) 4ETap ¥

0Ty5

2

P (L PL2 (L
L — 2x)%dx + f Zdx + fd
8E1j( X dx+ gy | xdxt e ) dx

_PI? +PL3 N PL3
"~ 24EI  3ElI  2GIp

5 _ PP
=0 =—
El
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b) Como a estrutura é simétrica em relagdo ao plano vertical que passa por BD,
apenas o carregamento antissimétrico (T) colabora para em torno de y do ponto
D. Usando essa simetria, podemos montar o seguinte DCL:

T

Os correspondentes diagramas de momento fletor e momento de torgdo sao:

M

T +FL

T+ FL
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Os esforgos Te F estio relacionados pela equacio de equilibrio:
_ _ T
2FL+2T:T:>T:E—FL

Entdo a estrutura é hiperestatica com g = 1 e a incdgnita hiperestética pode ser
T ou F. Vamos adotar F.

Pelo principio da energia complementar minima:

aU*_O
oF

ou, somando as energias de flexdo e tor¢do de todas as barras e considerando a
forma modificada:

1fLM OMas 1+ fM x + lfLM OMsp
El), 4 OF BC El), B oF ¥

1 (L 0Ty L GTBC 1 (L aTgp
— |7 — |7 — | Ty =R ax =
+Glpf 4B 5F dx+61,,f R T EIJ; 05 x =0

Mas nota-se que varias dessas parcelas sdo nulas, resultando, somente,

— | My =2Edx+— | Mpe—Sdx == | Muyz—2Edx=0
Elfo BTG er151f0 B¢ oF Elfo 48 5F ¥

Como:
_ T
MAB=T+F.X'=E+F(.X_L)

OM,p
JoF

=(x-1L)
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fL<T+F L) L)d 0 TLZ+FL3 0
= —_ — = = - — _—
(Grre-b)e-bar=0s e
Fe 3T 7 T
= —=T=—-

4L 4

Conhecido o valor de F e T, podemos substitui-los nos diagramas de esforcos e
calcular a rotacdo 6 com

g au*
~aT
Somando a energia complementar de flexdo e de tor¢do de todas as barras e
considerando a forma modificada do Teorema de Castigliano:

= — 4B — | M, —2< — ~_Bb
0 Elfo AB QT d’”’Elf0 BC 5T dx+EIf0 0 5y 4%
1 (b 9T, 1 [+ 9Tge 1 (L aTgp
—| T —| T —| T
+Glpf 4B 75T dx+(;1pf BCTaT dx+(;1pf L T

Eliminado as parcelas nulas e considerando as simetrias, resta:

ZfL OMyp 1 fL 0Txp
dx
0

§=— A Gyt — | Tpp—22
El), 4% ar TGl ), PP Tar

como

_ T /3x oMy 1/3x
MAB=T+Fx=Z(——1> ——<——1)

L oT 4\ L
TBDZT aTBD
=1
oT
o= L(3x 12d + g
= = —_— _ .
8EI ), \'L * GIP *
: TL+TL
= = — N
8EI  GIp
_11TL
8 EI

Exercicio 18:

A estrutura ABCD esquematizada na figura é formada por duas barras iguais, de
comprimento L, rigidez flexional EI e rigidez a torgcdo GIp, que estdo soldadas no
ponto B. Essa estrutura estd presa em C e D a duas molas iguais, de rigidez k. No ponto
B hd uma forga vertical P e um torque T aplicados. Pede-se determinar o éngulo de
giro da barra AB em B.
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12EI
L3

Dados: GIp = %EI ek =

Resolugdo:

Sé o carregamento anti-simétrico contribue para o giro da barra AB, ou seja, a carga P
pode ser retirada do problema, restando apenas T. Como um carregamento anti-
simétrico provoca reagdes vinculares anti-simétricas, as forcas nas molas sdo iguais
em moddulo e tém sentidos opostos. Assim, basta estudar o problema:

F
T | B -
SR

A estrutura resultante é hiperestatica, com grau de hiperestaticidade 1. Podemos

escolher F com ingdnita hiperestatica. Assim, pelo teorema da energia complementar
minima,
au” 0
oF

Desprezando o efeito da forca normal e da forga cortante nas barras, a energia
complementar da estrutura é a soma de trés parcelas:

U* = U;lexﬁo + Ut*orgéo + Ur*nolas

Para calcular, adequadamente, as parcelas devidas a flexdo e a tor¢do, devemos
construir os diagramas de esforcos solicitantes:

(M) (M

FL T—-FL

Assim, as parcelas da energia complementar sdo:

L/2
X (Fx)? FL3
Utexao =2 | 55 9% = 3257

0

) (T — FL)?L  5(T — FL)2L
Urorcio = ——0 1 =8~ &
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F? F?[3
U;;‘Lolas = Zﬁ = 12E1

E, portanto,

L _
U* = — (5T2 — 10TFL + 6F2L2)

8EI
Assim:
= aa_l: = %(—mﬂ + 12FL%)
Portanto,
6L

Substituindo esse valor na energia complementar:

5T
48 EI

*

O giro do ponto B da barra AB pode ser obtido a partir do teorema de Crotti-Engesser:

_6U*=) _5TL
¢ = oT $p = 20 El

Exercicio 19:

O anel da figura tem raio R e rigidez a flexdo El
constante. A ele sdo aplicadas forcas P
diametralmente opostas, conforme esquematizado.
Pede-se determinar a varia¢do de diémetro sofrida

R pelo anel com a aplicagdo das forcas P. Usar a
simetria do problema.
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Resolugdo:

O anel é simétrico em relacdo ao seu didmetro vertical e estd submetido a esforcos
simétricos. Assim, podemos cortd-lo ao meio, colocando os esforgos vinculares
adequados:

Como o anel também tem uma simetria em relacdo
ao seu diametro horizontal podemos concluir que:

%—»RA My = Mg
M

e que

P/2

RA=RB

Do equilibrio do anel

M,
%—VRB RA + RB =0

e, portanto,

P/2

RA:RB:()

Considerando a simetria horizontal, podemos dividi-lo mais uma vez, considerando os
esforcos vinculares adequados:

Equacdes de Equilibrio:

F=P/2 V.=F

A> My—M.,—FR=0
y 0 M

y Esta estrutura é hiperestatica (g=1). Adotemos M,
c Y como incégnita hiperestatica.

Para calcular os esforcos vinculares podemos utilizar o Principio da Energia
Complementar Minima:

fTM(s) oM f4M(9) oM
0

ds —— —_Rdb
6MA EI oM,

M(6) =M, — FRsen#@

oM

- =1
oM,
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R
=>MA=7

A variacdo do didmetro pode ser calculada pelo Segundo Teorema de Castigliano
Modificado:

oU ZM(6) oM
zf 77 Rde
0

PR
M(0) =— — FRsenf
s

oM o Rsend
aF = sen
2PR31 1 =
S5 = [__ z
El T 8
Exercicio 20:

A figura mostra um anel de largura b, raio médio R e espessura t (sendo t/R <<1),
fabricado com um material com mddulo de elasticidade E. Considere que na
configuragdo inicial (ndo deformada) o anel seja colocado entre dois batentes rigidos,
fixos, e de dimensdes despreziveis (pontos A e C da figura), de tal forma que néo
existam folgas nem esforcos de reacdo entre anel e batentes. Considerando que na
configuragdo final (deformada) duas forcas concentradas, de magnitude P, sejam
aplicadas nos pontos diametralmente opostos B e D do anel, pede-se:

a) determinar as reagdes verticais dos batentes sobre o anel;

b) determinar a aproximagcdo entre os pontos B e D apds a aplicacdo do
carregamento;

c) determinar a energia total acumulada pelo anel apds a aplicagdo do
carregamento.

Obs: Despreze as parcelas da energia complementar associadas as forcas normais e
cortantes.
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Resolucdo:

a) Trata-se de uma estrutura simétrica submetida a carregamento simétrico,
havendo dois planos de simetria que podem ser utilizados. A figura a seguir mostra
um modelo simplificado que pode ser utilizado para a andlise estrutural do anel
nestas condi¢bes, bem como as reacdes devidas aos vinculos criados (que
representam as reacgdes das partes do anel que foram “removidas” sobre a parte
do anel que foi “mantida”, bem como parte da reagdo do batente sobre o anel):

Pelas equacdes de equilibrio da estatica, temos:
YEx=0=>H,=0Q
YE =0=>V,=V
XMy =0=> My +Mp+VgR=0QR

Temos 5 incognitas a serem determinadas e apenas 3 equac¢des de equilibrio
estatico. Logo temos um grau de hiperestaticidade estrutural g = 2. Vemos,
também, que a reagdo horizontal H, jd estd totalmente determinada pelo
equilibrio, ndo sendo uma incégnita hiperestatica. Dentre as varias solugdes
possiveis, optamos por adotar Vg e Mg como as incognitas hipestéticas a serem
determinadas, o que nos leva a seguinte Estrutura Isostatica Fundamental:

Veja que, desta forma, todas as reacdes no vinculo A podem ser determinadas
automaticamente pelas trés equacées de equilibrio indicadas anteriormente.
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A aplicacdo do Principio da Energia Complementar Minima a Estrutura Isostatica

Fundamental assim obtida fornece as equagées necessdarias para a determinacao
de VB e MB:

/2

aU*—O:fMaMd —0:>f MaMdQ—O
P77 Elov, "~ -

aU*—OﬁfMaMd —0:>f MaMdB—O
My EloMg ™~ ElaMg "~
0

A expressdao do momento fletor no trecho do arco BA fica (veja a indicacdo do
angulo 6 na figura anterior):

M = Mg + VgR(1 — cosf) — QRsenb
Logo, teremos:

/2

f [Mg + VgR(1 — cosf) — QRsenB](1 — cosf)dO = 0
0

/2

f [Mg + VgR(1 — cosf) — QRsenB]dO = 0
0

Levando a:

/2 /2

Mg j (1 — cos0)dO + VgR j (1 —cos6)?do
0 0

/2
= QR j senf(1 — cosf8)do
0

/2 /2 /2
Mg j do + VBRf (1 —cosB)db = QRf senfdf
0 0 0

E, finalmente, ao sistema:

MB(g—1)+VBR(%Tn—2)=%
My (g)+VBR(§—1) = QR

Cuja solugdo fornece:
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7r2—3> . VB=2Q(4_7T)

Mgy = 40R
B Q (n -8 n2—8

Obs: Os sinais positivos encontrados para Vg e My indicam que os sentidos
inicialmente arbitrados para estes esfor¢os no D.C.L. estdo corretos.

A forca de reacdo de cada um dos batentes sobre o anel é dada, entao, por:

4—1 4—1
R =2v5 =40 (7—5) =27 (7—5)

Utilizando novamente a Estrutura Isostatica Fundamental escolhida e aplicando o
Teorema de Crotti-Engesser, temos que o deslocamento horizontal da se¢do B (em
relacdo a secdo A, que permanece fixa) é dado por:

/2
5 ou* 5 fMaMd 5 f MaMRdQ
= — = —_— = = —_
2Q El9Q EI9Q
Logo:
/2
Mg + VzR(1 — cosB) — QRsenf
5= f M5 + VsR( ) -0 ].(—RsenG)RdH
El
0
Levando a:
T T
2 2
5= My ZJ‘ 0d6 1% 3]( 0 senZB)dQ
= El sen 7 sen >

T
2
3
+ j (sen?0)do
0

Resolvendo as integrais indicadas e substituindo os valores encontrados no item
anterior para os esforcos Vz e Mg, e lembrando ainda que Q =P/2,
encontramos finalmente:

3 PR3 (32 + 73 —20m
"~ 8EI w2 —8

Assim, a aproximagdo entre os pontos diametralmente opostos B e D, apds a
aplicacdo do carregamento, sera:

_ PR3 (32 +m*—20m
" 4E] 2 —8

onde o momento de inércia a ser considerado é:
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B bt3

] = —
12

Resultando:

L (R)3 32+ 73 - 207
~ Eb\t n2—8
Aplicando o Principio do Trabalho e da Energia, teremos:

Ps P%R3
U*=U=W*=W=2(—>=P6=

2 —8

32+ 13 —20m
2 8EI

Exercicio 21:

A estrutura horizontal em forma de H da figura estd engastada nas extremidades A,
B, Ce D e estd submetida a uma for¢a vertical P em seu ponto central E. Ela é formada
por barras prismdticas soldadas, com rigidez a flexdo El e a tor¢éo Glp.

Pede-se determinar os esforcos nos engastamentos, fazendo Glp= 0,5EI.

] ’ L L |
] C D
y L
/ P /
X E/
L
A B
: . | . |

Resolucdo:

A estrutura possui dois planos de simetria verticais. Usando essa simetria, podemos
esquematizar os esforgos nos vinculos da seguinte forma:
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P/4

P/4 P/4

Assim, teremos apenas duas incognitas hiperestaticas M e T . Ent3o, pelo Principio da
Minima Energia Complementar:

ou*
oM

ou”

aT
Desprezando o efeito da for¢a cortante, a energia complementar serd a soma da

energia devida a flexdo com a energia devida a torcdo. Para calcular essa energia,
devemos, primeiro, montar os diagramas de momento fletor e momento de torcao:

2T
M
M M
G
Ct 1D
Z P
M-ZL
- P
2T -1
E
2T
M M
F
Al B
—_pP
M-l
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=~

=~

Usando as simetrias existentes, a energia complementar total pode ser escrita com:
* * *
U = 4U,r + 2Ugg

Na barra AF temos flexdo e torcdo:

~

My(x) = —M +—
1(x) 7

oM;
oM

oM;
oT
T1(x)= T
M _y
oM

oT,

— =1
oT

Na barra FE temos apenas flexdo:

R
M,(x) = —2T+Ex

oM,
—_=0
aM

M,

— =2
aT
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Assim:

_our oM,
Ty L
oM oM
—41 L(M L )d - X (m P
~YEl), 47) " TE 8
=>M—PL
-8
ouU* 1 (L oty oM,
:—_:4—f Tl—_dx+2 sz—dx
oT Gl Jy " oT
L

2
— N - 2
=& de + <2T 5 x) 2dx = (16TL PL?)

=>T=

ol 2

Alternativamente, a questdo pode ser resolvida considerando apenas metade ou um
quarto da estrutura, colocando a vinculacdo adequada para garantir as condi¢coes de
simetria.

Exercicio 22:

A estrutura indicada na figura é formada
por barras de segdo transversal circular
cheia (diégmetro d, tal que d/L<< 1), de tal
forma que as quatro barras horizontais
estejam regularmente espagadas na

S

F—..i
—> —>>

A circunferéncia de raio L e engastadas em
seus pontos extremos. Pede-se determinar,
I para os carregamentos F e T indicados:

a) o deslocamento vertical da extremidade
A da barra vertical;

b) a rotagdo da extremidade A da barra
vertical.

Dados: El, GIp, L, iguais para todas as
barras.

Resolucdo:

a) Para o cdlculo do deslocamento vertical da extremidade A, apenas a forca F
contribui. Desprezando-se a energia complementar devida a for¢a normal, apenas
as barras horizontais colaboram para esse deslocamento. Como a estrutura tem
dois planos de simetria, cada barra horizontal é representada pela barra
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hiperestética equivalente, ja que o nd central da estrutura, pela simetria, ndo pode

sofrer rotagdo:

—

Assim, além de um quarto da forca F teremos um momento M, aplicado a

extremidade da barra ligada ao né central:

A
A X%DMU

P=F/4

Adotando My, como incdgnita hiperestatica,
complementar minima, tem-se:

ou* :jwa@aMd _ 0
oM, 0 T

Como:

M(x) = Px — M,

oM )
oM,

conclui-se que

Mv__PL
07 2

pelo teorema da energia

O deslocamento vertical & da barra vertical serd& o mesmo deslocamento da
extremidade de cada barra horizontal. Assim, pelo teorema de Castigliano,

5 oU* J¢A46M
= — ﬁ frd [ —

oP o E10P
e, como

oM

ap

conclui-se que
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_FL?
" 48EI

b) Para o calculo da rotacdo da extremidade A, apenas o momento de tor¢do T
contribui. Mas, além de ele torcer a barra vertical, ele provoca flexdao das barras

horizontais no plano horizontal.

M.=T/4

Considerando a simetria da estrutura, na aplicagdo do momento de torgdo, o seu
né central deve permanecer na mesma posi¢ao. Assim, cada barra horizontal pode

ser representada pela barra equivalente:

|—

[eXoXe]

Assim, além de estar submetida a um quarto do momento T, a barra horizontal

estard também submetida a uma forga P:

M.=T/4

Adotando P como incdgnita hiperestatica, pelo teorema da energia complementar

minima tem-se:

oU* LM(x)om
—=0=>f —dx=0
oP 0

Como:

M(x) = My — Px

M
ap _ *©

conclui-se que

P_3M0
2L
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Arotacdo 6, da extremidade da barra horizontal pode ser obtida pelo teorema de
Castigliano:

o U _fLMaMd

VoM, T T ) Elom,
e, como

oM _

oM,

conclui-se que

9__TL
17 16EI

Para obter a rotacdo 6 sofrida pela extremidade superior da barra vertical, a
rotagdo 8, deve ser somada a rotagdo 8, provocada pela tor¢do da barra vertical:

o _TL
27 Glp
Assim:
e—n(l +1)
B 16EI * GIp
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