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𝑑 Ԧ𝑟𝑝 = 𝑃 − 0 =

𝑑𝑥𝑃

𝑑𝑦𝑝

𝑑𝑧𝑃

𝑛 =
𝑃 − 𝑂

𝑃 − 𝑂
=

𝑑 Ԧ𝑟𝑃

𝑑𝑟𝑝
=

1

𝑑𝑟𝑃

𝑑𝑥𝑃

𝑑𝑦𝑝

𝑑𝑧𝑃

=

𝑛𝑥

𝑛𝑦

𝑛𝑧

𝑑 Ԧ𝑟𝑄 = 𝑄 − 𝑂 =

𝑑𝑥𝑄

𝑑𝑦𝑄

𝑑𝑧𝑄

𝑚 =
𝑄 − 𝑂

𝑄 − 𝑂
=

𝑑 Ԧ𝑟𝑄

𝑑𝑟𝑄
=

1

𝑑𝑟𝑄

𝑑𝑥𝑄

𝑑𝑦𝑄

𝑑𝑧𝑄

=

𝑚𝑥

𝑚𝑦

𝑚𝑧

𝑛′ =
𝑃′ − 𝑂′

𝑃′ − 𝑂′

𝑚′ =
𝑄′ − 𝑂′

𝑄′ − 𝑂′
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𝛾 =
𝜋

2
− 𝜃

𝜃 =
𝜋

2
− 𝛾

𝑛′ ∙ 𝑚′ = cos 𝜃

cos 𝜃 = cos
𝜋

2
− 𝛾 = sen 𝛾

Para pequenas deformações

𝛾 = cos 𝜃

Mas

Então:

𝛾 = 𝑛′ ∙ 𝑚′
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𝑃′ − 𝑂′ = 1 + 휀𝑃 𝑃 − 𝑂 = 1 + 휀𝑃 𝑑𝑟𝑃

𝑛′ =
𝑃′ − 𝑃 + 𝑃 − 𝑂 − 𝑂′ − 𝑂

1 + 휀𝑃 𝑑𝑟𝑃

𝑃′ − 𝑃 =
𝑢 𝑃
𝑣 𝑃
𝑤 𝑃

𝑂′ − 𝑂 =
𝑢 𝑂
𝑣 𝑂
𝑤 𝑂

𝑛′ =
1

𝑑𝑟𝑃 1 + 휀𝑃

𝑑𝑥𝑃

𝑑𝑦𝑃

𝑑𝑧𝑃

 +
𝑢 𝑃 − 𝑢 𝑂
𝑣 𝑃 − 𝑣 𝑂
𝑤 𝑃 − 𝑤 𝑂
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𝑛′ =
1

𝑑𝑟𝑃 1 + 휀𝑃

𝑑𝑥𝑃

𝑑𝑦𝑃

𝑑𝑧𝑃

 +
𝑢 𝑃 − 𝑢 𝑂
𝑣 𝑃 − 𝑣 𝑂
𝑤 𝑃 − 𝑤 𝑂

𝑢 𝑃 − 𝑢 𝑂 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑃 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦𝑃 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑑𝑧𝑃

𝑣 𝑃 − 𝑣 𝑂 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑃 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦𝑃 +

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝑑𝑧𝑃

𝑤 𝑃 − 𝑤 𝑂 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑃 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑑𝑦𝑃 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧𝑃

𝑛𝑥
′ =

𝑑𝑥𝑃 +
𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝑑𝑥𝑃 +
𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝑑𝑦𝑃 +
𝜕𝑢
𝜕𝑧

𝑑𝑧𝑃

𝑑𝑟𝑃 1 + 휀𝑃

𝑛𝑥
′ =

1 +
𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝑛𝑥 +
𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝑛𝑦 +
𝜕𝑢
𝜕𝑧

𝑛𝑧

1 + 휀𝑃

𝑛𝑥
′ = 1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 휀𝑃 𝑛𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑛𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑛𝑧

Analogamente:

𝑛𝑦
′ =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑛𝑥 + 1 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 휀𝑃 𝑛𝑦 +

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝑛𝑧

𝑛𝑧
′ =

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑛𝑥 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑛𝑦 + 1 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
− 휀𝑃 𝑛𝑧

𝑚𝑥
′ = 1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 휀𝑄 𝑚𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑚𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑚𝑧

𝑚𝑦
′ =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑚𝑥 + 1 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 휀𝑄 𝑚𝑦 +

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝑚𝑧

𝑚𝑧
′ =

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑚𝑥 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑚𝑦 + 1 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
− 휀𝑞 𝑚𝑧

Pequenas deformações:
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𝑛𝑥𝑚𝑥 + 𝑛𝑦𝑚𝑦 + 𝑛𝑧𝑚𝑧 = 0

𝛾(𝑛, 𝑚) = 𝑛𝑥
′ 𝑚𝑥

′ + 𝑛𝑦
′ 𝑚𝑦

′ + 𝑛𝑧
′ 𝑚𝑧

′

𝛾(𝑛, 𝑚)

= 1 − 휀𝑃 − 휀𝑄 𝑛𝑥𝑚𝑥 + 𝑛𝑦𝑚𝑦 + 𝑛𝑧𝑚𝑧

+ 2
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑛𝑥𝑚𝑥 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑛𝑦𝑚𝑦 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝑛𝑧𝑚𝑧

+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑛𝑦𝑚𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑛𝑧𝑚𝑥

+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑛𝑥𝑚𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑛𝑥𝑚𝑧

+
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑛𝑦𝑚𝑧 +

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑛𝑧𝑚𝑦

Considerando pequenas deformações:

Como:

Então:

𝛾(𝑛, 𝑚)

= 2
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑛𝑥𝑚𝑥 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑛𝑦𝑚𝑦 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝑛𝑧𝑚𝑧

+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑛𝑦𝑚𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑛𝑧𝑚𝑥

+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑛𝑥𝑚𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑛𝑥𝑚𝑧

+
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑛𝑦𝑚𝑧 +

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑛𝑧𝑚𝑦

Portanto:

𝛾(𝑛, 𝑚)

= 2 휀𝑥𝑛𝑥𝑚𝑥 + 휀𝑦𝑛𝑦𝑚𝑦 + 휀𝑧𝑛𝑧𝑚𝑧

+ 𝛾𝑥𝑦 𝑛𝑦𝑚𝑥 + 𝑛𝑥𝑚𝑦

+ 𝛾𝑥𝑧 𝑛𝑧𝑚𝑥 + 𝑛𝑥𝑚𝑧

+ 𝛾𝑦𝑧 𝑛𝑦𝑚𝑧 + 𝑛𝑧𝑚𝑦
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𝛾(𝑛, 𝑚)

= 2 휀𝑥𝑛𝑥𝑚𝑥 + 휀𝑦𝑛𝑦𝑚𝑦 + 휀𝑧𝑛𝑧𝑚𝑧

+ 𝛾𝑥𝑦 𝑛𝑦𝑚𝑥 + 𝑛𝑥𝑚𝑦

+ 𝛾𝑥𝑧 𝑛𝑧𝑚𝑥 + 𝑛𝑥𝑚𝑧

+ 𝛾𝑦𝑧 𝑛𝑦𝑚𝑧 + 𝑛𝑧𝑚𝑦

⇒ 𝛾 𝑛, 𝑚 = 2

𝑚𝑥

𝑚𝑦

𝑚𝑧

𝑡
휀𝑥

1

2
𝛾𝑥𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑦 휀𝑦

1

2
𝛾𝑦𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑦𝑧 휀𝑧

𝑛𝑥

𝑛𝑦

𝑛𝑧

=

𝛾 𝑛, 𝑚 = 2

𝑛𝑥

𝑛𝑦

𝑛𝑧

𝑡
휀𝑥

1

2
𝛾𝑥𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑦 휀𝑦

1

2
𝛾𝑦𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑦𝑧 휀𝑧

𝑚𝑥

𝑚𝑦

𝑚𝑧

Na forma tensorial:

𝛾 𝑛, 𝑚 = 2 𝐸 𝑛 ∙ 𝑚 = 2 𝐸 𝑚 ∙ 𝑛
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• Definição

Ԧ𝛿 𝑛 = 𝐸 𝑛

• Componentes

Ԧ𝛿 𝑛 = 𝑎 𝑛 + 𝑏 Ԧ𝑡

= 휀( Ԧ𝑛)𝑎 = Ԧ𝛿( Ԧ𝑛) ∙ Ԧ𝑛 = 𝐸 Ԧ𝑛 ∙ Ԧ𝑛

=
1

2
𝛾 𝑛, Ԧ𝑡= 𝐸 𝑛 ∙ Ԧ𝑡𝑏 = Ԧ𝛿 𝑛 ∙ Ԧ𝑡

⇒ Ԧ𝛿 𝑛 = 휀 𝑛 𝑛 +
1

2
𝛾 𝑛, Ԧ𝑡  Ԧ𝑡

𝑛 e Ԧ𝑡 são versores
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• Seja o versor Ԧ𝑞 ∥ 𝛼

• Então:

𝛾 𝑛, Ԧ𝑞 ≤ 𝛾 𝑛, Ԧ𝑡

• Prova:

𝛾(𝑛, Ԧ𝑞) = 2𝐸 𝑛 ∙ Ԧ𝑞 = 2 Ԧ𝛿 𝑛 ∙ Ԧ𝑞

= 2 휀 𝑛 𝑛 +
1

2
𝛾 𝑛, Ԧ𝑡 Ԧ𝑡 ∙ Ԧ𝑞

= 𝛾 𝑛, Ԧ𝑡 Ԧ𝑡 ∙ Ԧ𝑞

mas
Ԧ𝑡 ∙ Ԧ𝑞 ≤ 1

então:

𝛾 𝑛, Ԧ𝑞 ≤ 𝛾 𝑛, Ԧ𝑡

• Notação:

ҧ𝛾 𝑛 = 𝛾(𝑛, Ԧ𝑡)
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• 𝑚 é uma direção principal de deformação se for nula a distorção entre 𝑚 e qualquer direção 
ortogonal a 𝑚, ou seja, se:

Ԧ𝛿 𝑚 = 휀 𝑚

• Então:

𝐸 𝑚 − 휀 𝑚 = 0

• Na forma matricial:

휀𝑥

1

2
𝛾𝑥𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑦 휀𝑦

1

2
𝛾𝑦𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑦𝑧 휀𝑧

𝑚𝑥

𝑚𝑦

𝑚𝑧

− 휀

𝑚𝑥

𝑚𝑦

𝑚𝑧

=
0
0
0

⇒

휀𝑥 − 휀
1

2
𝛾𝑥𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑦 휀𝑦 − 휀

1

2
𝛾𝑦𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑦𝑧 휀𝑧 − 휀

𝑚𝑥

𝑚𝑦

𝑚𝑧

=
0
0
0
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• O sistema de equações algébricas lineares:

휀𝑥 − 휀
1

2
𝛾𝑥𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑦 휀𝑦 − 휀

1

2
𝛾𝑦𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑦𝑧 휀𝑧 − 휀

𝑚𝑥

𝑚𝑦

𝑚𝑧

=
0
0
0

• Admite a solução trivial:

𝑚𝑥 = 𝑚𝑦 = 𝑚𝑧 = 0

• Para que ele tenha mais de uma solução é necessário que:

휀𝑥 − 휀
1

2
𝛾𝑥𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑦 휀𝑦 − 휀

1

2
𝛾𝑦𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑦𝑧 휀𝑧 − 휀

= 0
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• Equação característica:

휀𝑥 − 휀
1

2
𝛾𝑥𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑦 휀𝑦 − 휀

1

2
𝛾𝑦𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑦𝑧 휀𝑧 − 휀

= 0 ⇒ 휀3 − 𝐾1휀2 + 𝐾2휀 − 𝐾3 = 0

onde:

𝐾1 = 휀𝑥 + 휀𝑦 + 휀𝑧

𝐾2 =
휀𝑥

1

2
𝛾𝑥𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑦 휀𝑦

+
휀𝑥

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑧 휀𝑧

+
휀𝑦

1

2
𝛾𝑦𝑧

1

2
𝛾𝑦𝑧 휀𝑧

𝐾3 = 𝐸

são invariantes
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• Como o tensor 𝐸 é simétrico, a equação característica admite três raízes reais:

휀1 ≥ 휀2 ≥ 휀3

• Essas raízes são as deformações principais e são os autovalores de [𝐸] 

• Os autovetores associados a esses autovalores representam as direções principais de 
deformação:

𝑚1, 𝑚2 e 𝑚3

• A simetria de [𝐸] implica que:

𝑚1 ⊥ 𝑚2 ⊥ 𝑚3
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• A simetria de [𝐸] também implica na 
existência dos círculos de Mohr para as 
deformações

• O menor alongamento é 휀3

• O maior alongamento é 휀1

• A máxima distorção é

𝛾𝑚á𝑥 = 휀1 − 휀3

que ocorre entre as direções Ԧ𝜉 e Ԧ𝜂 dadas por:

Ԧ𝜉 =
2

2
𝑚1 + 𝑚3  Ԧ𝜂 =

2

2
𝑚1 − 𝑚3
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Martins, C.A. Introdução ao Estudo das Deformações. Disponível no Moodle
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