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• Seja 𝑛 o versor de (𝑄 − 𝑃):

𝑄 − 𝑃 = 𝑑 Ԧ𝑟 =
𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑧

𝑛 =
𝑑 Ԧ𝑟

𝑑𝑟
=

𝑑𝑥

𝑑𝑟
𝑑𝑦

𝑑𝑟
𝑑𝑧

𝑑𝑟

=

𝑛𝑥

𝑛𝑦

𝑛𝑧

• Sejam 𝑢, 𝑣 e 𝑤 funções que representam as 
componentes do deslocamento de um ponto:

𝑃′ − 𝑃 =
𝑢 𝑃
𝑣 𝑃
𝑤 𝑃

𝑄′ − 𝑄 =

𝑢 𝑄
𝑣 𝑄

𝑤 𝑄
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𝑑 Ԧ𝑟′ = 𝑄′ − 𝑃′

• O ponto 𝑃 se moveu para uma nova posição 𝑃′ e o 
ponto 𝑄 se moveu para uma nova posição 𝑄′:

= 𝑄′ − 𝑄 + 𝑄 − 𝑃 − 𝑃′ − 𝑃

𝑑 Ԧ𝑟′ =
𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑧

+

𝑢 𝑄 − 𝑢 𝑃
𝑣 𝑄 − 𝑣 𝑃

𝑤 𝑄 − 𝑤 𝑃

• Do cálculo das funções de múltiplas variáveis:

𝑢 𝑄 − 𝑢 𝑃 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑑𝑧

𝑣 𝑄 − 𝑣 𝑃 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝑑𝑧

𝑤 𝑄 − 𝑤 𝑃 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧
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• Então:

𝑑 Ԧ𝑟′ =
𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑧

+

𝑢 𝑄 − 𝑢 𝑃
𝑣 𝑄 − 𝑣 𝑃

𝑤 𝑄 − 𝑤 𝑃
=

𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑧

+

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑧

𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑧

• Definindo-se o alongamento 𝜀 com o aumento de um comprimento dividido pelo 
comprimento inicial, então na direção de 𝑄 − 𝑃 , ou seja, na direção 𝑛:

𝜀 =
𝑑𝑟′ − 𝑑𝑟

𝑑𝑟

𝑑𝑟′ = 1 + 𝜀 𝑑𝑟

𝑑𝑟′2 = 1 + 𝜀 2𝑑𝑟2

𝑑𝑟2 = 𝑑 Ԧ𝑟 ∙ 𝑑 Ԧ𝑟

𝑑 Ԧ𝑟′2 = 𝑑 Ԧ𝑟′ ∙ 𝑑 Ԧ𝑟′ 
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• Assim:

𝑑𝑟′2

= 𝑑𝑥 +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑑𝑧

2

+ 𝑑𝑦 +
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝑑𝑧

2

+ 𝑑𝑧 +
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧

2

𝑑𝑟′2 = 1 + 𝜀 2𝑑𝑟2 ⇒ 1 + 𝜀 2=
𝑑𝑟′2

𝑑𝑟2

⇒

1 + 𝜀 2

= 𝑛𝑥 1 +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑛𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

2

+ 𝑛𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦 1 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑛𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧

2

+ 𝑛𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 + 𝑛𝑧 1 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧

2
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• Para pequenas deformações:

1 + 𝜀 2 = 1 + 2𝜀 + 𝜀2 1 + 𝜀 2 ≅ 1 + 2𝜀

1 + 𝜀 2

= 𝑛𝑥 1 +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑛𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

2

+ 𝑛𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦 1 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑛𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧

2

+ 𝑛𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 + 𝑛𝑧 1 +

𝜕𝑤

𝜕𝑧

2

1 + 2𝜀

= 𝑛𝑥
2 1 + 2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 2𝑛𝑥𝑛𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 2𝑛𝑥𝑛𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 2𝑛𝑥𝑛𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥

+ 𝑛𝑦
2 1 + 2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 2𝑛𝑦𝑛𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+ 2𝑛𝑥𝑛𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 2𝑛𝑦𝑛𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑦

+ 𝑛𝑧
2 1 + 2

𝜕𝑤

𝜕𝑧
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𝑛𝑥
2 + 𝑛𝑦

2 + 𝑛𝑧
2 = 1

𝜀 = 𝑛𝑥
2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦

2
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑛𝑧

2
𝜕𝑤

𝜕𝑧
+ 𝑛𝑥𝑛𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑥𝑛𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦𝑛𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦

• Como:

• Então:
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• Suponhamos que o corpo sofreu um deslocamento 
na direção de 𝑥

• Se o deslocamento de 𝑃 for 𝑢, o deslocamento de 𝐴 foi:

𝑢 +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥

• E a variação de comprimento do segmento 𝑃𝐴 foi:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥

• Definindo o alongamento como a relação entre a variação 
do comprimento e o comprimento inicial, temos: 

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥

• Analogamente:

𝜀𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜀𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
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• Distorção é uma diminuição que sofreu 
um ângulo inicialmente reto

• Distorção entre as direções 𝑥 e 𝑦:

𝛾𝑥𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦

• Da figura:

sen 𝛼𝑥 =
𝑣 +

𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝑑𝑥 − 𝑣

𝑑𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑥

• Para pequenos ângulos:

𝛼𝑥 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥

• Analogamente:

𝛼𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦

• Portanto:

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥

• De maneira semelhante:

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝛾𝑦𝑧 =

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
e
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𝜀 = 𝜀𝑥𝑛𝑥
2 + 𝜀𝑦𝑛𝑦

2 + 𝜀𝑧𝑛𝑧
2 + 𝛾𝑥𝑦𝑛𝑥𝑛𝑦 + 𝛾𝑥𝑧𝑛𝑥𝑛𝑧 + 𝛾𝑦𝑧𝑛𝑦𝑛𝑧

𝜀 𝑛 =

𝑛𝑥

𝑛𝑦

𝑛𝑧

𝑡
𝜀𝑥

1

2
𝛾𝑥𝑦

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑦 𝜀𝑦

1

2
𝛾𝑦𝑧

1

2
𝛾𝑥𝑧

1

2
𝛾𝑦𝑧 𝜀𝑧

𝑛𝑥

𝑛𝑦

𝑛𝑧

𝜀 𝑛 = 𝐸 𝑛 . 𝑛

𝜀 = 𝑛𝑥
2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦

2
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑛𝑧

2
𝜕𝑤

𝜕𝑧
+ 𝑛𝑥𝑛𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑥𝑛𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦𝑛𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦

• 𝐸 → Tensor das Pequenas Deformações
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Dado o tensor das pequenas 
deformações, em relação a um sistema 
𝑥𝑦𝑧:

[𝐸] =
𝜎𝑜

𝐸

1 1 + 𝜈 0
1 + 𝜈 −𝜈 0

0 0 −𝜈

calcular o alongamento na direção:

Ԧ𝑛 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ,  sen𝜃, 0 𝑡

𝜀 =
𝜎𝑜

𝐸
𝑐𝑜𝑠2 𝜃 − 𝜈. sen2𝜃 + 1 + 𝜈 sen(2𝜃)
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Martins, C.A. Introdução ao Estudo das Deformações. Disponível no Moodle
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