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Agenda:

Tensao critica de Euler e limite de validade (11.3);
Exemplos para outras condi¢des de apoio (11.4);
Comprimento efetivo de flambagem (11.4);

Efeito de excentricidades no carregamento (11.5);

A N

Formula da secante (11.6).
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1. Tensdo critica de Euler e limite de validade da formula (11.3)

Vimos que a carga critica para uma coluna biapoiada (caso P
fundamental de flambagem) é dada por:

T2EIl
P = 12

Desta forma, a tensao normal existente na coluna na
iminéncia de ocorrer a flambagem é:
P.. mw?’El mw?Er? mw?E  m®E

A 124 12 (L/r)? A

Onde, A = L/r é denominada razdo de esbeltez.
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Limite de validade das formulas:

Cfcr(kSi) - :' 0'p] = 36 ksi
40 — " Euler's curve

"""" \ £=30 X 103 ksi

30
20 Obs:
0 36 ksi = 248 MPa
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L

r

30.000 ksi = 207 GPa

FIG. 11-10 Graph of Euler’s curve (from
Eq. 11-16) for structural steel with
E =30 X 10’ ksi and o; = 36 ksi
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P.. m?E
Impondo que: Oor =1 =z < Opi
Encontramos: A>1m [—=Njm
O-pl
/ E ’30000
No caso do aco A36: ;... = — =7 |[——— =91
¢ lim n O-pl n 36

Assim:

* Para colunas com A > A;;,,,: a flambagem, se ocorrer, ocorre no regime
elastico linear e vale a formula de Euler;

* Para colunas com A < A;;,,,: a flambagem, se ocorrer, ocorre no regime
elasto-plastico e nao vale a férmula de Euler.
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2. Exemplos para outras condi¢cdes de apoio (11.4)

Vimos que, para barras com extremidades biapoiadas, os modos de
flambagem sao da forma:

v(x) = Aysen(kx)

E as cargas criticas sdao obtidas por meio da equacdo caracteristica
gue, nesse caso, é dada por:

sen(kLl) =0 & kL = nm, n=123,..

, P n*m? n?m2El _ m?El
k :EI: Iz = PCT:—LZ crl = 2

Nesta aula veremos as condi¢cdes de contorno associadas a vigas-
coluna com outras condicdes de apoio...
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2.1. Viga-Coluna Engastada-Livre

C. Contorno:

i

o . v(0) =0
v'(0) =0

L v'"'(L) =0

v (L) + k2v' (L) = 0

A Y

oo = O pdVO) e + Py () = EIG () + k20 (x))

dx dx
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Pl P P
B gt A A
L
L
— L,=2L
A :
Y [ ]
(a) I
m2EI ’
Py = A12 S B
m?El mw2EI PT
Por =z = 2 —> Le=2L
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Embora o conceito de comprimento efetivo seja geralmente aplicado para o 12 modo

de flambagem (que fornece a menor carga critica), podemos utilizar a mesma ideia
para outros modos:

& P » Py |*
—& _—0
B e w— B 'ﬁrL
e E E
A
—
L
L L5 |3
x —x
L
A A 3
I y y A y
2 2 2
T El Om°El 257kl
PCT = 4L2 PCT = 4L2 PCT = 4L2
Lo, = 2L Ly, = 2L/3 Loz = 2L/5
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2.2. Viga-Coluna Bi-Engastada

P ‘x C. Contorno:
| :
I: Moft’\ v(0) =0
B A :— —,r£ , B
| I v'(0)=0
i L v(L)=0
L i Lez7
: A4 ! L = O
: fr v'(L)
A v | 4
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2.3. Viga-Coluna Engastada-Apoiada

20.19 EI
Po=—"77—

Y
<WRL B .

L,=0.699L
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v'"'(L) =0
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3. Comprimento efetivo de flambagem (11.4)

Como vimos dos exemplos anteriores, a formula de Euler também pode
ser utilizada para outras condi¢coes de apoio, desde que seja utilizado o
comprimento efetivo de flambagem ao invés do comprimento da viga-
coluna propriamente dito. Assim:

m2E]

PCT' - L%

Onde:
L, = comprimento efetivo = distancia entre pontos de curvatura nula.
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(a) Pinned-pinned column (b) Fixed-free column (¢) Fixed-fixed column (d) Fixed-pinned column
2El 2 472 El 2.046 w2 El
P = 772 P = Z Iil P, = 7T2E Pcrz—zﬂ-
L 4L L L
l I [ A
L L, L L
—N A ¥
L.=L L,=2L L,=05L L,=0.699L
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Qual seria a carga critica da viga continua com trés apoios, de comprimento
total L, indicada abaixo?

700

| |
| L/2 |
> - g

p _ m*El _ m*El _ 4Am*EIl

(corresponde a 22 carga critica, e ao 22 modo de flambagem, de uma
viga simplesmente apoiada e de comprimento L).
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4. Efeito de excentricidades no carregamento (11.5)

Até o momento analisamos vigas-coluna em condi¢des “ideais” em que a
linha de acao do carregamento axial de compressao passa exatamente
pelos centroides das secOes transversais, de tal forma que as colunas

permanecem retas até que os carregamentos criticos sejam atingidos.

III

Na pratica, esta situacao “ideal” nao existe, pois sempre existe algum tipo
de excentricidade ou de imperfeicao da estrutura. Veremos, agora, qual é

o efeito de uma possivel excentricidade na aplicacao da carga axial de

compressdao no comportamento da estrutura.
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Solucao pela Relacao Momento Fletor X Curvatura:

M(x) = EIv''(x) = My + P(—v(x))

Elv"(x) = Pe — Pv(x)

P P

e
v (x) +Ev(x) =7

v (x) + k*v(x) = k?e
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v (x) + k*v(x) = k?e

A solucdo da E.D.O. acima é dada por: v(x) = vp(x) + v, (x)

—

Onde: vp(x) = Asen(kx) + Bcos(kx)
vp(x) =e
Logo: v(x) = Asen(kx) + Bcos(kx) + e

Cond. Contorno:
v(0)=0 © B+e=0

v(L) =0 < Asen(kL) + Bcos(kL) +e =0
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Resultam:
B =-—e
kL kL
o () ()
A__e(l_cos(kl'))__e( cos” | 5 + sen > L E
B sen(kL) (kL) (kL) - 2
2sen - | cos |5

v(x) = Asen(kx) + Bcos(kx) + e

v(x) = —e [tan (%) sen(kx) + cos(kx) — 1]

Assim, para uma coluna com carga axial de compressao (P) e excentricidade (e)
conhecidas, podemos determinar a deflexao em qualquer ponto do eixo central.
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Deflexao maxima: para o 12 modo de flambagem, a deflexao maxima ira
ocorrer a meio vao (em x = L/2) e serd dada, em valor absoluto, por:

5= L9 = kL kL kL .
=—-v(L/2) =e [tan (7> sen (7> + cos (7> — ]
d = L 1
=e [sec <7> — ]
’ P ’ Prn? =« :Vt\ N
Mas: k = E = PCTLZ = Z P/PCT' kL =m P/PCT'

d=e lsec (gm) - 1] <:> % - Earccos (e -i 5)]
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0.8

0.6

04

0 20 40 60 80 100
o (mm)

e=50mm

| e=1.0mm e=10.0 .umrl

Note que a deflexdo maxima aumenta a medida que P aumenta, mas a relacao Forca X
Deflexdao nao é linear. Desta forma, ndo é possivel usar o Principio da Superposicao para
calcular deflexdes causadas por mais de um carregamento.
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* My = P(e +9)

kL
M,,s, = Pe|sec >
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Notas:
1. Para P/P.,, <1, o momento maximo é

praticamente igual a Pe e o efeito das
deflexdes é desprezivel;

A medida que P aumenta, o momento fletor
maximo aumenta de forma nao linear com o
aumento de P e, teoricamente, tende a
“infinito” quando P — P,;

Devemos, lembrar, contudo que as equacoes
foram deduzidas para pequenas deflexoes
(por conta da linearizacdo da curvatura), e
comecam a apresentar desvios quando
P - P.., nao podendo ser empregadas
nestes casos (embora o comportamento
geral seja similar).
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5. Férmula da Secante (11.6)

A mdaxima tensao de compressao que atua em
uma viga-coluna submetida a uma carga
excéntrica é (em valor absoluto):

P M max

J2 |0méx| = Z + I
Mmax

Onde M,,;, € o momento fletor maximo
atuante na viga-coluna, visto anteriormente
e ¢ é a distancia do centroide até a fibra mais

4 distante situada do lado concavo.
e
P

i
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M5 = P.e.sec (gN/P/Pcr)

P Pl? P12 1 P (L)Z 1 P

. = = = = }\2
Mas: b T 2El T n?E(Ar?) m?EA @)

r) ~ m2EA

A
Logo: M4, = P.e.sec <§N/P/EA>

P M, P Pec (7\

|O-méx|=Z+ ; C=Z+Tsec EN/P/EA)

Assim:

P Pec A

P ec A
|Omax| = 1 + 12 5€¢ (EN/P/EA) = Z[l + 5 sec (EN/P/EA>]
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p ec A
|G| :Z 1+T—ZS€C EVP/EA

A formula da secante, dada acima, fornece a maxima tensao de compressao
na coluna como funcdo da tensdo de compressdao média (P/A), do médulo
de Young do material, e de dois adimensionais:

* Avrazdo de esbeltez da coluna: A = L/r

« Arazio de excentricidade do carregamento: ec/r?.
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a-max= 36 kSl
E =30 X 103 ksi
-\
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FIG. 11-27 Graph of the secant formula
(Eq. 11-59) for o,x = 36 ksi and
E = 30 X 10’ ksi
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