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Agenda:

1. Exercicio introdutdrio: analise de uma estrutura hiperestatica
utilizando o Teorema de Crotti-Engesser;

2. Principio da Energia Complementar Minima;
3. Metodologia para analise de estruturas hiperestaticas;

4. Exemplos de Aplicacao.
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1. Exercicio Introdutorio: Analise de uma Estrutura Hiperestatica
utilizando o Teorema de Crotti-Engesser
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Dados: qg, EI, L, k

Determinar: a) ReagOes de apoio, b) rotagao na extremidade B (6p).
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12 Passo: Fazer o D.C.L. e obter o grau de hiperestaticidade estrutural.
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29 Passo: Modificar a estrutura de modo a obter uma E.I.F. (estrutura isostatica
fundamental) por meio da liberacao de n = g incdgnitas hiperestaticas.
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Imagine, por exemplo, que o
deslocamento da base da mola
(antes fixa) seja liberado...
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32 Passo: Aplicar o Teorema de Crotti-Engesser utilizando a E.I.F. para
determinar o deslocamento do grau de liberdade antes impedido (no caso o
deslocamento vertical da base da mola).
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O momento fletor na viga AB deve ficar em fun¢ao dos carregamentos
externos aplicados a E.I.F. (no caso: g, e Vp):

QOSZ

2 )

M(s) = Vgs — 0<s<lL
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...e a energia na mola também deve ser considerada (e também expressa
em funcao dos carregamentos externos aplicados a E.I.F.):

VB A W;knola
. . Vg6 VgVy V2
Unota = Winota = 5 = 2k = ok
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49 Passo: Resolver a equacao para obter a relacao adicional (que é, na verdade,
uma equacado de compatibilidade de deslocamentos):

L
oU* (M oM U o1

0= v, = EaVBdSJr FIA
0
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ou* _ VBL3 VB CIOL4

6 = = —
Vg 3EI T k 8E]
5 = a_U* —V L’ = 4= 1 . CIOL4 (Este seria o deslocamento
B dVp B\3EI "k 8EI vertical da base da mola...)
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52 Passo: Impor que o deslocamento encontrado seja nulo para que o
comportamento da E.I.F. seja equivalente ao da estrutura hiperestatica original,
o que significa: encontrar o valor (bem como o sentido) da incognita Vp para
gue o deslocamento correspondente seja nulo.

oU* 2 1 LA
=0 (D)

oV 3EI " k) 8EI
L2 1\ qol*
Vs (ﬁ*%) = 8EI

V . CIOL4 3k
B™ 8 \kL3 + 3EI

Quando o sinal resulta positivo, isso significa que o sentido arbitrado (no D.C.L.)
para a incognita hiperestatica esta correto!
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62 Passo: com a incognita hiperestatica determinada, podemos determinar as
demais reacoes de apoio utilizando as equacoes de equilibrio estatico:

— Al ill Py lB O VatVazal
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72 Passo: Para determinarmos qualquer deslocamento que seja de
interesse (como a rotacao em B), basta analisar parte da estrutura (no
caso a viga AB) e aplicar o Teorema de Crotti-Engesser utilizando um
esforco ficticio, se necessario:
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Considerando o momento ficticio Mg, o momento fletor na viga AB fica:

2

S
M(S)=M3+VBS_CI02 ) 0<s<L
1 . 2
dosS
Logo: — _
0
L
1 q()S VBL2 q0L3
HB _J dS = —

El 2 2E] 6FE]

0

Note que o valor acima seria o da rotacao em B para valores “quaisquer”
(leia-se: dentro da hipotese de L.G.) de Vy e de q...
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q0L4 3k
Contudo, como: Vg = s \ Xz 13E1

teremos: O = — EREY

VeLl? qol® qoL® (kL® — 24EI
2EI  6EI  48EI

Logo:

kL3 > 24EI: 85 > 0 (rotacdo ocorre no mesmo sentido do momento
ficticio Mg: sentido anti-horario).

kL3 < 24EI: 85 < 0 (rotacdo ocorre no sentido contrario ao do
momento ficticio Mg: sentido horario).

kL3 = 24EI: 83 = 0 (n3o ha rotacdo em B).
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Casos Particulares:

1. Mola com rigidez infinita (apoio simples):

>0

HB = lim

qoL® (kL® — 24EI\  qolL’
k—o 48E]

kI3 + 3EI |  48EI

(rotacdo ocorre no sentido anti-horario, como esperado)

2. Mola com rigidez muito baixa (ou nula):

L3 (kL3 — 24EI L3 L3
do __g Qot” 4o <0
kL3 + 3EI

O, = li
B = v 48E]

A8EI  6EI

(rotacao ocorre no sentido horario, como esperado)
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2. Principio da Energia Complementar Minima

Consideremos uma estrutura hiperestatica com grau de hiperestaticidade
g = n sob a acao de m esforgos externos quaisquer. Consideremos também
uma estrutura isostatica fundamental (EIF) obtida a partir da estrutura
hiperestatica original apds a liberacao de n esforcos hiperestaticos escolhidos
arbitrariamente (mas de modo a garantir sempre o equilibrio da estrutura
sob a acdo dos esforcos externos originais somados aos n esforcos liberados).
O Principio da Energia Complementar Minima estabelece que os valores
assumidos pelas n incdgnitas hiperestaticas sao tais que tornam minima a
energia complementar total do sistema. Denotando, assim, por P; (1 <i <
m) os esforcos externos originalmente aplicados a estrutura hiperestatica, e
por X; (1 < j < n) os esforgos hiperestaticos escolhidos, temos as seguintes

relagdes adicionais para a determinagdo de X;:
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Observacoes:

1. A estrutura pode ter comportamento ndao linear (o que nao
impede o uso do Principio da Energia Complementar Minima);

2. Nos casos em que a estrutura é simétrica e o carregamento é
simétrico (ou antissimétrico) em relacao ao plano de simetria da
estrutura, tais consideracoes (de simetria) sdao Uteis para a
simplificacao do problema pois reduzem o nimero de incégnitas
hiperestaticas.
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3. Metodologia para analise de estruturas hiperestaticas

Verificar se é possivel simplificar a andlise, explorando, por exemplo,
simetrias da estrutura e do carregamento;

Se sim, realizar as simplificacOes necessdrias antes de passar para a etapa
seguinte que é:

Desenhar o D.C.L. da estrutura (simplificada, se for o caso), e determinar o
grau de hiperestaticidade estrutural;

Escolher uma E.I.F. (o que significa liberar n = g incégnitas hiperestaticas);

Aplicar o Principio da Energia Complementar Minima (tantas vezes quanto
for necessario), obtendo n = g equacgdes de compatibilidade;

Resolver o sistema formado pelas n equacoes, expressando as incognitas
hiperestaticas em funcao do carregamento externo (leia-se: carregamento
externo aplicado a estrutura hiperestatica original).
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4. Exemplos de Aplicacao
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FIG. 10-19 Example 10-6.
Beam ABC with one end
supported by a cable
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PROB. 10.3-2
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Ex.3:
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PROB. 10.4-3
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PROB. 10.4-13
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Ex.5:
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PROB. 10.4-21
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