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1. Expressao geral da energia complementar para sistemas
formados por barras (com comportamento elastico-linear)
Como vimos na ultima aula, a expressao geral da energia complementar para

sistemas estruturais formados por m barras (todas com comportamento
elastico-linear), em condicdes de L.G., é dada por:

m /L
. N (s) %7 (s) fzvz()
v _Z. jZEA(s)dS-I_O SeAs) T 2GA(S) *
m L
MZ(S) Mz (s) T?(s)
+; jZEI ) +OJZEIZ(S) ds_l_()jZGlt(s) ds
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Quando em uma determinada barra atuam, simultaneamente, diversos
esforcos solicitantes (forcas normais, forcas cortantes, momentos fletores
e momentos torcores), as parcelas mais significativas sdao, em geral,
aquelas relacionadas aos momentos fletores e momentos torcores e,
neste caso, as parcelas associadas as forcas normais e forcas cortantes
podem ser desprezadas (nesta barra).

Contudo, se, em um dado elemento estrutural (barra, cabo, fio ou mola),
tivermos um unico esforco solicitante atuando, deve-se, naturalmente,
considerar este Unico esforco para o calculo da energia complementar do
elemento; caso contrario, a solucao encontrada partira do pressuposto de
gue a rigidez associada ao esforco existente é infinitamente grande (vide
exemplo #1 - slide #9).

01/11/2022 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #18



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

2. Limitacdes do uso do Principio do Trabalho e da
Energia no calculo de deslocamentos e rotacdes

Nas aulas anteriores foram apresentados os conceitos de trabalho (W e W*) e
energia (U e U*) bem como algumas aplicacdes simples visando ao calculo de
deslocamentos e rotacdes utilizando o Principio do Trabalho e da Energia.

As principais limitacoes deste método sao:

* So6 pode ser empregado se um Unico esforco concentrado (forca ou binario) for
aplicado sobre a estrutura;

* SO pode ser empregado se o deslocamento a ser calculado for correspondente
ao esforco aplicado (leia-se: deslocamento no mesmo ponto de aplicacdo do
esforco, e medido na mesma direcao e sentido do esforco aplicado).

* Salvo raras excecdes, nao pode ser empregado quando ha esforcos distribuidos
aplicados sobre a estrutura.
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P1 A B

Exemplos:

D) O

_

_

Dada a geometria da estrutura (no caso, isostatica), as propriedades dos
materiais, as propriedades seccionais das barras, e os valores das forcas
externas, é perfeitamente possivel determinar a energia complementar (U™)

do sistema, mas:
P16y 4 + P,6y 5

2 2

W=Ww*=

Assim, pelo Principio do Trabalho e da Energia, ficaremos com uma unica
equac¢do e com duas incégnitas (6y 4 € by p)!
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v

X
Novamente temos uma estrutura
isostatica e é simples determinar
a energia complementar (U") do 1 L
sistema, mas... W=W*= _Ej q(x)v(x)dx =?
0
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v

~

Nesse caso, s6 é possivel aplicar o Principio do Trabalho e da Energia se
guisermos determinar o deslocamento vertical do ponto B. Qualquer
outro deslocamento ou rotacao nao pode ser obtido desta forma, pois:

P6V,B

Ww=Ww"*=
2
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3. Exemplos (Aplicacdes do P.T.E.)

1) A viga ABC possui rigidez flexional El e esta simplesmente apoiada em A e presa
a um cabo de rigidez axial (EA). e comprimento L em C. A viga esta submetida a
uma forca concentrada de magnitude P aplicada em B. Determine o deslocamento
vertical dos pontos B e C em funcao dos parametros fornecidos.
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2) A estrutura ABC é formada pelas barras AB e BC, de secao transversal circular
cheia e didametro d. O material das barras é eldastico-linear, com moddulo de
elasticidade E e coeficiente de Poisson v dados. Considerando que a secao A esteja
engastada e que uma forca concentrada de magnitude P seja aplicada em C,
determine o deslocamento vertical em C pelo Principio do Trabalho e da Energia.

01/11/2022 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #18 10



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

3) O arco AB possui raio de curvatura R e sua secao transversal é quadrada de
lado a. O material das barras é elastico-linear, com mdédulo de elasticidade E.
Considerando que a secao A esteja engastada e que uma forca concentrada de
magnitude P seja aplicada em B, determine o deslocamento vertical neste ponto
pelo Principio do Trabalho e da Energia, em funcao dos parametros fornecidos.
Obs: Considere também as parcelas devidas a forca normal e a forca cortante no
calculo da energia complementar e verifique em quais condi¢des tais parcelas
podem ser desprezadas.
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4. Teorema de Crotti-Engesser

Consideremos um sistema estrutural em equilibrio sob a acao de n
esforcos externos (forcas ou binarios) independentes e designados
genericamente por P;, com 1 < i < n. Seja §; o deslocamento (linear ou
angular) correspondente ao esforco aplicado P; (ou seja, 6; € o
deslocamento medido no mesmo ponto de aplicagao de P;, e na mesma
direcao e sentido deste esforco). Pelo Teorema de Crotti-Engesser, o
deslocamento §; (i fixo) é dado por:

_our
9P

d;

...onde U™ corresponde a energia complementar de todo o sistema
estrutural (nos casos em que existe simetria, é possivel fazer
simplificacdes aproveitando as simetrias da estrutura e do carregamento).
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Demonstracao:

Seja o sistema estrutural conforme descrito no enunciado e
consideremos que a um (e_somente a um) esforgo, denominado F;,
seja dada uma variagao dP;, enquanto todos os demais esforgos sao
mantidos fixos (sem qualquer variacao).
O acréscimo no trabalho complementar do sistema sera devido
apenas ao acréscimo dP; e é dado por:

> dW™* = 5idpi

d;
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Por outro lado, sendo a energia complementar uma funcao de todos os
esforcos externos aplicados, a variacao correspondente desta energia em
virtude da variagao (Unica e exclusivamente) dada ao esforgo externo P;

aU"
dU*:< )dpl

sera:

aPp,

Considerando que nao haja qualquer tipo de dissipacao de energia, temos
(para qualquer variagao dP;):

oU*
dw*=du* {——)> §dP;,= <ap->dpi
l

oUu”
Logo: 0; = 9P,
l
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5. 12 Teorema de Castigliano

Consideremos um sistema estrutural em equilibrio sob a acdo de n
esforcos externos (forcas ou bindrios) independentes e designados
genericamente por P;, com 1 < i < n. Seja §; o deslocamento (linear ou
angular) correspondente ao esfor¢o aplicado P; (ou seja, é o
deslocamento medido no mesmo ponto de aplicacao do esforco, e na
mesma direcao e sentido do esforco). Pelo 12 Teorema de Castigliano,

temos:
ou

Pi:a—é,i

...onde U corresponde a energia de deformacdao de todo o sistema
estrutural (hovamente, nos casos em que existe simetria, é possivel fazer
simplificacbes aproveitando as simetrias da estrutura e do
carregamento).
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Demonstracao:

Seja o sistema estrutural conforme descrito no enunciado e
consideremos que a um (e somente um) deslocamento, denominado
0; seja dada uma variagdo dé;, enquanto todos os demais
deslocamentos sdao mantidos fixos (sem qualquer variacao).

O acréscimo no trabalho de deformacdo do sistema serda devido
apenas ao acréscimo do; e é dado por:

> dW S PidSi

d;
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Por outro lado, sendo a energia de deformacdao uma funcao de
todos os deslocamentos correspondentes aos esforcos aplicados,
a variacao correspondente desta energia em virtude da variacao
(Unica e exclusivamente) dada ao deslocamento §; sera:

av = (22 as
—\as; )t

Considerando que nao haja qualquer tipo de dissipacao de energia,
temos (para qualquer variagao dd;):

oU
dw =du {——)> Pdé; = <ﬁ> ds;
l

ou
Logo: P; = EXS
l
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6. 22 Teorema de Castigliano

O 22 Teorema de Castigliano decorre da aplicacao do Teorema de Crotti-
Engesser, porém considerando que a estrutura (como um todo) possui
comportamento elastico-linear. Nesse caso, sabemos que a energia de
deformacao e a energia complementar s3ao numericamente iguais. Se
expressarmos a energia de deformacao em funcao dos esforcos externos
(ao invés de expressa-la em funcao dos deslocamentos correspondentes),

teremos:
Us=0U
ogor 8 =(2) T &=(=
°80: Y\ ap Y \ap
Sendo: U=U(Py, Py, Py By)
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7. Exemplos de aplicacao

Ex.1. O suporte ABC ilustrado na figura sustenta uma carga horizontal P, = 5 kN e
uma carga vertical P, = 20 kN. Ambas tém area de secdo transversal A =20 cm? e
sdo feitas de aco (E = 200 GPa).

a) Determine o deslocamento horizontal e vertical da junta B;

b) Verifique que o trabalho complementar é igual a energia complementar.

L= 2000 mm } P,

31/10/2023 PME-3211 / Mecanica dos Solidos Il / Aula #18
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Solucgao:

Como se trata de uma estrutura isostatica, o calculo da energia complementar
pode ser feito sem dificuldades, bastando determinar os esforcos solicitantes
(forcas normais) em cada barra. Deve-se ressaltar que, para a aplicacdo do
Teorema de Crotti-Engesser, os esforcos externos aplicados devem ser
considerados independentes. Como vimos na Aula #20, as forcas normais nas

barras sao:
P
N1 — 2
senf P4
»— _____
N, =p, 22
2 = I'1 tg0
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E a energia complementar total do sistema é dada por:

_ ML ML,

v 2EA 2EA
L P2z Pz  2P,P,
Resultando:  U* = P? —
2EA Lenzecose M tg?6  tgod

Pelo Teorema de Crotti-Engesser:

Gyp =8 = (2 Bk Pl 6~ 015

HE =01 =\gp | T Fa  Ea °H9V = TH MM

5 g = oU*\ Pl . 9+P2L cos30 + 1 - 077
B2 \ar, )T EA Ot T Ea \senzcosg) = T
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Deve-se observar que:
1. Tendo a estrutura comportamento elastico-linear, as relagcdes entre

deslocamentos e esforcos sao todas lineares;
2. Os sinais diante de cada esforco mostram diretamente seu efeito sobre

cada deslocamento. Observe:

Fazendo P, = 0:

5. =5 _PL
HB — Y1 — EA
P L C B P
6V,B = 52 = _ﬁCOth =r1>
01
07
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Fazendo P; = 0:

P,L 5 g = P,L ( cos30 + 1
Oyp =01 = —ﬁcotge vp =02 =+ sen?8cos6

EA
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Finalmente, determinando o trabalho complementar (que, nesse caso,

sera igual ao trabalho de deformacao):

Pi6, P6,
W>I< jr— p—
7 T3
W* =W = Pl(PlL P, L . t9+P2L cos30 + 1
- 2 \EAa EA“’ g CO 97 T Ea \senz0coso
W =W = PfL  PiP,L a0 + P,P,L . 6+P22L cos30 + 1
— "W = \2E4 " 2EA4 %Y 264 °"9° T 3Ea\ senz0cos0

O que mostra que:

31/10/2023

W*=U"=—

2EA

Pf +

Pzz (cos30 + 1)

sen?0cosf

PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #18
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Na forma matricial as relacdes entre as forcas e os deslocamentos nodais
ficam escritas como:
{P1} _ [feas k12] {51}
P, ka1 ka2l 18

Onde os elementos k;;, que fornecem a matriz de rigidez do sistema
sao, nesse caso, dados por:

EA
ki, = - (1 + cos36)

EA
ki, = kyy = T(sen@cosze)

EA
ky, = - (sen?6cosh)
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Ex.2. A barra AB, engastada em A e livre em B, esta submetida a um
momento fletor My na extremidade B. Determine o angulo de rotagao
05 pelo Teorema de Crotti-Engesser.

v
I
I
/

Dados: My, L, El.

31/10/2023
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Solucao:

E imediato verificar que a barra estd submetida a flexdo uniforme>
Logo:

M(.X')=—M0, 0<x<L

A energia complementar sera:
L L

M2 (x) M¢ MAL
Ur= | ———dx=| —dx = ——
f 2EL(x) " f 2E1 “* T 2E1

0 0

. ou* M,L
Pelo Teorema de Crotti-Engesser:  0p = oM~ _ EI
0
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Ex.3. Determine o deslocamento vertical e a rotacao da secao B da viga
engastada-livre AB indicada na figura. Despreze a parcela da energia
complementar devida as forcas cortantes no calculo.

Sao dados: g, L, EI.

31/10/2023 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos Il / Aula #18
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Solucao:

Para a aplicacdo do Teorema de Crotti-Engesser é necessario termos esforcos

correspondentes aos deslocamentos que desejamos calcular. No caso em

tela, queremos determinar:

* o deslocamento vertical da secao B (o que exige a presenca de uma forca
vertical aplicada em B) e

* arotacdo da secdo B (o que exige a presenca de um momento fletor
aplicado em B).

Como estes esforcos nao fazem parte do carregamento (original) aplicado na

estrutura, é necessario cria-los:
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A energia complementar (devida apenas a flexao) é dada por:
L

i} MZ(s)
u _J 281 %S

2

annm 16,% 1,6) =~ ps -,

s (0<s<L)

ou* B ou*
Pelo Teorema de Crotti-Engesser: Sy p = <6_P) Op = Mg
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)= [ (22

d [ M? 0 (MZ\oM, M,oM,
Como: = =
OP\2EI) O0M,\2EI) oP  EI 0P

Teremos:

L

o= () = [ 5w

0
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L

oU” M, oM,
E, analogamente: Op = ) = fﬁaM ds
B B
0

Resultam:

L L
M, oM, 1 qs?
5V'B=j_ ds=—j —T—Ps—MB (—s)ds
0

L
5 —1f q53+P2+M ds = C’L4+PL3+MBL2
Z: y TS BSJ4S =Fi\Tg T3 2
0

qL*

Comotemos:P =0, Mg =0: Oyp = 8EI
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L

L
6 =J%6Mzds=iJ —q—SZ—Ps—M (—1)ds
B EI 0Mjp El 2 B
0 0

L
1 [ (qs? 1 (ql® PL?
HB= J 5 +PS+MB ds = + +MBL

El EI\ 6 2
0
Como temos: P =0, Mz = 0: 0, = qL”
' PR B = GEI

Obs: Os sinais positivos encontrados para o deslocamento vertical e para a
rotacao indicam que os sentidos destes deslocamentos correspondem aos
mesmos sentidos arbitrados para os esforcos correspondentes.
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