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7.7-17. Uma barra circular sélida de diametro d = 40 mm esta submetida a uma forga
axial P e a um torque T (vide figura). Os extensometros A e B montados na superficie
da barra fornecem as leituras e, = 100 X 107® e g, = —55 X 107°. A barra é feita de
aco tendo E =200 GPa e v =0,29. Pede-se:

a) Determine a forca axial P e o torque T;
b) Determine a distorcdao maxima e a tensao de cisalhamento maxima na barra.
Resp.:a) P= 25,133 kN, T=176,327 N.m, b) ¥y = 222 X 107°, 7,5, = 17,78 MPa.
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Solucgdo:

A solucdo de problemas desta natureza segue, em geral, o fluxograma abaixo:

1. Identificacdo do estado de tensdes 6. Resolver o sistema linear obtido para
no ponto: indicar as tensées em um encontrar as componentes do tensor das
elemento adequadamente orientado deformagdes e assim por diante...
segundo uma base escolhida. 1
1 5. Utilizar a relacdo € = {n}¢[E]{n}
2. Obter o tensor das tensdes no para cada direcio em que foi
ponto na base ortonormal escolhida. utilizado um extensémetro.

1

3. Identificacdo do estado de
deformacdes no “ponto”: utilizar as 4. Obter o tensor das deformacdes
eqs constitutivas do material para no ponto utilizando a mesma base
obter as componentes de deformac3o. ortonormal escolhida.
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1. Identificagdo do estado de tensdGes no ponto: indicar as tensdes em um elemento
adequadamente orientado segundo uma base escolhida.
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2. Obter o tensor das tensdes no ponto na base ortonormal escolhida.

y 4P
S Oy = —

- : Tx_’y x d?
! l__’ax 16T
/ g e S Tey = =773
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3. Identificacdo do estado de deformacdes no “ponto”: utilizar as eqgs constitutivas do
material para obter as componentes de deformacao.

Para materiais com comportamento elastico-linear, homogéneo e isétropo, temos:

1 O, 4P =Tx_y__16T_2(1+V)
€x = E[Ux = v(oy + 0)| = F _ 1d?E Yoy =76 md3 E

1 Oy 4vP _Tyz .
Ey:E[O'y_V(O-x-I'O-ZH:_VE:_RdZE yyZ_T_O

1 o 4vpP =Dz _
gZ:E[GZ_V(Ux-I_Jy)]=_fo=_nd2E Yxz =76
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4. Obter o tensor das deformacgdes no ponto utilizando a mesma base ortonormal escolhida.

Ex ny/z 0
[E]b = ny/z Ey 0
0 0 &,

5. Utilizar a relacdo ¢ = {n}*[E]{n} para cada direcdo em que foi utilizado um extensémetro.

n = (cosH,senb,0),

gg = {n}*[El{n}
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§
£,€0S0 + y;—ysene\

Y. >
XY cosO + sysene

2
\ 0 y,

{g}b - ny/Z €y 0 |{send

Ex ny/z 0 cos6
0 0 Ey 0

gg = (N} [ENN} = e,c05%0 + &,5en?0 + y,y, senbcosb

Assim, para 8 = 0, teremos a leitura do extensdmetro a: (¢, = 100 X 107°)
4p
a T & T LA2E
E, para @ = /4, teremos a leitura do extensémetro b: (g, = —55 x 107°)
& &5 Y
&p =—x+—y+ﬂ S 2¢ = Ex + & + Vuy

2 2 2
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6. Resolver o sistema linear obtido para encontrar as componentes do tensor das
deformacdes e assim por diante...

4P p nd?*Ee,
= & =
nd?E @ 4
(1+v)32T
Ext &yt Vey =265 (1 —v)g, — TR 2¢&p
(1—-v)e, — 2¢,
T = End?
[ 32(0+v) | "

Substituindo os valores, resultam: | P = 25133 N

T =176,32 Nm
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Item (b
4p
[T, =|—14,03 0
16T 0 0
Ty = ——z3 = —14,03 MPa

Calculo das tensdes principais:

10/10/2023

det

Oy —0 Tyxy O

— 0|=0 o —od(c?—0,0—-1%,)=0
0 -—o
o, 1
~0 ou J—%iz\/0§+4r,zcy
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Note que a féormula que fornece as duas tensdes principais ndao nulas é a
versdo simplificada (pois nesse caso temos g, = 0) da expressao ja vista
no curso para o calculo das tensdes principais (vide Aula #06, slide 19):

2
+ T,%y

5= (ax -; ay) + (O‘x ; O'y)

Substituindo os valores numéricos encontramos as tensdes principais (ja
ordenadas segundo a convencao usual):

oy = 27,23 MPa, o, =0, o3 = —7,23MPa
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Vimax = 2(1 4 V) ",;a" =222 u
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7.7-3. Uma placa quadrada fina em tensao biaxial esta submetida as tensoes o,
e gy, como ilustrado na figura (a). A largura da placa € b = 300 mm. MedigGes
mostram que as deformagOes nas diregdes x e y sdo &, = 427 p e g, = 113 ,
respectivamente. Com referéncia a figura (b), determine:

a) o incremento Ad no comprimento da diagonal Od;

b) a variagao A@ no angulo ¢ entre a diagonal Od e o eixo x e

c) a variacao no angulo céd.

y
T Ty y
y t c d
I A A
I
I
i i 1% ;
|
< b = o)
J“v‘"- """" v X Y v f
/ l 19) X
7 «—hHh—>

(a) (b)
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Solucao (1): utilizando apenas definicdes e calculos mais simples...

ltem (a):
A variacdao do comprimento da placa medido na direcao horizontal sera:

AL,= &,Lo, = 427 X 107 x 300 mm = 0,1281 mm
A variacao do comprimento da placa medido na direcao vertical sera:

AL,= g,Lg, = 113 x 1076 x 300 mm = 0,0339 mm

Os comprimentos inicial (d) e final (df) da diagonal Od serdo dados por:

dy = 300V2 mm = 424,2640687 mm

d; = /(300,1281)2+(300,0339)2 mm = 424,378625 mm
Logo: Ad = df — dy = 0,1145565 mm
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ltem (b):
O angulo @, inicial entre a diagonal Od e o eixo horizontal é:

T
¢o =7 =0,78539816 rad

O angulo ¢ final entre a diagonal Od e o eixo horizontal é:

300,0339
300,1281

§0f = arctan( ) = 0,7852412 rad

Logo, a variagao Ag fica dada por:

Ap = @ — @y = —1,569576 x 10~*rad = —0,009°
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0 f
(Config. Inicial) (Config. Deformada)

A variacdo no angulo céd sera:

T T - _4
Aﬁ=ﬁf—ﬁo=(n—2<pf)—E © A =2 —2¢p=313915x 10 *rad

Ap = 0,017986°
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Solucao (2): solucao utilizando o tensor das deformacoes...

a) O estado de tensdo na placa é composto apenas pelas tensdes oy e g, que
levam as deformacdes &, e ¢,, ja fornecidas. Assim, o tensor das

deformagdes (em qualquer ponto da placa), escrito na base b = (&, €y, é,)
fica dado por:

& 00
[E]l, =0 & O
0 0 g
Como g, = 0, temos pela lei de Hooke:
1 1 __Y
& = |ox — vy &y = |y, — vay] &2=7F oy + 0y ]

Somando as duas primeiras equac¢des, obtemos:
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1-— E
ex+ey=%[ax+ay] = 0x+0y=m[€x+€y]

\Y,
Logo: €z = —m [gx + ey]

Considerando v = 0,3 (valor nao fornecido pelo problema, ja gue nao sera
um dado necessario), teremos:

)

0,3 y
&, = =5 [540 X 107°] = 231,44

Logo:

427 0 0
[E]p = [

0 113 0 ](,u)
0 0 -2314
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O alongamento da fibra que, na configuracao de referéncia, tinha a direcao da
diagonal Od é dada por (vide slides #7 e #8):

g9 = (N} [EN{N} = e,cos%0 + &,5en?0 + y,y, senbcosb

Nesse caso, temos 0 = /4 e Yxy = 0, logo:

E,+ €
g9 = "2 Y =270 u

A variacdao no comprimento da diagonal Od serd entao:

Ad = egdy = 270 x 107 x 424,2640687 mm = 0,1145513 mm

Calculo anterior: Ad = 0,1145565 mm
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Item (b): Vamos calcular a distorgao (y4) entre as fibras que, na configuragao de
referéncia, tém as direcoes ed e ef:

y1 = 2{m}*[E]{n}

1
c nd V2/2 V2/2
. Ba Onde: {n}= V2/2 {m}=4— V2/2
0 0
e,
mix & 0 0](+/2/2 JZ (x
N — (Bl =10 & O019y2/21=-1%
X 0 0 ¢ 0 0

vy = 2{ ) BN} = &, — &, = 314 4

Obs: O valor positivo encontrado para y4 indica que houve uma reducao
no angulo original de 90° entre as fibras...
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Da condigao de simetria, decorre que a variagao Ag@ do angulo ¢ entre a
diagonal Od e o eixo x é dada (em rad) por:

Ap =

V1

—~22=_157u = —0,009°

2

Calc. Ant.: Ap = —1,569576 X 10 *rad

ltem (c): Vamos calcular agora a distor¢ao (y,) entre as fibras que, na
configuracdo de referéncia, tém as direcdes ed e ec:

y
C s
m,
‘/
@)
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v

v2 = 2{m,} [E]{n}

V2/2
Onde: {ﬁ}= \/7/2
0

—2/2
{m,} = V2/2
0
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Teremos: V2 = 2{m,} [E{ii} = —&, + gy =—314u

Obs: O valor negativo encontrado para y, indica que houve um aumento
no angulo original de 90° entre as fibras...

Assim, a variacao no angulo céd sera:

AB = —y, = 314u Calc. Ant.: AB = 3,13915 X 10~ *rad

Obs: Comparem os valores obtidos pelas duas formas de solucao do
problema. Apesar de as diferencas serem insignificantes, qual seria a razao
das discrepancias e como podemos elimina-las?
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8.3-5. Um extensOmetro € instalado na direcao longitudinal na superficie
de uma lata de aluminio, conforme indicado na figura. A razao entre o raio
e a espessura da lata é de 200. Quando a tampa da lata é aberta, a
deformagao varia €y = —170u. Qual era a pressao interna p na lata?

Dados: E=70 GPaev=0,33.
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Solucao:

O estado tensional nos pontos da superficie quando a lata esta fechada é
dado por:

_PR 200 (tensao

Ox =73 = P ircunferencial)
. PR )

oy = o = 100p (tensao

longitudinal)
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Este estado tensional leva a seguinte deformacao medida na direcao
longitudinal:

—1 —1 100 0,33(200 _34}9
gy—E[O-y_Vo'x]—E[ p — 0,33( p)] = E

Desta forma, ao abrirmos a lata havera uma despressurizacao e o
extensOmetro ira registrar um alongamento de sinal oposto ao indicado
acima, ou seja:

p

g = —34- =170y

Logo: % — 5% 10°° |:> p = 0,35 MPa
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