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Agenda:

1. Objetivos;

2. Conceito de deformacao;

3. Notacao para deslocamentos, alongamentos e distor¢des;
4. Familia de alongamentos;

5. Relacdes deformacdes-deslocamentos em coordenadas cartesianas.
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1. Objetivos

Os objetivos desta parte do curso que envolve o “Estudo das Deformacdes” sao,
em linhas gerais:

Aprofundar o entendimento sobre as deformacdes em meios continuos;
Mostrar que o estado de deformacdes na vizinhanca de um ponto (em um
meio continuo) fica totalmente caracterizado pelo tensor das deformacdes no
ponto;

Determinar o alongamento de uma fibra que passa por um dado ponto do
solido tendo uma direcao definida;

Determinar a distor¢cao entre duas fibras que passam por um dado ponto do
solido e que, na configuracao de referéncia, eram ortogonais entre si;
Determinar o maior e o menor alongamentos possiveis considerando as
infinitas fibras que passam por um ponto do sélido;

Determinar a maxima distorcao possivel, considerando os infinitos pares de
fibras (inicialmente ortogonais entre si) que passam pelo ponto;

Entender o funcionamento de extensdmetros em aplicacdes experimentais.
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2. Conceito de deformacao
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Observacoes:

1. Ao tratarmos de deformacdes, € fundamental estabelecermos duas
configuracdes do sélido: a configuracao inicial (também denominada
configuracao de referéncia, ou configuracdo ndo deformada) e a
configuracao final (também denominada configuracdao atual ou
configuracao deformada);

2. O estudo das deformacdes &€ um estudo puramente geométrico e esta
associado a cinematica (movimento) dos pontos do sdlido, sendo,
portanto, valido para qualquer tipo de material (resguardada a hipdtese
de continuidade do meio);

3. A deformacgao é causada pelo movimento relativo entre pontos de uma
dada regido (infinitesimal) do sdlido. Se nao existir movimento relativo
entre os pontos em uma dada regiao, ndao ha deformacdo (como no
trecho BC da viga ABC);
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Observacoes (continuacao):

4. A deformacdao depende, portanto, da identificacdo da regiao (i.é, da
vizinhanca em torno de um dado ponto), sendo imediata a dependéncia
entre deformacao e o “ponto do sélido”;
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Observacoes (continuacao):

5. Definido o “ponto”, é necessario também definir a direcao (ou direcdes)
em que a deformacao deve ser medida, ja que diferentes direcdes levam
a diferentes deformacdes.

6. Em resumo, em se tratando de alongamentos podemos dizer que:
e =¢&(P,n)
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3. Notacao para deslocamentos, alongamentos e
distorcoes

Notacao classica:

<
e, 7(P) -
/ e, ¥
e, y
X A 4
b =(8,.8,8,) 7 ﬂ

Configuracao de referéncia
(ndo deformada)

r(P) = (x(P),y(P),z(P))
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r(P) = (x(P),y(P),z(P))

Configuracao final

r’(P) = (x'(P),y'(P),Z'(P)) (deformada)
z )
é, #(P) L i) |
7 P’ I
> r'(P) | I
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r'(P) = #(P) + U(P)

u(P) = (u(P),v(P),w(P))

u = u(P) = u(x(P), y(P), z(P)) = componente do vetor u segundo a direcio x.
v =v(P) = v(x(P),y(P), z(P)) = componente do vetor 1 segundo a dire¢io y.

w = w(P) = w(x(P),y(P),z(P)) = componente do vetor u segundo a direcdo z.
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4 Configuragao de
I :> referéncia (nao

é’Z 7(P) _f): Z. deformada)

7 e, y

y
€x
X £\
b = (&, ey, é,) 7

Ex, €y, €, = alongamentos das fibras que passam pelo ponto P e que estdo
. . ~ N . . ~ - - -
alinhadas (na configuracdo de referéncia) com as direcdes de ey, ey, €;,

respectivamente.
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4 Configuragao de
I :> referéncia (nao

é’Z 7(P) _f): Z. deformada)

7 e, y

y
€x
X £\
b = (&, ey, é,) 7

Yxy» Vyz» Yzx — distorgdes entre duas fibras que passam pelo ponto P e alinhadas
(na configuragdo de referéncia) com as dire¢des de (€, €,,), (€, ,€;), e (€;,€y),
respectivamente.
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4. Familia de alongamentos

#(P) 4

g A

7

Sejam:

dl, = comprimento infinitesimal (na configuracdao de referéncia) de uma fibra
que passa por um dado ponto P e orientada segundo uma dada direc3o 71;

dl = comprimento (na configuracao deformada) da mesma fibra.
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Definimos o estiramento da fibra como:

dl

}\:d—lr

E observamos que:

1.

2
3.
4

A é um adimensional e sempre serd um numero real positivo;
Se A > 1, hd um aumento no comprimento da fibra;
Se 0 < A < 1, hda uma diminui¢cao no comprimento da fibra;

Se A = 1, nao ha variacao no comprimento da fibra.

A partir do estiramento A é possivel definir varios alongamentos
relacionados, como:
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Alongamento linear:
_ dl — dlL. _ dl

- - 1=A-1
e=—a. —a. !

Alongamento quadratico (ou de Green):

I S G R A ey
aT 27 warz z|\aL T2

Alongamento natural, logaritmico ou de Hencky:

dl
£, =& = In )= In(A)
r
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* Alongamento hiperbdlico ou de Reiner:

_di—dl o dh

R EL T T T T

* Alongamento de Almansi:

L 1(dDP=(d)? 1 ar\*l 1.
ATt T T e _5[1_<ﬁ>]_§[1_“]

Todos esses alongamentos pertencem a familia de alongamentos dada por:

1
— (A" —-1),sem+* 0
m

Em

In(A),sem =0

19/09/2023 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos 1l / Aula #09 16



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

-_—m =-2
_— =
—m = 0
—_— =

——m =2

A (=)
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A (=)
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Observacoes:

1. Independentemente do alongamento considerado, temos:
A>1 © g,>0

A=1 & g,=0
0<A<Kl & ¢,<0

2. E possivel mostrar que a familia de alongamentos é continua no pardmetro
m (expoente do estiramento);

3. Para|g| < 1% e |m| < 2, o erro cometido ao aproximarmos o valor do
alongamento (associado am # 1) com o valor do alongamento linear
(associado am = 1) é inferior a 0,5% em valor absoluto. Assim, em
condicdes de L.G., as diferencas entre os valores dos diversos
alongamentos é insignificante;
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5. Relacdes deformacdes-deslocamentos em
coordenadas cartesianas

Z
L
F(P) o |
Y \7
g A
. SCé N
/ 1 » \
(A — P) = (dx,0,0) | -A5-®B
(B—P)=(0,dy,0) {4~_//

(C — P) = (0,0,dz)

19/09/2023 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos 1l / Aula #09

20



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Calculo dos alongamentos:

Al =P
T dl. dxso [[A—P]

gxz}\x_]- }\x
(A—P)=(dx,0,0) = ||[A—P| = |dx|

(A'—P) = (A'—A) + (A—P) — (P' = P)
(A" = A) = (ua,va,Wy)

(P" = P) = (up, vp,wp) A P

/
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Logo:

(A'—P")=(uy —up +dx,vy — vp,wy — wp)

_ aud - 4 avd _ N awd
Uy = up + I X Vg = Vp Y X Wy = Wp Y X

a—-pry=[1+ Ju v ow g
- dx /) \ox)’ \ ox X
1A'= P'|| = 1+a”2+ 61’2+ LAY \dx|
- 0x 0x 0x X
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LAt AP o 2+ v 2+ ow\’
* Tl T axso [A—P| dx dx dx
Logo:

=\ —-1=|(1 au2+ 6v2+ ow\’ 1
fx T AT T +6x ox ox

_17\2 1_1 1+6u2+ 6v2+ 6W2 .
gx'q_z(x_ )_2 0x 0x 0x

1/2
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Linearizando as expressoes de €, e de &, , encontramos:

ou Ju
gx’q pr—

Ju
1+1— || —1 Ox

ox =£

IR

Ex

Assim, em condicoes de linearidade geométrica, vale:

Ju

Ex = Ex’q Ea
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Procedendo de forma andloga com as fibras tomadas nas duas outras direcoes,
encontramos:

Para o alongamento &,,:

1

2 2 2\ 2
oy —1=( (2 4 (142) (Y 1
v =y \ \ay dy dy

1, 1[/ou\* av\*  [ow\’
Sy’qzz()\y—l)zz @ + 1+@ + E —1
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Para o alongamento &,:

o= [ (2 (2 (1429 -
fz=%7 27\ oz 0z 0z

1 ., 1[/0u\? v\’ ow\’
gz,q=§(}\z_1)=§ E + E + 1+E -1

_ _Ow
L.G.: €7 =E&zq = E
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Oxy =

19/09/2023

2

B, \ I\xy
: ‘\II N -0 |
: ®- 4
> I P
x o----0
P A
ny+9xy=_

T
— Vxy |:> cos(@xy) = coS (E — yxy) = Sen(yxy)
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A —P' B'—P
sen(Yxy) = c0s(0y) = <||A' . p'n) | <||B' - P'u)

A =P
* = A—P]
B - P
Y =B =Pl

& ||A' = P'|| = A ldx| = A, dx  (considerando dx > 0)

© ||B"=P'|| =7 |ldy|l =A,dy (considerando dy > 0)

, n ou dv ow . .
(A —P) = (1 + (ﬁ)' (636)' (536)) dx (vide slide #21)
Ju dv ow -
r oy~ [ (O o9vy (oW ( logia)
w-r2((G) () (5)er o
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(uj: - Zu) | (ug: - gu) ]
(@) (@) 6)@)

( )_ 1 6u+6v+6u 6u+6v6v+aw ow
S T |ay T ax T ax dy * ax dy  ox dy

Linearizando a expressao (admitindo condicdes de L.G.):

_Ou N v
Vay = dy Ox
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Procedendo de forma andloga com os pares de fibras tomados nas demais
dire¢cOes, encontramos:

Para a distor¢do y,,,:

( )_ 1 6v+6W+6u 6u+6v 6v+6W ow
S T 027 9y T ay ez oy oz | oy oz

Linearizando a expressao (admitindo condi¢des de L.G.):

Jv Jdw

=5t ey
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Para a distorgao y,,:

1 6u+aw+6u6u+6v6v+6waw
A.A |0z 0Ox O0x 0z Ox 0z Ox 0z

sen(Vzx) =

Linearizando a expressao (admitindo condicdes de L.G.):

_ ou N ow
Vex =57 7 ox
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