Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

PME-3211 - Mecdnica dos Solidos 11
Aula #04

Prof. Dr. Roberto Ramos Jr.

16/08/2023



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Estudo das TensOes — Aula 3
Agenda:

1. TensOes principais e direcdes principais de tensao;
2. Obtencao das tensdes principais e das direcdes principais
de tensao;

3. Exemplos.

16/08/2023 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos 1l / Aula #04



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

1. TensOes principais e direcdes principais de tensao

Vimos que o estado de tensdes em um ponto de um sdlido fica totalmente
definido se conhecermos as componentes do vetor tensao em trés planos
ortogonais entre si:
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Vimos também que o vetor tensao de Cauchy, associado a um dado ponto P e a
um dado plano de normal 1 é dado por:
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{p}=[T1{n}

Dy Ox Tyx Tzx](Ny
Pyt =|txy Oy Tzy|[3y
Pz Txz Tyz 0z ]\n,

... ficando implicito que o tensor das tensdes no ponto P,
bem como o vetor tens3o e a normal unitdria n, estdo

todos escritos na MESMA base b = (Ex, ey, Ez).
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Vimos, por fim, que o vetor tensdo p pode ser decomposto segundo uma
componente normal ao plano de corte @ (denominada tensao normal) e uma
componente paralela ao plano de corte (denominada tensao cisalhante). A relacdo

entre o vetor tensao e suas componentes (normal e cisalhante) é, portanto,
sempre dada por:

p=0+T=o0n+rt
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Definicdo: Dizemos que uma dada direcdo definida por um versor 71 é uma
direcdo principal de tenséo se, e somente se:

{p} = [THn} = ofn}

Em outras palavras, o vetor tensao associado a tal direcao possui a
componente cisalhante obrigatoriamente nula.

Nestes casos, dizemos que o plano de normal 77 é um plano principal de
tensdo, e que a tensdo normal associada é uma tensdo principal.

16/08/2023 PME-3211 / Mecénica dos Sélidos 1l / Aula #04



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

2. Obtencao das tensoes principais e das
direcdes principais de tensao

Considerando que 71 seja uma direc3o principal de tens3o, segue da definicdo que:
{p} = [T} = ofni}
[T1(i} — o{7i} = {0}
[T1(} — o11{7i} = {0}

([T] - o[ID{7} = {0}
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0 o Of]y"y¢=,0

Ox Tzx o 0 O\ (N« 0
0 0 o ng 0

Tyy Tyz g, —a|(n, 0

O sistema dado acima é um sistema linear nas incognitas n,, n, e n,, o
gual sempre admitira, ao menos, uma solucao, que é a solucdo trivial
(ny =n, =n, = 0). Para que existam solugbes diferentes da solugdo

—

trivial (que nem mesmo tem interesse pratico, ja que 7 =0 n3o
caracteriza a normal a um plano), devemos impor que:
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Ox — 0 Tyx Tzx
det| Txy Oy —O0 Tzy | =0
Tyy Ty, 0,—0
63 —1Lo%2+1,06—13=0 Eq.(2)

onde: I =tr(T) = 0y + 0y, + 0y

O-X TZX
f = |

Tx Z O-Z

_|_

— 2 2 2

13 == det(T)
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As trés raizes de Eq.(2) serdo sempre reais e seus valores fornecem as tensoes
principais atuantes nos planos principais. Denotaremos as trés tensdes principais
encontradas por gy, 0, € 03, as quais serao ordenadas seguindo a convengao:

0'120'2 20'3,

Ou seja, g; sera sempre a maior tensdo principal em valor algébrico e g3 sera
sempre a menor tensdo principal em valor algébrico.

Para cada raiz 0 = 0; encontrada, deve-se determinar a direc¢do principal n = 7;
correspondente usando a Eq.(1), reescrita abaixo para uma dada tensao principal:

Ox — Oj Tyx Tzx Ny i 0
Txy 0y — Oj Tzy Nyit =10
Txz Tyz 0z —0;|\Ng; 0
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Com relacao a multiplicidade das raizes podemos ter os seguintes casos
possiveis:
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As trés tensdes principais sdao iguais (oy = g, = 0g3): neste caso,
mostra-se que toda direcao é uma direcao principal de tensao e tal
estado de tens3ao é denominado estado hidrostatico de tensao;

Duas tensdes principais sao iguais (0y = g, > g3 ou g; > 0, = 03): NO
12 caso, todas as dire¢des ortogonais a direcdo 73 serdo direcbes
principais associadas a tensao principal g; = g,; e, no 22 caso, todas
as direcbes ortogonais a direcdo 71, serdo direcBes principais
associadas a tensao principal g, = 03;

As trés tensdes principais sao diferentes (g; > 0, > 03): neste caso,
mostra-se que as trés direcoes principais sao ortogonais entre si,

formando uma base ortonormal (denominada base das direcdes
principais de tensao).
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Os coeficientes I;, I, e I3 do polinbmio caracteristico dado por Eq.(2) sao
denominados invariantes de tensdo, pois seus valores nao podem depender

da base b = (§x, ey, 52) escolhida inicialmente para representar o estado de

tensdbes no ponto, sendo, portanto, invariantes com relacdao a base
escolhida.

Observamos, por fim, que este € mais um exemplo (dentre os varios
encontrados na Engenharia) de problema de determinacdo de autovalores e
autovetores:

T-:(MeV3) - (peVd (T é denominado um operador vetorial linear)

Quando 71 é direc3o principal de tens3o:

[TH{n} = {p} = o{n} 71, neste caso, é um autovetor
I I associado ao autovalor o.
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Deve-se, notar, por fim que, sempre que substituirmos a tensao ¢ na Eq.(1)
por uma das tensdes principais (isto €, tomando o = g; ), o sistema linear
obtido nas incognitas ny,;, ny,; € n,; sera um sistema possivel e
indeterminado. Esta indeterminacao pode ser entendida facilmente se
observarmos que, sendo 71; = (nx,l-, Ny.i) nz,i) uma direcao principal
associada a g;, ou seja:

[T1{n;} = o;{n;}
Entao, sendo T um operador vetorial linear:

[Tl{an;} = a[T{n;} = ao;{n;} = o;{an;}

I |

O que mostra que an; também é um autovetor associado ao mesmo autovalor,
ou seja, existem infinitos vetores (de modulos diferentes) que podem satisfazer a
Eg.(1) para um mesmo autovalor.
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3. Exemplos

3.1. Barra prismdtica sob tracdo/compressdo simples

P | P
— i —_—
| B e
B
Dados:

P = forca normal de tracao (se P > 0) ou de compressao (se P < 0);
A= area da secao transversal da barra.

Hipotese:
* Linha de acao de P passa pelos centroides das secOes transversais.
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| ——
P I P
< ,Q'kﬂ: ~~~~~~ X - 1 =g
Z/ /’//)_ _______________________ i

Como vimos na aula anterior, o tensor das tensodes, para qualquer ponto da barra
(desde que suficientemente distante das extremidades), e escrito na base b =

(§x, éy, 52), fica:

Ox  Tyx Tzx P/A 0 0
IT], =|Txy Oy Tzy|=| 0 0 0
Txz Tyz O 0 0 0

Note que a auséncia de tensdes de cisalhamento nos planos paralelos aos
planos ortogonais yz, xz e xy ja mostra que as direcoes dadas pelos versores
1, = &, = (1,0,0),, n, =€, = (0,1,0), enz =¢é, = (0,0,1), ja sdo diregdes
principais de tensao. Vamos, contudo, aplicar o procedimento padrao para uma
investigacao completa dos autovalores e autovetores...
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Como vimos, os autovalores do tensor das tensdes sao obtidos a partir da
relacao:

det([T] —olI]) =0

...que, neste caso, fica:
o,—0a 0 0
det 0 —og 01]=0
0 0 -0

0 =0 (raiz de multiplicidade 2)

0%(0y —0) =0 <:>

ou
o = 0, (raizde multiplicidade 1)
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Uma vez encontradas as raizes, devemos ordend-las em valor algébrico,
seguindo a convencao adotada. Considerando que a forca P seja de tracao,
teremos g, = P/A > 0, logo:

o, =0,=P/A e g, =03 =0

 Autovetor associado ao autovalor 6, = o, = P/A

Da Eq.(3), teremos, utilizando o autovalor g, = 0, = P/A :

0 O 0 1 (M« 0
0 —o X 0 ny =140

A 12 equagado € satisfeita para quaisquer valores de n,, n,, e n,, ao passo que
a 22 e a 32 equacg0es exigem, respectivamente, que n, = 0 en,=0.
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Logo, o autovetor correspondente ao autovalor g; = g, = P/A é:
77il — (nxr Or O)

Como devemos ter ||71;|| = 1, devemos tomarn,, = 1 oun, = —1 (as duas
escolhas sdo possiveis e corretas). Assim:

?ll = (1; 0; O) ou ﬁl - (_1, O, 0)

Autovetores associados ao autovalor 6, = 03 = 0

De forma analoga, utilizando o autovalor 0, = 03 = 0 em Eq.(1), vira :

o, 0 0]("x) (O
0 0 0|{nyr=10
o o olln) (o

16/08/2023 PME-3211 / Mecénica dos Sélidos 1l / Aula #04

18



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

A 12 equacao é satisfeita quando n,, = 0, ao passo que a 22 e a 32 equagoes
sdo satisfeitas para quaisquer valores de n,, n,, e n,. Assim, os autovetores
associados ao autovalor g, = g3 = 0 sdao da forma:

ii=(0,n,,n,) com ny +ng; =1

Ou seja: n = (0, cos8, senbh), 0<0<2m.

O que significa que gqualquer versor contido no plano yz é uma direcao
principal associada ao autovalor o, = g3 = 0 (existem infinitos autovetores
neste caso).
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a b
\b, Tmax T
; y/ 1«&‘ Tméx:T():I_r>O
d i — ¢
—- ¢’

(b) (c)
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Estado de tensdes e tensor das tensdes em P;:

y
X T ‘é
zx
V4
Ox Tyx Tzx 0 0 1
[T(P)]p, =|Txy Oy Tzy|=|0 0 O
Txz Tyz O To 0 O
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* Determinagdo dos autovalores do tensor das tensées:

-0 0 1
det|]0 -0 O0[|=0
o 0 -0

—d3+4+015=0

e

o=20
—o(0?-1) =0 <D ou
o = *|1¢]

——

Uma vez encontradas as raizes, devemos ordena-las em valor algébrico,
seguindo a convencao adotada. Notamos que, independentemente do
sentido do torque aplicado, teremos:
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o1 = +|7l g, =0 o3 = —|7]

* Autovetor associado ao autovalor 61 = +|t|:

-—|To| 0 To - ny 0
0 —|To| 0 Ny =140
| T 0 —|to| |\ Nz 0

Notamos que a 12 e a 32 equacOes algébricas sao linearmente dependentes

e levam a:
To .
n, = —n, = sign(ty).n,

|To|

Como neste caso temos 7y > 0, vird: n, = n,
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J4, da 22 equagdo algébrica, teremos: 1, =0

E, portanto, o autovetor associado ao autovalor g; = +|7,| é dado por:

L (V2 2

n,=\(—,0—=

! 272
Ou ainda por:

, V2. W2

Tl1:<—7,0,—7>
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Autovetor associado ao autovalor 0, = 0:

0 0 7o1(My 0
0 0 ol{nyt={o
To 0 0 n, 0

Neste caso, a 12 equagao levaan, = 0, e a 32 equagao levaan, = 0.Ja a 22
equacao fica satisfeita para quaisquer valores de ny, n,, e n,. Logo, o autovetor
associado ao autovalor g, = 0 fica:

ﬁz — (0) 1; O)

Ou ainda:
n, = (0,—1,0)
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 Autovetor associado ao autovalor 63 = —|ty|:
7ol 0 To | (Mx 0 o 0 7o (M 0
0 tol O [§nyr=40f = |0 15 O0]4nyr =40
| To 0 |TO |_ ng 0 _TO 0 T()_ n, 0

A 12 e a 32 equacOes algébricas sao linearmente dependentes e levam a:

N, = —N,
E a 22 equacao traz: ny, =0
Logo, o autovetor associado ao autovalor o3 = —|1,| é dado por:
L (VI V2 (2 2
n3_ 7,0,—7 ou 3 — 2) ;2
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Para obtermos uma base formada pelas direcdes principais de tensao
podemos considerar entao:

—

Tl1=

16/08/2023

(

\/70\/7
27 2

)

S V2 2
n, =(0,1,0) ﬁ3=ﬁlxﬁz:<_7'o'7)
1,
— ' 03 = = To
TZX Tx \
— / ﬁl
ns
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Lembrando que em uma base genérica b = (§x, éy, 52), o tensor das tensdes fica
escrito como:

—— — — —— —

Ox 1 Tyx! Tzx

I o I
[T]p = [Txyi 19y} Tzy
Txz! Tyz 10y

LI |

Entdo, na base formada pelas dire¢des principais de tensdo, b’ = (114, 1,,73), 0
tensor das tensoes ficara escrito como:
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101, EOE 0

[T], =01 o0 1 0
:Oi :Oi 0-3_

’Bﬁzﬁl ﬁ_)_ﬁ
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