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Estudo das TensOes — Aula 3
Agenda:

. Estado de tensdao em um ponto;
. Vetor tensao em um plano inclinado e o tensor das tensdes de Cauchy;
. Componentes do vetor tensao;

. Simetria do tensor das tensoes de Cauchy;
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. Exemplos.
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1. Estado de tensao em um ponto

O estado de tensdes em um ponto de um sdlido fica perfeitamente definido
se conhecermos as componentes do vetor tensdao em trés planos ortogonais

entre si:
2 Oy
A
y > Tyx
T z/
TZ
> Y — > Oy
X
Tz Txz
b4 0y
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2. Vetor tensao em um plano inclinado e o

tensor das tensdes de Cauchy
y
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0] T T n
Px - x OJ_Ix sz x .. Normal externa (unitaria)
Py =|*xy y zy [ty ao plano inclinado
Componentes do Pz Txz Tyz 0z]\n,

vetor tensao
associado ao .
ponto P e ao plano Tensor das tensdes no ponto P,

de normal 7 escrito nabase b = (€,,€,,¢,)

De forma sintética: {ﬁ}b = [T]b{ﬁ}b

E, de forma ainda mais sintética:

{p} =T {n}

...ficando subentendida qual base esta sendo utilizada (sempre a mesma base).
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Px) ['0x ' Tyx: Tzx] (Nx
Py = |Txy. 'ay. Tzy | {My ¢
Pz ) _:sz: yz. Oz |\ Ny

15/08/2023 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos 1l / Aula #03



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

3. Componentes do vetor tensao

Vimos que o vetor tensdo p pode ser decomposto segundo uma componente
normal ao plano de corte a@ (a qual é denominada tensdo normal) e uma
componente paralela ao plano de corte (a qual € denominada tensao cisalhante). A
relacao entre o vetor tensdao e suas componentes (normal e cisalhante) é dada por:

T=on+rtt

Qu
_|_

7=

Onde: 5‘ = 0'77{ 'Z') '[E

0 e T: s3ovetores (possuem magnitude, direcdo e sentido)

O e T: sao escalares

-

—_— ~ . Vd .
n e t: saoversores (possuem norma unitaria)
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p=on+rtt

(tensdao normal)

(tensao cisalhante)
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Note que a componente normal (¢) do vetor tensdo (p) terd sempre a
direc3o do versor 71 (versor normal ao plano de corte), de forma que:

e Seog > 0, dizemos que a tensao normal é de tragao;

« Se o = 0, dizemos que ndao ha componente normal do vetor tensao;

* Se o <0, dizemos que a tensao normal é de compressao.

Quanto a componente cisalhante, esta pode ser obtida simplesmente
pela subtracdo entre o vetor tensao e a componente normal:

p=oii+1t <— Tt=p—oi

Outra relagdo util: p? =0+ 1*

15/08/2023 PME-3211 / Mecanica dos Sélidos 1l / Aula #03



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

4. Simetria do tensor das tensoes

A relagdo {p} = [T]{n} foi obtida impondo-se o equilibrio de forcas em um
tetraedro infinitesimal, a fim de obtermos o vetor tensdao em um plano
inclinado. Vamos, agora, impor o equilibrio de momentos das forcas, porém
sobre um paralelepipedo, ja que nao é necessario haver uma face inclinada:

v

PO‘x
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y Ty
Tyz Tyy

L
/ x

Txz
Z Oy dZ

dx

v

2 My=0 & t,,(dxdz)dy = 1,y (dxdy)dz & 1,,=1,,
Z M, =0 & 1,(dxdy)dz = 1,,(dydzy)dx © Tz = Ty,

z M, =0 & 14,(dydz)dx = 1y, (dxdz)dy & Ty = Tyy
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Decorre da simetria do tensor das tensdes que, para determinar

completamente o estado de tensdes em um ponto do material, basta

conhecer:

e As trés componentes de tensdo normal atuando em trés planos
ortogonais g,, Oy, Oz;

 As trés componentes de tensao cisalhante atuando nos mesmos trés
planos ortogonais: Tyy = Ty, Txz = Tzx, Tyz = Tzy-
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5. Exemplos

5.1. Barra prismdtica sob tracdao/compressdo simples

P | P
— i —_—
| B e
B
Dados:

P = forca normal de tracao (se P > 0) ou de compressao (se P < 0);
A= area da secao transversal da barra.

Hipotese:
* Linha de acao de P passa pelos centroides das secOes transversais.
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)7

L B

b
8

===—=>

Em secOes transversais distantes das extremidades da barra, pode-se admitir
um estado de tensao uniforme tal que:

P

o‘x:Z g, =0, =0

Txy = Txz = Tyz; =0

Neste caso, o tensor das tensdes, para qualguer ponto da barra (desde que
suficientemente distante das extremidades), e escrito na base b = (Ex, €y, EZ), fica:

Ox Tyx Tzx] [P/JA 0 0
[Tl =|Txy 9y Tzy|=| 0 0 0
Txz Tyz Oy 0 0O O
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Se desejarmos, agora, determinar as tensoes em planos inclinados como os
assinalados na figura abaixo (conforme vimos em PME-3210, Aula #07, vide
também Gere & Goodno [3], cap.2), basta determinarmos o vetor tensao

associado ao plano e suas componentes:

p T /\ \ p
0| | \ A\
- X B N —_
_}/’ /,’L_"_____—————__"""------ = __::;_—\\: _____________________
A g B
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y n

N A
Lo . \/ \ -

A B
\q

Temos: n= (cos@, cos (% — 9) . COS (E)) = (cos0, sen,0),
b

2

Px ox 0 O0](cos6O 0,Cc0s6
w-me = B[ bl )
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-

Lembrando que: p=on+rtt

’

A componente normal (escalar o) do vetor tensao fica dada por
(multiplicando escalarmente a relacdo acima por 7):

-

0=p 1= 0,050

E, na forma vetorial:

cos6
¢ = onl = 0,,c05%0 {send
0

Para obtermos a componente de cisalhamento ha varias possibilidades
(dependendo do que se quer determinar: apenas o escalar T que define o
maddulo da tens3o cisalhante ou o vetor completo 7).
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A componente cisalhante () fica dada por:

0,c0s0 cos6
T=p—a6={ 0 —0xcos*0{send
0 0
1 cos?0 sen?6
T = 0,c050 | 10t — {senfcosO | = 0,€0S0 {—senbcosH
0 0 0

Ja 0o mdodulo da componente cisalhante (7) pode ser obtido por meio de:

a2 =77 = |1|=V©-T
b) p? = 0% + 1% = |t| = /p? — 02

c) Pelo produto escalar de p por t ou por —t (ver préximo slide).

PME-3211 / Mecénica dos Sélidos Il / Aula #03
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Observando que o vetor tensdo, neste caso, tem a direcdo do eixo x (ver
slide 16), e que os planos inclinados, aqui considerados, sdao paralelos ao eixo
Z (para qualquer valor de 8), podemos projetar o vetor tensao segundo um
versor tangente ao plano, e que “desce” ou “sobe” o plano. A escolha pode
ser qualquer, pois a fungao T = () encontrada nos dira, para cada valor de
0, se a tensao resultante terd o mesmo sentido do versor escolhido, ou o
sentido contrario ao versor escolhido.

P\ P\

\

A
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Escolhendo o versor que “sobe” o plano, seguindo a mesma convencao
utilizada no cap.2 de Gere & Goodno [3], teremos:

"\\i//\f

I

A

t = (cos (9 + g) ,c0s0, cos (g)) = (—senb, cosH,0)

T=p"t=—0,cos0send

...obtendo-se exatamente a mesma equacao que a indicada no cap.2 de
Gere & Goodno [3] (ver, alternativamente, a aula #07 de PME-3210).
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a b
\b, Tmax T
; y/ 1«&‘ Tméx:T():I_r>O
d i — ¢
—- ¢’

(b) (c)
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Estado de tensdes e tensor das tensdes em P;:

y
X T ‘é
zx
V4
Ox Tyx Tzx 0 0 1
[T(P)]p, =|Txy Oy Tzy|=|0 0 O
Txz Tyz O To 0 O
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Estado de tensdes e tensor das tensdes em P,:

Tyx
—
y
V4
Ox Tyx Tzx 0 —Tp 0
[T(P)lp =|Txy Oy Tzy|=|-1, 0 O
Txz Tyz Oz 0 0 O
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Estado de tensdes e tensor das tensdes em P;:

y
X — |7
Ty XZ
V4
Ox Tyx Tzx 0 0 —71 0
[T(Pg)] p=|Txy Oy Tzy|=| 0 0 0
Txz Tyz O —Tp 0 0
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Estado de tensdes e tensor das tensdes em P,:

VX
—
y
17«
X
V4
Ox Tyx Tzx 0 To 0
TPl =|Txy 9y Tzy|=|t, 0 O
Txz Tyz Oz 0O 0 O
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Tomando o estado de tensdes em P,, em particular, determinaremos o vetor
tensao e suas componentes em determinados planos inclinados:

yXx

Considerando os planos inclinados paralelos ao eixo z, teremos:

n= (cos@, cos (g — 9) ,COS (E)> = (cos#@, senb, 0),
b

2
Loco: Px 0 79 O0](cos6 ToSenod
0go: P} =3Pyt =110 0 O0|{send;=1{tycosf
Pz 0O 0 O 0 0
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Para obtermos a componente normal (escalar o) do vetor tensao basta fazer
o produto escalar de p por n:

o =p- n=21ysenbcosh = tysen(20)

Para a componente cisalhante (escalar ), observando que o vetor tensao
tem componentes apenas no plano xy e escolhendo como versor tangente
ao plano o versor dado por (veja figura no slide anterior):

t = cos (9 + g) ,cos8, cos (%) = (—senb, cos6,0)

Teremos: T=p-t=—1y5en?6 + 1yc0s%60 = 1yc0s(20)
Verifiquem que estes resultados sao os mesmos obtidos na aula #11 de PME3210.
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I Onde:
I
o I M
X —_ —
RS o =Y
> VA
X A=
P d
P
1/
Ox Tyx Tzx o, 0 0
ITl, =Ty Oy Tzy|[=|0 0 O
Txz Tyz Og O 0 O
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Pontos Importantes:

O estado de tensdoes em um dado ponto fica perfeitamente definido
conhecendo-se as componentes de tensao em trés planos ortogonais, o que
permite determinar o tensor das tensdoes no ponto estudado;

* Dado o tensor das tensdes em um dado ponto, é possivel determinar facilmente
o vetor tensao (e suas componentes) em qualquer plano que passa pelo ponto;

e Como, em geral, o estado de tensoes varia de ponto para ponto, temos, para
cada ponto, um tensor das tensoes proprio (cujas componentes dependem do
carregamento aplicado a estrutura e da geometria da estrutura);

« E fundamental saber com qual base de versores, b = (Ex, éy, EZ), estamos

trabalhando, ja que nao é possivel escrever o tensor das tensdes em uma base,
e o versor normal em outra base distinta, para obter o vetor tensao.
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