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TIPOS DE FORCAS

< FORGAS DISTRIBUIDAS DE SUPERFICIE
< FORGAS DISTRIBUIDAS DE VOLUME

< FORCA DISTRIBUIDA POR COMPRIMENTO
< FORCA CONCENTRADA
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ESTATICA

APOIOS
Como as estruturas se apoiam?



APOIOS DE ESTRUTURAS

* Articulacao movel / \

(estrutura plana)

) S

VINCULO: RESTRICAO IMPOSTA
Vv POR UM APOIO. CADA VINCULO
IMPEDE UM DESLOCAMENTO.

X ARTICULAGAO MOVEL
RESTRINGE UM MOVIMENTO
(TRANSLACAO VERTICAL),
PORTANTO INTRODUZ UM
ViNCULO.










* Articulacao fixa
(estrutura plana)

AN

<H— —>

VINCULO: RESTRIGAO IMPOSTA
POR UM APOIO. CADA VINCULO
IMPEDE UM DESLOCAMENTO.

ARTICULACAO FIXA RESTRINGE
DOIS MOVIMENTOS
(TRANSLACAO HORIZONTAL E
TRANSLACAO VERTICAL),
PORTANTO INTRODUZ DOIS
VINCULOS.




Ponte ferroviaria Zarate Brazo Largo I sobre o rio Parana de las Palmas,
Argentina, 1978



* Engastamento
(estrutura plana)

)

V

VINCULO: RESTRI(}AO IMPOSTA POR
UM APOIO. CADA VINCULO IMPEDE
UM DESLOCAMENTO.

ENGASTAMENTO RESTRINGE TRES
MOVIMENTOS (TRANSLACAO
HORIZONTAL, TRANSLACAO
VERTICAL E ROTACAO), PORTANTO
INTRODUZ TRES VINCULOS.
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1agdo
Rotagdo Translag

R =(+)ou()

para reagdes verticais positivas € negatis

i
Q_ Fig. 2.20 Aparelho de apoio metdlico pe
I

R, = somente (+)




Fig. 2.18 Aparelho de apoio sobre
"olos metdlicos na ponte de acesso &
llha das Cobras (R))

- -

Rotacao Translacao

Raio do cilindro N
equivalente \

R,: somente (+)




APOIOS NO PLANO

ARTICULACAO MOVEL:

ARTICULACAO FIXA:

ENGASTAMENTO:




OBJETIVO: DESENVOLVER A INTUICAO

COMO A ESTRUTURA VAI SE DEFORMAR?
POR ONDE AS FORCAS VAO CAMINHAR?

v A ESTRUTURA PERMITE QUE OS ESFORCOS APLICADOS EM
UM CERTO PONTO CAMINHEM E CHEGUEM A OUTRO
PONTO.

v" A CARGA (esforco aplicado) SEMPRE VAI PARA O APOIO.

v  HA DEFORMACAO POR ONDE HA O CAMINHAMENTO DOS
ESFORCOS.

v TODO MATERIAL E DEFORMAVEL DESDE QUE HAJA
PASSAGEM DE ESFORCOS.

DEFORMADA: FORMA QUE A ESTRUTURA
ADQUIRE, APOS A APLICA;AO DOS
ESFORCOS EXTERNOS, APOS A DEFORMACAO



ESTATICA
FORCA

Linha de acao de uma forga aplicada em
um ponto P é a reta que passa por P
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ESTATICA
FORCA

Sistema de coordenadas da mado direita
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ESTATICA

MOMENTO

Momento em relacao a um ponto (polo) é
um vetor (ortogonal ao plano da forca e
do ponto)

ne 7 Eixo do momento
Eixo do momento




O Momento € um binario com

e direcao: perpendicular ao plano definido pelas linhas de
acao das forcas que constituem o binario.

e sentido: pela regra da mao direita ou pela regra do saca-
rolha.

e intensidade: |M]| = ||F|| « b
onde b é a distancia entre as linhas de acao das duas forgas
(braco de alavanca).

Fonte: Lindenberg Neto, H. Introducdo a Mecanica das estruturas, apostila Epusp, Sao Paulo, 1997



ESTATICA

QUEM FAZ O MENOR ESFORCO?



FIGURE 7.45 (a) Inelastic
bending of an elastoplastic
rectangular beam in pure
bending; (b) stress—strain
diagram for an elastoplastic

matenal.

FIGURE 7.46 Stress
distribution in a rectangular
beam as bending moment is
increased: (a) elastic; (b) partially
plastic; and (¢) fully plastic.




ESTATICA

momento de tor¢io (T)

z y

momento fletor em torno do eixoy (|V|y)

momento fletor em torno do eixo z (|V|z)




ESTATICA

momento fletor em torno do eixo z (Mz)
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ESTATICA

momento fletor em torno do eixoy (My)

X(é gx

Traciona a fibra de baixo Traciona a fibra de cima



ESTATICA

Reduzir um sistema de esforcos em um
ponto & aplicar nesse ponto a resultante
do sistema e os momentos das forcas do
sistema em relacao a esse ponto
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ESTATICA




ESTATICA

Dois sistemas de forcas S e S’ sao mecanicamente
equivalentes se suas reducoes em um mesmo ponto A
levarem aos mesmos esforgos: R=R'e M,= M’,

Dois sistemas de forcas S e S mecanicamente
equivalentes produzirao os mesmos efeitos, o mesmo
movimento
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ESTATICA




ESTATICA
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EQUACOES DE EQUILIBRIO

Para um corpo em repouso em relagao a um sistema inercial, as leis de Euler® fornecem:

ng nm
Y Fi=0, Y Mo, =0, (2.1)
i=1 j=1

correspondendo ao equilibrio de np forgas F; ¢ ny momentos M; em relagao a um polo
arbitrdrio Q. Reescrevendo a equacéo acima empregando as componentes de for¢a ¢ momento

em relacéo a trés eixos ortogonais z, y e z passando por O, obtemos

3By =il Y Moy =0,
> F, =0, > Mo, =0, (2.2)
> F=0, Y Mo, =0,

onde os fndices foram omitidos. Para um sistema de for¢as coplanares em que as forcas

¢ momentos atuam no plano definido pelos eixos z e y, restam apenas trés equagoes nao-

SF.
> F,

identicamente nulas:

i

0,

) Y Mo, =0. (2.3)

Fonte: Almeida Neto, E. S. Conceitos fundamentais de Resisténcia dos materiais, apostila Epusp, Sao Paulo, 2011



MOVIMENTO DE UM SISTEMA MATERIAL ESPACIAL:
E SEMPRE UMA COMBINACAO TRES TRANSLACOES COM TRES ROTACOES
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Fonte: Lindenberg Neto, H. Introdugdo a Mecanica das estruturas, apostila Epusp, Sao Paulo, 1997



Example (cantilever beam)

FIGURE 6.3 (a) Aurcraft; (#) wing model;
(c) free-body diagram of the wing.
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Componentes
do momento fletor A M

ol .

\f' / ' For¢a normal |
| AV. Momento de torgdo
I'll I \ .\'i}.
.‘\ / > y

\ 4 V. , .
M, \ 3 :
~ ————|Componentes da for¢a de cisalhamento

X

ESFORCOS SOLICITANTES: esforcos internos, resultantes das
tensdes na secao transversal de uma barra (reduzindo as tensoes
ao centro de gravidade C da secao transversal). Na figura, ao
decompor esses esforcos internos, obtém-se a forca normal
(N,), as forgas cortantes (V, V,), os momentos fletores (M,
M.), e o momento de torgao (M,).




Convencao de sinais
Estruturas planas

Forga cortante V
Momento fletor M

For¢a de cisalhamento positiva

M

Momento fletor positivo

No equilibrio, adote a ‘ <_|>
conven¢ao de GRINTER

< )
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1. REACOES NOS APOIOS
ZX=0=XA —5V3 = X, =5V3 =8,66
ZM(A)=0=—30*4—5*7,5+5\/3_*4+YE % 6

= Y = 20,47
YY=0=Y, —30—-5+Y; = Y, = 14,53

2. DIAGRAMA DO CORPO LIVRE

PEF-3200 - 1* Prova - 27/5/2020

N° USP: Nome:____

2* Questiio( pontos) Para a estrutura a seguir, sabendo que F = 10 kN e q = 10 kN/m, obtenha os
diagramas de esforgos solicitantes em todos os trechos, indicando os valores e posicdes dos
extremos dos esforcos em cada trecho.

q.6/2
| =k Fsen30° F
T e e Fe0est
i cr| D t
‘ 2m
4m I J
[———
‘ ; g
4 YBT
X,



3. SECAO B
8,66 *4 =34,64 kNm

5 kN
10kN/m
- 1 8,66 kL r 8.6 GT: ((—
8 @~ 8,66 kN T 14,53 kN 114,53 kN
. ° o
8,66 *4 =34,64 kNm
E

866kN A 4. SECAO C Cesquerda
) 5 kN 5 kN
T 14,53 kN Cdireital 5*1,5 =7,5 kNm l 5 *1,5 =7,5 kNm
m—] —] —
20,47 kNT c T 20,47 kN
embaixo

5. DIAGRAMAS DOS ESFORGCOS SOLICITANTES

+14,53 kN

+34,64 kNm L +7,5 kNm

]

- 20,47 kN
- 8,66 kN




4im

8,66 kN_
1 14,53 kN

6. SECAO S

N(x)

M(x)

C) Equilibrioem S

ZX — 0 =866+ N(x) = N(x) = —8,66

2

5. x? 5.x
Zyz 0= 1453 -2~ V(x) = V(x) = 14,53 - =

2

.6 *§+M(x) =

5.x% x

*_

3

ZM(S) =0=2866+4—1453*x +

M(x) = —8,66 %4 + 14,53 xx —

D) valores notaveis:V = 0 parax = 4,17; M(4,17) = 5,81




P1 2020

Ne USP: Nome:

1* Questio (3,0 pontos) A viga poligonal ABCD da figura esta apoiada em A, C e D por barras curtas na
direcdo dos eixos ortogonais x, v e z. A barra AB na direcido do eixo y esta submetida a um carregamento
uniformemente variado de zero a 10 kN/m na direcdo do eixo x; a barra BC esta na direcdo do eixo x; a
barra CD na direcao do eixo z esta submetida a um carregamento uniforme de 10 kN/m na direcdo do eixo y;
em B ha uma forca concentrada de 20 kN na direcdo z. Determine:

a) As reacdes dos apoios A. C e D;

b) Os diagramas dos esforcos solicitantes na barra CD, considerando o observador de frente aos eixos.




kN
10— *3m +2=15kN
m

(ZX=O=XA+15+XC+XD=>XC=—30kN
ZY=O=YC—30+YD=>YC=15kN
22=0=—20+ZD=ZD=20kN
zMx=o=—30*1,5+YD*3=>YD=15k1v
ZMy=O=20*3—XD*3=XD=20kN

ZMZ=0=XA*3+15*1=>XA=—5kN

\

kN
10—+ 3m = 30 kN
m




+15kN

Dm
20 +20kN
N |74
2 15
20 [

—15kN
60kNm
11,25kNm M T
20 —’—i
ﬁ &  30%15
4415*3 20
/C\l ENVE ﬁ &
_ e "
20 203 W, 30 E.R 2 1032
AS Sae 20 60 %: 03 1125kNm




LINHAS DE INFLUENCIA

Definicao

Linha de influéncia de um esfor¢co E, na secéao fixa S de
uma viga e o diagrama que fornece E_, produzido por uma
carga unitaria movel adimensional percorrendo toda a

extensao da viga.

E. é areacdo do apoio ou a forca cortante ou o momento
fletor



ESFORCOS PRODUZIDOS POR CARGAS CONCENTRADAS E POR
CARGAS UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAS

p (forca/comprimento)

A é a area do Ms devido a atuagdo da

d é o Ms devido a forga unitdria T
carga distribuida

adimensional

LI M,



=Z‘1 q
' - =

— =

s , .
YA=L'Z/L? X EMYB:Z/L YA=L-Z/L% X >E (L'X) YB=Z/L
é L ' > i V=1-2/L % | E
V=-2z/L z/LT ' ' ;
M=(L - x).(z/L) (z/L). (L- ) M=(1 - z/L).x (z/L). (L-D) 1. (z-x)
x)

Vs (em S) quando 2
1 esta nesta icacp
i\ i 1

V= - z/L=V(z=0)=0 e V(z=x)=-x/L

LIVemS

—

V=1 - zIL=> V(z=x)=1-X/L e V(z=L)=0




REGRA PRATICA para VIGA SIMPLESMENTE APOIADA




VIGA EM BALANCO

I
A S B S c S b
| I1 I? & I; I
I%CI i | |%dl
| al | : bI :
I
Iz : I I | | |
1 : I3 11

I*I LI VS3

: 1 LI VS3

| | I
I
LI M, : | < l 1d | LI Mg




REGRA PRATICA para VIGA SIMPLESMENTE APOIADA

LIY,

(V)

@)

o _ .
2

<L

|

L ° —_———— - -
0

MSII«IG ||||| —
o %

O

(L+a)/L



L-x

LI M,
Ll M,
LI M,

REGRA PRATICA para VIGA SIMPLESMENTE APOIADA

COM BALANCOS
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A S B

Jpis A

2m 1m i 3m .. 1m

a) Desenhe a Ll da forga cortante V para a secao S

b) Desenhe a LI do momento fletor M para a se¢cdo S

c) Determine o maximo momento fletor positivo que pode ocorrer
na secao S com o veiculo-tipo e peso préprio fornecidos

200 kN 100 kN

: 1m 5
pp= 20 kN/m l




| 0,25

0,25

LI Vs

LI Mg




| 0,25

0,25

LI Vs

LI Mg




A B

\L 2m 1m 3m , 1m
v‘j‘ :

' 1 +0,75

| -0,25

~1-0,25

LI Vs

LI Mg




P2 -2023

Questdo 1 (3,0 pontos) A viga de uma ponte que possui peso proprio pp = 30 kN/m e carga
movel de multiddo pm = 10 kN/m deve ser dimensionada para a passagem do veiculo-tipo
indicado com segurancga.

l S
r x
- p N

a) Desenhe a LI da forga cortante V para a secao S. . !

b) IDesenhe a LI do momento fletor M para a segao S; |

c) iDetermlne o0 maximo momento fletor positivo que pode ocnrrér na se¢cdo Scomo
'vemulo -tipg, peso proprio, carga de multiddo fornecidos. i

d) Determlne a maxima forca cortante que pode Dcarrer na segao S com o veiculo-tipo,
peso prc:-prlcn carga de multiddo fornecidos.

Vm;ulo-tipa l 100 kN 1200 KN, ppit 30 kN/m . pm=10 kN/m

! "
__|___ ¥ i

i T 1

I i h '--~..1 m H ! 4 . A ;



______

| : 3+ (—0,75
5 :=¥=—1.125

44075 T e

6= 5 1,57 T
M, s = (A + A, +4,) <30 + A, + 10 + 200 + 0,75 + 100 + 0,5 = +211,25 kN

MOMENTO MAXIMO E O MAIOR EM VALOR ABSOLUTO

MOMENTO POSITIVO E O DE TRAGCAO (PARTE DE BAIXO)

Vinax,s = (A, + 4, + A; + 4,) + 30 + (4 + A7) + 10 + 200 + 0,25 + 100 + 0 = +1125 kN

CORTANTE MAXIMA E O MAIOR EM VALOR ABSOLUTO

V.. =4, +4, +4. +4,)=30+(4_+ 4, =10+ 200 = (—0,75) + 100 = {(—0,5) = —257,5 kN
min, 5 1 2 3 4 a2 4

CORTANTE MAXIMA EM MODULO DEVE CONSIDERAR OS VALORES NEGATIVOS
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TRELICAS: Sao estruturas formadas
por barras ligadas por articulacoes
que trabalham predominantemente
sob a acao de forcas normais.

HIPOTESES:

a)As barras se ligam aos nos por
articulacoes perfeitas.

b)As cargas e as reacoes de
vinculos aplicam-se apenas nos
nos da trelica.

c) O eixo das barras coincide com a
reta que une os nos.

B " & =
’,,44 A Y
. \ D
AN :
1 E =
|
\o o/
T Treliga de telhado T




transversina

.

Banzo superior

Diagonal

—

o

XZ

!

D

TA

*B

JC

Treliga da Ponte

JD

TE

Montante

Banzo inferior



Na pratica:
- 0S nOGs nado sao articulacoes
perfeitas;

- Pelo menos o peso proprio é -
uma carga aplicada ao longo  «<—
do eixo das barras;

- Os esforcos secundarios
gerados por essas
divergéncias nao sao
significativos.




Trelicas planas sGo as que possuem os eixos de todas as suas barras em um mMmesmo
plano, no qual também se situam todas as forgas externas que as solicitam. -

Trelicas espaciais sGo as que ndo possuem os eixos de todas as suas barras siftuados
em um mesmo plano.,

i~
"

‘-c 'i'f‘
’A":‘-

Treliga de escoramento dos segmentos

do tabuleiro da ponte
(fotografia de Anderson Glauco Benite)



METODO DO EQUILIBRIO DOS NOS

- Consideram-se como incognitas os esforcos normais nas
barras

-Se a estrutura esta em equilibrio, entao seus nés também
estao em equilibrio

- Apenas duas equacoes de equilibrio podem ser aplicadas
para cada no, por ser articulado nas barras

- Em trelicas simples isostaticas, é possivel explicitar as
incognitas uma a uma pelo equilibrio dos nos
- Procedimento:

- Calculo das reacoes de apoio, utilizando as trés equacoes
de equilibrio, considerando a trelica como corpo rigido

- Calculo sucessivo dos esforcos nas barras, pelo equilibrio
dos nos em que houver apenas duas incognitas

- No final da resolucao, surgem trés equacoes de verificacao

IF =0

Para os nos:
IF, =0



"_
O

200 m

200m

200 m |

Exercicio

Calcule os esfor¢cos nas barras
da trelica ilustrada.




Reacoes de apoio

i >F,=0
Yp-10 =0
C D

Y, = 10 kN

10.0 kN

SMp;=0
-X,*2-10%4=0
XA=-20kN

>F.,=0
Xp+ Xp= 0
-20+XD=0

GRINTER |:|) Xp = 20 kN



Equilibrio do n6 A

ZF, =
N1'20=0
N; = 20 kN

"_
O

GRINTER E



Equilibrio do n6 D

ZF,=0
N, * sen45° + 10 =0
N,= - 14,1 kN

"_
O

ZF,=0
N, + 20 + N, * cos45° =
O N+ 20-10=0

N, = - 10 kN

GRINTERE



TRACAO NO NO = TRACAO NA BARRA
COMPRESSAO NO NO = COMPRESSAO NA BARRA



Equilibrio do n6 B

"_
O

ZF,=0
- N5 + 14,1 * sen45° =0
Ns = 10 kN

ZF,=0

N,- 20 + 14,1 * cos45° =
N,-10=0

N, = 10 kN

GRINTER E



Equilibrio do no E

"_
O

ZF,=0
Ng * send45° + 10 = 0
Ng = -14,1 kN

Verificacao 1
ZF,=0

Ng * cos45° + 10 =0
-10+10=0 OK

GRINTE@’



Equilibrio do
n6é C

Verificagao 2

ZF,=0

14,1 * sen45°-10=0
10-10=0 OK

"_
O

Verificacao 3

>F,=0

14,1 * cos45°-10=0
10-10=0 OK




+20

+10

-14,1

+10

-14,1

-10

(kN, m)

Exemplo

Representacao dos
resultados do exemplo
do Método do Equilibrio
dos Nos.

|

(kN, m)




METODO DE RITTER

- Consideram-se como incognitas os esforcos normais nas
barras

-Se a estrutura esta em equilibrio, entao qualquer parte
desta estrutura, separada por um corte imaginario, também
esta em equilibrio

- Para uma parte da estrutura que contenha pelo menos dois
nos, as trés equacoes de equilibrio no plano podem ser
aplicadas

- Em trelicas simples ou compostas, € comum encontrar uma
linha de corte (“'corte de Ritter”) que explicite trés
incognitas, que podem ser obtidas pelo equacionamento do
equilibrio de uma das partes da trelica, destacada pelo
corte

- E comum mesclar o Método de Ritter com o Método do
Equilibrio dos Nés, explicitando as incognitas de forma
conveniente

F\
I:Y
Mo

Para partes da estrutura:

MMM

0
0
0



METODO DE RITTER

- Procedimento:

o Calculo das reacoes de apoio, utilizando as trés equacoes de
equilibrio, considerando a trelica como corpo rigido;

- Corte da trelica em duas partes contendo pelo menos dois
nos cada uma, com uma linha de corte que atravesse trés
barras;

- Calculo dos esforcos nas trés barras onde houve o corte, pelo
equacionamento do equilibrio de uma das partes cortadas;

- Em seguida, pelo Método dos Nos, calculo sucessivo dos
esforcos das barras, pelo equilibrio dos n6s em que houver
apenas duas incognitas;

- No final da resolucao, surgem trés equacoes de verificacao

z F =0

=0

Para partes da estrutura: __ 0



2.00m

2.00m

200 m

Exercicio

Calcule os esforgos
nas barras 1, 5e 15
da trelica ilustrada.

200m




200 m

200m

Reacoes de apoio

>F,=0
XH-10=0
Xy = 10 kN

>M,=0
Y;*4+10%4-10*6=0
Y; = 5kN

ZF,=0
Y,-10 + Y;=0
YH- 10 + 5 - 0

Y, = 5kN

200m




Corte de Ritter

Equilibrio da parte
esquerda da treliga:

2F,=0

— Ns * sen45°+ 5 =0
Ns=-7,1kN

i SMy=0 GRINTER |<—|)
- N1 *4=0

B N1 =0
2 F=

N, + N5* cos45° + N15+ 10=0
0-7,1%*cos45°+ N;5s+10=0
00 00 00 ‘ . N15 - _ 5 kN




COMPRESSAO NO NO, COMPRESSAO NA BARRA  TRACAO NO NO, TRACAO NA BARRA



Exercicio

Calcule os esforcos nas barras
1, 19, 20 e 21 da trelica
ilustrada.

Dados: a=56,31°,
cosa=0,555; sena=0,832




Reacoes de
apoio

>F,=0

X, +18-9=0
X.=-9kN

ZMc=0
Y *6+9*%2-18*2=0
Y. = 3 kN

ZF,=0

Y+ Y. =0
Yc+3 =0
Yk =-3kN




Corte de Ritter

Equilibrio da
parte esquerda
da treliga:

ZF,=0
N,*3/5-3=0
N, = 5 kN

ZMK=0
“N;*3+9%2=0
N1=6kN

2Fx=0

-9+ N;+N;*4/5+N,; = 0
-9+ 6+ 5*%4/5+N,; =0
N,; = - 1kN




Equilibrio do no L

2F,=0
-N,g*¥cosa+1-9=0
- N;o*¥0,555-8=0
N,o = - 14,4 kN

ZF,=0

3+ N;g*sena+ N,;=0
3-14,4 ¥ 0,832 + N, =0
N5, = 9 kN




PORTICOS TRIARTICULADOS.

VIADUTO DO CHA



VIADUTO DO CHA
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VIADUTO DO CHA

} L 39 1
g } |
6 P — = j)
1,0
b L L
P ——— e —— er——— — /_\'\
@
l' F b3 28 M’ P
i S s F s
1 N TS
; T ! L l| N o
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b N
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EXERCICIO: Tracar os diagramas dos esforcos solicitantes
do portico triarticulado

60 kN L 60 kN
C % 3 B Ye Xc v
B o < N ‘ 3o
3 p| 30kN | C X Y, b
4m
X, A X X F F X E
Ay S A SN T Sy QBT P =
Y. 3m_ 3sm_ A 4 3m 3m f
Y, \A Ya Ve

) REACOES DE APOIO S.ZMC —0=X,.4-Y.3eY, =20kN = X, = 15 kN
I.ZMA =0=-60.64+3044+Y;.6 >Y; =40KkN 4.ZMC =0=-603 +X;.4+4+Y;.3 eYy =40KkN - X; = 15kN

6.ZY=O=YA+YC eY, =20kN > Y, = —20 kN



b) DIAGRAMA DO CORPO LIVRE

60 kN
c v
B O <
D 30 kN
15 kN 15 kN
ol — 2 F
3m L 3m A
20 kN 40 kN

c) DIAGRAMAS DOS ESFORCOS SOLICITANTES

20,

_151

I T L

N (kN) -

40

,,,,,,,,,
'

L 60 kN
20 k 15kN C
_? <

15 kN

—
20 kN f 40 kN

20| + Il + | 20

i 15

V (kN)




C) DIAGRAMAS DOS ESFORCOS SOLICITANTES

60 kN L 60 kN
C v 3 B 20 k'\g 15kN C <
B O 4 e —— . (O ——— —
D 30 kN C 15kN i 20 kN D 30 kN
4m
15 kN 15 kN 15 kN 15kN A
RO, | —_— 2 E ce e — ,%-f\ > -7
A 3mo L 3m_ A | A f
20 kN | 40 kN 20 kN 40 kN
60 60
60 60
M (kNm) T (kNm)
O
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30,00m . 33.50n | 53,50m _J 53.50m 30.00n
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Estrutura Isostatica



ARCOS TRIARTICULADOS

P\ |P2
L WEITTIT T IItiT ]

+—
= & X‘Z = 5
»
H recebe o nome de
f empuxo do arco
Hy ) 20
A T B
- YA TYB
YA - Y0A |
Yg = YoB i N

v P ERERERT
c 8 _-é Viga auxiliar ou
TY TY viga de substituicdo




M=M,— Hy
V = —Hsena + Vycosa
N = —Hcosa — Vysena
Ya=Yoa
Yp=Yop




M = M, — Hy

V = —Hsena + Vycosa
N = —Hcosa — Vysena
Ya=Yoa
Yp=Yop




EXERCICIO

Exemplo 9.1
20 kN/m 150”\‘
FESNEETEY
y C y = 1,2x - 0,06x
f = 6m R
) o

»
W

10m & m

APOSTILA
CAPiTULO 9

D o
4m 1

-

d

Viga auxiliar:

20 kKN/m J,5° kN

#LLLL_LLUJ -
The0 ?O

10m 6m

N
3

b ad



. Determinar os esforgos solicitantes (equagoes)

20 k/m lsom 1. Na viga auxiliar
INEEEREEY
y C_ zM(A)=O=—200*5—50*16+YOB*20—>YOB=9OkN
i 10m 6m ;4mi EM(B) :0:—YOA*20+200*15+50*4—)YOA
e = 160kN 50*6 kNm
20 kN/m lSOkN 50 kN

#Hlllllll % 20 kKN/m

% o ,&u LTTTT] |1 oo

90 kN
l 60 90*10 kN

10m

1 }
!




Exemplo 9.1

20 kN/m

[50kN

y y =1,2x-0,06x
fgoe=1,2-0,12x
o=arctg(1,2-0,12x)

10m

Viga auxiliar:
20 kN/m

[SOKN
T TITTT

7
T\éo

10m

Determinar os esforcos solicitantes (equacoes)

1. Naviga auxiliar

ZM(A) — 0= —200%5—50%16 + Ypp * 20 — Y, = 90kN

ZM(B) =0 = —Yy, %20 + 200 * 15 + 50 * 4 - Y, , = 160kN

0k 50*6 kNm
20kN/m ° ND
111
90 kND
90*10 kN

}
I

75

H160
& 10m

2. No arco triarticulado

vV

YA - YOA ES 160kN
YB - YOB - 90kN
My 600 kNm
= = 100 kN
f 6m
M=My,—Hy= M;=600—100%6=0

H =

Voe = —40 kN
MOC = +600 kNm

Vo = —40 kN
N = —100 kN
MC == 0 kNm

—Hsena + Vycosa = V,; = —100sen0 + (—40)cos0 = —40 kN

N = —-100cosa — Vysena = N, = —100cos0 — (—40)sen0 = —100 kN
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9.2 Linha das Pressoes

DefinicGo; da-se o nome de linha das pressdes associada a um determinado
carregamento a forma da estrutura triarficulada que, solicitada por aquele
carregamento, apresenta momentos fletores nulos e forgas corfantes nulas em fodas
as secdes transversais.

M=M,-H-y=0

€ a equag¢do da linha das pressoes.

M'.'.I
Y=H



LINHA DAS PRESSOES

Definicao: FORMA DA ESTRUTURA TRIARTICULADA QUE
APRESENTA MOMENTOS FLETORES NULOS E FORCAS
CORTANTES NULAS EM TODAS AS SECOES TRANSVERSALIS.

My

M
y = 70 e a equacgao da linha de pressdes




Geometria de um Arco

I.Sm]

90 metros

Landscape Arch

Arches National Park, Utah, EUA




oL Ll polpiapaeriRiE

Y TRACAO -0



MomentoS Fletores




BERRERENARARENTON

Diagrama do Momento Fletor — 0

Estrutura tabalhando a.compressao

em todo 0;seu dominio




. s

Arco Triarticulado 38

Arco Mapa do Brasil
Parque Nacional Sete Cidades




PSUB -2023

Algumas estruturas da natureza como a da figura se mantém em equilibrio mesmo n&o tendo
resisténcia a tragdo. Supondo que ela se comporte como uma estrutura triarticulada, com dois
apoios fixos e uma articulacdo, submetida a um carregamento uniformemente distribuida de 30

kN/m determine a sua forma (fungdo y=f(x)) mediante o conceito da linha de pressdes.

AR R AR AR AN




; | 130%20-600kN
1. VIGA AUXILIAR g

N A

300kN

300kN

BULilddiilididiiLy!

30::(*}{}2!!
— T -
\‘ \ 4 300

300%x

Momento na secdo S da viga auxiliar ¢ M, = 300x — 15x?

2. ARCO M, = 300x — 15x2
TN
H
H+y I 300 — 30x

Momento na secio Sdo arco é M = 300x — 15x? — Hy

Momento na articulacdo doarco(x =4ey =3,2) =0=300+4 —15%4%> —H = 3,2
—=H = 300

300x—15x2

= x — 0,05x?
300

A linha de pressoes é definida pela funcdo y =



Viga Gerber

Definicao

Conjunto de vigas onde uma ou mais vigas tém
estabilidade propria com as outras apoiadas sobre
elas.

As vigas que compdem o conjunto sao,
exclusivamente, vigas engastadas, vigas biapoiadas
e vigas biapoiadas com balancos.

Os vinculos entre as vigas sao articulagcées que nao
impedem rotacao relativa entre elas.
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i
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COMO DECOMPOR? , ]
- QUAL E A ESTRUTURA QUE SE APOIA EM OUTRAS E NAO
DA APOIO A NENHUMA? COMEGAR POR ELA.

- QUAL E A ESTRUTURA QUE NAO SE APOIA EM NENHUMA
E DA APOIO AS OUTRAS? TERMINAR POR ELA.

PANANY
o




Articulacao
movel

Articulacao
fixa




oannn Em— ? Articulagao

movel

Articulacao
fixa

Engaste
Engastamento




EXERCICIO
P3 2022

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

fletores e das forc;as cortantes.

20 kN/m ldom

bbby




M (kNm

VIGA BC

EY=0=Yp+Y;=20*3 e Y=Y, = Y5 = Y =+30kN; a cortante em B é +Y3=+30kN
eem Cé- Y, = - 30kN; os momentos em B e C sdo zero; o momento no meio do vio
éprt=20+2 =225 kNm.

VIGA AB

Na se¢do a direita de A, a cortante é +Y; = +30kN e o momento é Yz*3 = 90kNm
tracionando a fibra de cima; na secdo B, a cortante é +Y3=+30kN e 0 momento é zero.
VIGA CDEF

EM(D) =0=Y*3-40*3 + Vr*0 e Yy = 30= Yz = 5 kN;
EY=0=-Y+4+VY,-40+Y; = Yz =65kN; nasecdo C,acortante é-Y,=-30kNeo
momento é zero; na se¢do a esquerda de D, a cortante é - Yo=- 30 kN e 0o momento é
Y¢-*3 = 90 kNm tracionando a fibra de cima; na se¢do a direita de E, a cortante é

- Yp=-5kN e 0o momento é ¥z*3 = 15 kNm tracionando a fibra de baixo.

20 kN/m A0KN.

Y NN A :



VIGA BC
XY=0=Yp+Y;=20*3 e Yg=Y; = Y5 = Yo =+30kN; a cortante em B é +Yz—=+30kN

eem C € - Y, = - 30kN; os momentos em B e C sao zero; o momento no meio do vao
2 2

ép*==20+>=225kNm.

VIGA AB

Na se¢do a direita de A, a cortante é +Y5 = +30kN e o momento é Y5*3 = 90kNm
tracionando a fibra de cima; na se¢ao B, a cortante é +Yz=+30kN e o momento é zero.
VIGA CDEF

XM(D)=0=Y.*3-40*3 + Y6 e Y, =30= Y = 5 kN;
YXY=0=—-Y+Yp-40+ Yy = Y =65kN; nasecao C, acortantee-Y,=-30kNeo
momento é zero; na se¢ao a esquerda de D, a cortante é - Y= - 30 kN e o momento é
Y-*3 =90 kNm tracionando a fibra de cima; na se¢do a direita de E, a cortante é

- Ye=-5kN e o momento € Yz*3 = 15 kNm tracionando a fibra de baixo.



EXERCICIO

PEF 3200 INTRODUCAO A MECANICA DAS ESTRUTURAS
Substitutiva 26/06/2019

N° USP: Nome:

2* Questdo (3 pontos) Na viga Gerber a seguir, obtenha a posicdo “z” de atuagdo da for¢a P de modo que o
maximo momento fletor no trecho AB seja, em mddulo, igual ao maximo momento fletor no trecho BC e
que esses sejam os menores valores possiveis. Com esse valor adotado de “z”, esboce o diagrama de

momento fletor de toda a viga, indicando os valores principais. Adote: ¢ =6 kN/m e P = 12 kN.

; : 2

NN

— 3m - 12 m -



PEF 3200 INTRODUCAO A MECANICA DAS ESTRUTURAS
Substitutiva 26/06/2019

Ne USP: Nome:

2* Questiio (3 pontos) Na viga Gerber a seguir, obtenha a posi¢do “z” de atuagdo da for¢a P de modo que o
maximo momento fletor no trecho AB seja, em modulo, igual ao maximo momento fletor no trecho BC e
que esses sejam os menores valores possiveis. Com esse valor adotado de “z”, esboce o diagrama de

momento fletor de toda a viga, indicando os valores principais. Adote: ¢ = 6 kN/m e P = 12 kN.

SO

- 3m - 12m -

zM(C)=0=—YB*12+12*(15—Z):>YB=15—Z

Mp =Yg+(z—3)=({15—-2)*(z—3) = —2z?+ 18z —45

My, =—9%2—(15—2)*3 =3z — 63

+

2 —
My | = |My,| = |-z + 182 — 45| = |3z — 63| = { ~4 T182-45=32-63 _
| D—l | A+| -2 z =132 | —z%+ 18z — 45 = —3z + 63

z=12= |Mp_| = |M,, | = 27

(descartando valores de z<0 ou >15) =
z=9= |My_| =|M, | =36



PEF 3200 INTRODUCAO A MECANICA DAS ESTRUTURAS
Substitutiva 26/06/2019

N° USP: Nome:

2* Questdo (3 pontos) Na viga Gerber a seguir, obtenha a posi¢do “z” de atuacdo da for¢ca P de modo que o
maximo momento fletor no trecho AB seja, em modulo, igual a0 maximo momento fletor no trecho BC e
que esses sejam os menores valores possiveis. Com esse valor adotado de “z”, esboce o diagrama de

momento fletor de toda a viga, indicando os valores principais. Adote: =6 kN/me P =12 kN.

z P
q
7 v v
/ v
c
AA - Pk
— 3m -—— 12m -

z=12= |Mp_| = |M,,| = 27

z2=9= |Mp_|=|M,,|=36 = (pelo enunciado)z = 12

7=12 P =12kN

Ye
63 Yp
= 9kN
I ]
N N\ __ sl . 6kN/m
2m

M 5 Yg = 15—z =3kN
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a) % T Q

+
I

- 7 T

L

b)

o
o
-3




Viga em balanco ou
Viga engastada

m Viga simplesmente apoiada ou

Viga biapoiada

@

Viga simplesmente apoiada com balanc¢o ou
Viga biapoiada com balanco

=3

Portico triarticulado

Arco triarticulado




oannn Em— ? Articulagao

movel

Articulacao
fixa

Engaste
Engastamento




EXERCICIO

Decompor a estrutura e denominar as subestruturas

COMO DECOMPOR?
- QUALE A ESTRUTURA QUE SE APOIA EM OUTRAS E NAO DA

APOIO A NENHUMA? COMECAR POR ELA.

- QUALE A ESTRUTURA QUE NAO SE APOIA EM NENHUMA E DA
APOIO AS OUTRAS? TERMINAR POR ELA.




Viga em balango ou
Viga engastada

Portico triarticulado




EXERCICIO

Decompor a estrutura e denominar as subestruturas

7797 77972

COMO DECOMPOR?

- QUALE A ESTRUTURA QUE SE APOIA EM OUTRAS E NAO DA APOIO A
NENHUMA? COMECAR POR ELA.

- QUALE A ESTRUTURA QUE NAO SE APOIA EM NENHUMA E DA APOIO AS
OUTRAS? TERMINAR POR ELA.




O

Portico triarticulado

Portico triarticulado




EXERCICIO

Decompor a estrutura e denominar as subestruturas

COMO DECOMPOR?

- QUALE A ESTRUTURA QUE SE APOIA EM OUTRAS E NAO DA APOIO A
NENHUMA? COMECAR POR ELA.

- QUALE A ESTRUTURA QUE NAO SE APOIA EM NENHUMA E DA APOIO AS
OUTRAS? TERMINAR POR ELA.




J

Pértico triarticulado Viga em balanco ou Pértico triarticulado

Viga engastada




EXERCICIO

Decompor a estrutura e denominar as subestruturas

5 7 ——
A B

COMO DECOMPOR?

- QUALE A ESTRUTURA QUE SE APOIA EM OUTRAS E NAO DA APOIO A
NENHUMA? COMECAR POR ELA.

- QUALE A ESTRUTURA QUE NAO SE APOIA EM NENHUMA E DA APOIO AS
OUTRAS? TERMINAR POR ELA.




777 s ) A
A B C D E
|
Arco triarticulado H C H
— e
Iv. Ty,
YE
Viga simplesmente apoiada com balango - X H
s £ ]
IC D =
YC?_
| [ Yot Yo
A7 DN %
A B C



EXERCICIO

Decompor a estrutura e denominar as subestruturas

V. . = R
B

A

COMO DECOMPOR?

- QUALE A ESTRUTURA QUE SE APOIA EM OUTRAS E NAO DA APOIO A
NENHUMA? COMECAR POR ELA.

- QUALE A ESTRUTURA QUE NAO SE APOIA EM NENHUMA E DA APOIO AS
OUTRAS? TERMINAR POR ELA.




A |E
Arco triarticulado
H C D H
| Y Tv.
b)
X | Dl w
Viga simplesmente apoiada ) {37;}7 >
Viga biapoiada T v D
1 [Yer + Ve
;: E Xc > H
A B

Viga simplesmente apoiada com balango




EXERCICIO

PEF—3200 Introducao a Mecanica das Estruturas

Questido 3 Na estrutura associada ABCDEFGHIIJ representada na figura:
a) Identifique as subestruturas que a compdem (isolando e nomeando);

b) Determine as reacdes nos apoios F e H.

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

P3

« 4kN. D
m e .
N UL LY bd
E G I A
Im
Ay
Im Im Im Im Im Im Im

27/6/2018

ooooooooooooooooooooooooooooooooooo



1m

Im

Arco triarticulado

Viga simplesmente apoiada
ou Viga biapoiada

Viga simplesmente apoiada
ou Viga biapoiada

Portico triarticulado

AN il
Viga em balancoiou
Vi stad
iga engBa>a a i/i/lziiimlm
/ YE G |
Im
I Im 1m Im 1m //F Im 3 Im Im




12 OPCAO

ZY—O—YC+YE=,~YC—2kN
ZMﬁg‘gf‘m 0=Xg*1+Ypxl=>Xy=2kN

ZX—O—X]:X]—OkN

ZM(,) 0=-2+1%05+Y+1 =¥, = 1kN

z\'ﬁ— i i
T \Z ZY=0=Y,—2*1+Y,=~Y,=1I<N

, , 4
mzm]ﬂ ..................................................... ;m ZM(B)=0=—2*1+2*3+YE*34:>YE__§kN
C
DIPTSR o

1m

ilm {1m im 1m im 1m ' im




m

Y =0 =

4x14+Yy*x1 —2+2%1—-1%2 =Y, =2kN

4 5

E, d
ZMﬂjfj;‘” “=0=Xp*x1= Xz =0kN

| \L\L\L\LJ
iy
My, =1kn
BA e X'p=4kN
Yy == kN T Ay, =-kN
ZIW(F)z()::
4 2 kN/m
4 —— kN 1sz
3 IR RIRE
B v 3 < /
~ N
4kN | E G '
im
A
Xa Xr & X
. 2\ T g rd
A _jv] CF H
1 1 1 1 ; 1 d 1 1
m A m m m TYF m TYHm m




22 OPCAO

Im D MASTEt = 0= Xpx 14 Vg x 1= Xp = 2kN

5 T ZX=O=X]:>X]=0kN
Xc22kN X5 Y T Y,

D My =0=-2x1+05+%+1 =¥ = 1kN

M 5 T | | f 2Y=0=Y1—2*1+Y]=>Y,:1kN

4 D ZX=0=—2+X’E$X’E=21(N

: zm-m mn s g g s § g g g pr g ’ , 2
] m ) Mg =0=-2+1+Y5+3 =V =2 kN
T
G

i 5 ZY=0:YB_2+Y,E$YB=§ICN

Im

ilm 1m 1m 1m im 1m i Im




m

’ Y, =1kN
e XE\:2kN
c JraNine
. 2
AN !
Y. ==kN
E™3
Yi: = -2 kN
A v —ZkN\ 2 kN/m
SRR S
< Q E.esquerda __ ~ _ _
X,EZZkN Zkrv ! ZMfletor O_XF*1$XF_0kN
E_ Im
XF\o_ QL-XH
im im im TY im 1\1m im
11F

ZM(F)=0=2*1+2*1+YH*1 —2*%2*x1—1%x2 =Yy =2kN

2 5
ZY=0=YF—§—(—2)—2*2 —1+Yy=Yp =5 kN



PEF-3200 - Prova de Recuperagdo — 19/8/2020

N° USP: Nome:

1* Questiio (3,5 pontos) A estrutura espacial ABCDEF da figura, engastada em A, esta submetida a uma for¢a
de 10 kN (na diregdo z) na extremidade livre F, a uma forga uniformemente variada (na dire¢do x) de 1 kN/m
(em F) a 2 kN/m (em E) e a uma forga de 15 kN (na diregdo y) em D. Esboce os diagramas dos esforgos
solicitantes (N, V, M, T) no trecho CDEF. Os observadores estdo situados defronte aos eixos.

[

N
c—eeneeep

(@]




1. Seccao E

3*2 kNm
E. ~% KN
10*6 k( 6*3 kNm
FO kN
2.Secg¢ao D
9 kN

D-

/%3 kNm
60kNm f 24 kNm

TlOkN

3.Seccao C

(15*3) kNm

UJkN , P
5 kN

“ AN

27 kNm
60 kNm ?24 KNm \

(9*3) kNm
10 kN

Wsw

BY
60 kNm f18+6 kNm
0 kN
9 kN
/'

60 kN
m 24 kNm S

10 kN

b o~ f \likN 27 kNm

105 kNm

u/‘g kN
15 kN
54 kNm
24 kNm

10 kN

[

N
] =

3m




1. Seccao E

3*2kNm

E. ~% KN

vV

Tlo "

2.Seccao D

9kN
D-

£

60 kNm
24 kNm

* 10 kN

3.Seccao C

(15*3) kNm

kN'/

15 kN
GOkﬁ:/ f\\flkNm
24 kNm

f (9*3) kNm
10kN

waw) kN

S g
60 kNm f18+6) kNm
f 10 kN
9 kN
/V

60 kN
m 24 kNm ~a

flokN

105 kNm

54 kNm
24 kNm

10 kN

D+ 15 kN
> f ~N 27 kNm

FORCA NORMAL

1 kN/m




1. Secgdo E
3*2 kNm
E+
) | " AA/
o 60 kNm e
6*3 kNm
T 10 kN

10*%6 kNm
flo kN

2. Secgdo D =P
9 kN
9 kN
D- '\l/w D+ w : kN\
. / ‘ 27 kN
v \ 60 kNm m
P = 24 kNm
10 kN
T 10 kN
3. Secgdio C
105 kNm
(15*3) kNm ukN*
15kN

Bl
15kN =

- 27 kNm
24 kNm

60 kNm
(9*3) kNm

Tlo kN

54 kNm
f24 kNm
Tlo kN

FORCA CORTANTE

-9kN

E

2kvm 7 =

-10 kN



1. Secgao E

3*2 kN
" [ b MOMENTO FLETOR
E3kN ~%n E+ * 105kNm L)
o 60 kNm 18+6) kNm .
Tlo o Tlo N 54 kNm
2.Secg¢ao D
9KkN 9 kN 60kNm

D- ,\l/|/v D+ 15kN
Afc f“ﬁak”m coi

27 kNm

24 kNm \

60 kNm 24 kNm f
10 kN
10 kN
60 kNm
3.Secgao C
105 kNm o
(15*3) kKNm A

e u/‘

— 15 kN
“ 15 kN == f

27 kNm 24 kNm
60 kNm - ~a
54 kNm
(9*3) kNm 10kN
10 kN



1. Seccao E

3*2 kNm
E. ~% N
10*6 kNAr‘n/ 6*3 kNm
Tm o
2.Secg¢ao D
9 kN

60 kN
m 4 kKNm

TlOkN

3.Seccao C

(15*3) kNm

uysm) KN
E+

60 kNm *8+6 kNm
TlO kN

D+ 15 kN
> $\ 27 kNm

MOMENTO DE TORCAO
Q
c.

1 kN/m




PSUB -2023

1" Questao (3,5 ptos) Para a estrutura espacial que esta toda contida no plano xy, com forcas concentradas
na direcdo z e com os apoios indicados, conforme figura abaixo, calcule:

a) todas as reacoes;

b) diagrama de torcao apenas no trecho AD;

c) todos os diagramas de esforco cortante e de momento fletor nos trechos AB e BCF.

, , S

12

@
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