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Problema # 1

1-) A figura abaixo mostra viga metélica engastada na extremidade z = 0 e com uma massa concentrada M
presa a sua extremidade livre em x = L, onde x representa o eixo longitudinal paralelo a linha neutra da
viga e L o comprimento da viga. Este modelo é comumente denominado viga cantilever na bibliografia de
sistemas dinamicos. Seu trabalho é o de formular um modelo matematico para este problema. Estabeleca
as hipoteses simplificadoras que julgar necessarias.
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Solu¢ao: Proporemos quatro modelos matematicos para o modelo fisico

1-) Modelo de parametros concentrados 1
2-) Modelo de parametros concentrados 2
3-) Modelo de parametros concentrados 3
3-) Modelo de parametros distribuidos
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Cont. ... Consideracoes Preliminares

Formular um modelo da viga cantilever

P LG e . ,
engaste 1deal: z=0 T — m -—-
y A auéﬂ;,t) = 0 911 s \Lu3
: .
=1 . u(x,t)
0 M |- .
I = viga (L, p, A, E)

Yo (X:O,t)

Solucdo: O modelo geométrico mostrado acima ¢ uma idealizagdo de um sistema fisico que,
em aplicacoes praticas usualmente ¢ realizado através de um dispositivo de engaste:

u(x,t) ~ 0

engaste real: \ 5,5 1)

. . oz r= ~0 U(X,t)
dispositivo de ~ «— < I
engaste >

~~~~~ M

x=0

irregularidades superficiais
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Cont. ... Aspectos Construtivos
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Cont. ... Aspectos Construtivos
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Cont. ... Modelo # 1

Hipoteses simplificadoras: W/
1- Massa da viga desprezada comparada com M
2- Massa M rigida
3- Elementos puros ¢ ideais
" Keq
y p
= JooX
=lo
u(x=L,t)=0
u(t
Linha elasti Pa” o Mqu :
inha elastica: y = @( — ) l
PL3 P 3EI ()
! 3E] Reo =5 =73
Ky [
M.t + Kequ = p(t) " M., M
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Cont. ... Modelo # 2

A viga ¢ representada por uma mola de massa total igual a m,. Neste caso a massa
¢ a velocidade do elemento dy sdo respectivamente dadas por

____________________________ W/
m
| iy =
yrdy |7 Y
/ A
v dy Keq
T E, a energia cinética da mola € entdo escrita:
l
' L ["m 2\ ? L rmsy .
R Tmola = = ZS (%u) dy — 5 (—S> U2
M| T4 2Jo 283
l E, para a massa M temos
p@ L.
Ty = 5Mu?
Mg + Kequ = p(t)
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Cont. ... Modelo # 2

A energia cinética total € a soma das duas contribuigdes, ou seja: M,
1 1 /m 1, lmah
T = -Mi*+ = (—S) W= —E(M—I—i Si)iuz
2 2\ 3 2 N ﬂ_ﬁ Contribuicio da

mola

Enquanto que a energia potencial do sistema ¢ devida somente a mola'

1 9 SET
V = §K€qu sendo K, = R

Como o movimento assumido deve ser do tipo harmonico simples temos
u(t) = Up coswpt

E, como o sistema € conservativo, sua energia mecanica se conserva ou seja,

T +V = constante

I para movimentos de natureza oscilatoria em torno da posi¢ao de equilibrio estatico, a variagdo da energia potencial gravitacional ¢ nula !
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Cont. ... Modelo # 2

O Principio de Rayleigh estabelece, a partir da conservagdo da energia mecanica

Tmax — Vmax
1 s\ . 1
T:§(M—|—T§)u2:§(M 3)Uw sin? w,, t
1 o 1 2 2
V = iKequ = §KeqU0 cos” wyt

ms
() Vi = K

3 E T A mola contribui com
V M _|_ ms

Tmax — Vmax ®

aproximadamente 33 %
Para M,
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Cont. ... Modelo # 3

Este modelo segue uma linha de raciocinio similar ao modelo # 2. Retomemos a
equac¢ao da linha elastica
Pa?

Y
E, conforme ja exposto, a maxima deflexdo ocorre na extremidade livre da viga,
em x = |, sendo dada por
B PL3
Ymax = BT

Combinando-se estas duas ultimas expressdes escrevemos

2

_ Ymax® _ Ymax 2 3
y(z) = T(Sl —x) = T (321 — z°)

E, a expressao para a velocidade da extremidade (M) ¢

0 Yy ymax 2 3
v = = 2 (3:13 | —x )
ot 21(
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Cont. ... Modelo # 3

E, a expressao da energia cinética da viga (massa total m) ¢ entdao escrita como

. 2 )
7= [ ymit o= (U ) L (3271 - o) de = AU (3207) =
L (Em) i

E, seguindo procedimento idéntico ao anterior temos

33

Moy =M
a +(140

)m M + 0,235Tm

Entao, baseado neste procedimento a viga contribui com aproximadamente 23,57 %
de sua massa total para a massa equivalente do modelo

SEI
Me,u+ Keqgu = p Wy, = Req
ol Kequ=pli) ) wn =\ J57 L
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Cont. ... Modelo # 4

Neste caso consideraremos a viga como um meio continuo (parametros distribuidos)

W

$44

fx, 0

P04

Y

A

Abaixo ¢ mostrado o diagrama de corpo livre de um elemento infinitesimal da viga

M+ dM

p14 {r\

fx, 1)
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Cont. ... Modelo # 4 w o sy S
bt %\
As equacodes de equilibrio do elemento sdo: _T (MV
82 U w(x, 1) - dj Pw |
B e N
dx

(M + dM) —

E, combinando estas duas tltimas equacoes

0’ M
Ox?

Da mecanica dos solidos elementar temos

(V +dV)dx + f(z, t)dx7 _M=0

0w

(2,6) + f(2,) = pA@) Sy (2, 1)

0%u
M El x,t
(e.,1) = EI() 5 (.1
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Cont. ... Modelo # 4

Combinando-se estas duas ultimas expressoes temos finalmente

pA(e) Gy .0) + 5 | B3 (0,0)| = o

E, para o caso de uma viga de seccao transversal uniforme

(?2 0%

A qual representa uma EDP de quarta ordem. Esta equagao corresponde ao modelo
Para o deslocamento vertical da viga somente e para adequa-la ao problema com

o engaste numa extremidade e a massa concentrada na outra temos que introduzir
as chamadas condi¢oes de contorno ! (veremos mais adiante no curso !)
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