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Exercicio

R 2R
1+t 1+t
a) Calcule Iim/ %dte Iim/ + dt.
R—oo J_gl+t R—oo J_p 1+ t2

1+t .
> dt € convergente? Justifique

14t

b) A integral imprdpria /
sua resposta. -
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Critérios de Cauchy e Dirichlet

Exercicio (Critério de Cauchy para Convergéncia)
Dada uma fungdo continua f : [a,00) — R, a integral

/:o f(x)dx

é convergente se, e somente se, dado ¢ > 0 existe K = K(e) > a

tal que
B
/ f(x)dx| < e

sempre que B,a > K.
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Resolucdo: (<) Dado € > 0, seja K = K(e) > 0 tal que, se
r>K,

g a
0<g(r):= sup / f(x)dx — inf / f(x)dx :=h(r) <e

BE[r,00) a€lr,00)

Como g : [a,00) — R é decrescente e h: [a,00) — R é crescente,
ambas s3o limitadas e ¢ > 0 é arbitrario,

im g(r) = lim A(r), e h(r) < / F(x)dx < g(r).

r—o0

Do Teorema do Confronto obtemos que

/a ~ f(x)dx

é convergente. A outra implicacao segue da definicdo de limite.
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Lembrar: Seja f : [a, b] — R continua. Entdo

/ab f(x)dx| < /ab|f(x)|dx

Prova: Basta observar que

—|f(x)] < f(x) <|f(x)] VYxe€]la,b]
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Exercicio (Convergéncia Absoluta)

o0
Seja f : [a,00) — R uma fungo continua. Se / |f(x)|dx é
00 a
convergente, entio / f(x)dx é convergente.
a

Resolugdo: Basta notar que, dado € > 0 existe K = K(¢) tal que

/a ’ F(x)dx

e aplicar o Critério de Cauchy.

B
§/ If(x)|dx <¢e, VB>a>K.

Exemplo
o0
sen(x )
Mostre que / g )dx € convergente.
1 X
sen(x 1
Basta observar que g ) < — para todo x > 1.
X X
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Exercicio (Critério de Dirichlet)

Dada uma fungdo continua f : [a,00) — R tal que F : [a,00) — R
definida por

F(x) = /: f(s)ds, x> a,

seja limitada e g : [a,00) — (0, 00) uma fungdo com derivada
continua, com g'(x) < 0 para todo x e tal que Ii_}m g(x)=0.
X—00

Ent3o 00
/ f(x)g(x)dx

é convergente.
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Resolucao: Para quaisquer 8 > « > a, por integracdo por partes:

B B
/ F(x)g(x)dx = F(B)g(5) — F(a)g(a) - / F(x)g'(x)dx

«

Agora estimamos cada um dos termos a direita:

|F(8)g(B) — F(a)g(a)|l < M(g(8) + g(a)) < 2Mg(a)

/a ’ F(x)g'(x)dx

Como limy—00 g(a) = 0, podemos usar entdo o Critério de Cauchy
para obter o resultado.

B
<M / —g'(x)dx = M(g(a)—g(8)) < Mg(a)
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Exercicio
Mostre, usando o Critério de Dirichlet, que a integral

/ sen(x) dx
0 X

é convergente.
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Seja f : [0,00) — R uma fungdo continua, limitada, com derivada
continua e limitada em [0, 00). Considere L(f) : (0,00) — R
definida por

L(f)(s) = /Ooo e ' f(t)dt

denominada transformada de Laplace associada a fungdo f.

a) Mostre que a fungdo L(f) estd bem definida (isto é, a integral
imprépria € convergente para cada s > 0);

b) Mostre que L(f')(s) = sL(f)(s) — f(0), s> 0. Sugestdo: use
integracdo por partes.

c¢) Encontre a transformada de Laplace das seguintes fungdes:

i) f(t)=1 i) f(t)y=t i) f(t) = sen(t), t>0.
Respostas: 1/s, 1/s%, 1/(s? + 1)
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Exercicios Interessantes

Exercicio
Estude a convergéncia das integrais abaixo e o calcule o seu valor
quando forem convergentes.

o0 1 € 1
) [ o™ P70 D) [ capp P

Exercicio
Se p > q > 0, determine os valores de p e q para os quais a
integral abaixo converge e aqueles para os quais a integral diverge.

o 1
/ —dx
o XP+x9
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Exercicio
A fungdo Gamma T : (0,00) — (0, 00) € definida por

r(a):/ t* e tdt.
0

Mostre que (Sugestdo: Integre por partes):
> A integral imprdpria acima € convergente, para cada o > 0.
> MNa+1)=al(a), Va>0.
» [(n+1)=n!, n>1.
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