PROVA DE RECUPERACAO - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA - MAP 2313

A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de aula
podem (e devem) ser usados sem demonstracao.
Boa Prova!

ExEercicio 1

Consideremos a equacao da onda com condi¢oes de Dirichlet abaixo:

Gt (t,w) = 524 (1, 2), (1,2) € J0,00[ x 10,
u(t,0) = u(t,l) =0,t > o0

(0, x) —sen (%) —l—sen(?’”) Yz €]0,(]
(O x) =0, Vx €]0,1[

(2,0 Ponto) a) Ache as solugdes da forma u(t,z) = T'(t) X (z) da equagao %(t, z) = 02%(157 x) com a condigao
de contorno u(t,0) = u(t,l) = 0.

(1,0 ponto) b) Utilizando as condigdes iniciais u(0,z) = sen (Z%) + sen (32%) e %(O,x) = 0, ache a solugao
completa do problema.

EXERcicIO 2

Neste problema, o objetivo é achar uma série que aproxime 2.

(1,0 ponto) a) Calcule a série de Fourier da funcdo f : [-m, 7] — C dada por f (0) = |0).

(1,0 ponto) b) Utilize a série acima para mostrar que » - m = %2. (Dica: Veja o que ocorre para 6 = 0).

EXERcICIO 3

du u Bu
Consideremos a seguinte equagdo no semiplano: or (b)) = 52 (tx) + Gi(tz), t >0ex eR .
u(0 7:t)—f( ),z €R
(1,0 ponto) a) Calcule a transformada de Fourier inversa de g : R — C, ou seja, ]-"_1 (g), em que g (&) = e—a& Fibe,
a e b sdo reais e a > 0. (Dica: Vimos em sala de aula que F (e_%x2> 1/ 2”6 2a. Pode usar este resultado.)

(1,0 ponto) b) Aplicando a transformada de Fourier na coordenada z, podemos achar a solugdo da equagio acima
na forma @ (¢t,z) = g (¢,€) f (£), em que @ indica a transformada de Fourier de u na variavel z. Determine a funcao
g.

(0,5 ponto) c) Ache a solugao explicita u (¢,z) do problema acima para f (z) = e~ 37,

EXERcICIO 4

(2,5 pontos) Ache a funcdo de Green do problema de contorno abaixo:

{ =1
u(0)=u'(1)=0
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FORMULARIO
Proposicao 1. Seja f : [~7, 7] — C uma funcio de classe C'. Logo para todo ponto 0 € |—m, 7|, temos
1(6) = Z et — 5 + Z ancos (nf) + Z bnsen (nd),
n=-—oo n=1 n=0

em que cp 1= 5= [T F(0)e™0d0, an := = [T f(0)cos (n0)dl e by = 5= [T f(6) sen(nd)do.

Proposigao 2. Seja f:[0,1] — R uma fungio de classe C*. Logo para todo ponto 6 €10,1[, a expansio em Série de Fourier Seno
é dada por

f(0) = i bnsen (?9) , em que by = %/Ol f(6) sen (?0) de.
n=1

Abaixo todas as fung¢des sdo bem comportadas, no sentido em que as operacdes abaixo estdo bem definidas. (Por exemplo, as fungdes
podem pertencer a L' (R), L? (R)...)
Definigao 3. A Transformada de Fourier F e a Transformada de Fourier inversa F~! sio definidas como
= [, e f (z) da
() @) = LI et f @ de
Também denotamos a Transformada de Fourier por F (f) = f

Definigao 4. A convolugio de duas fungdes é definida como
fro@ = [ fe-nowdn
— 00

PrOpOSigéO 5. As sequintes propriedades da transformada de Fourier e da convolu¢do sio vdlidas:
o) FFHFEN=F(F 1)) =f
b) f(f*g) =F () F (9)-
c) F7! (fg) FHH*F 1 (9)-
) F (4L) (©) = i€F () ©).
e) fxg=g=f. ‘
F) F(f(z=b) (&) =e ™F (f)(€), beR.
9) F(e7"f(2)) (&) = F () (€ +¢), c€R.
Proposicao 6. (Funcées de Green para Problemas de Valor Inicial)
Considere o problema

P (@) L% (@) 4 p 1 (2) Lo (@) 4+ o (2) () = £ (2)
u(0) =0

uF=1 (0) =0
em que py, (x) # 0 para todo = e as funcgdes p; sGo continuas.
Logo a fungao de Green do problema é dada por G (z,y) = 'uy ( )(H (x —y) — H(—y)), em que vy € solucio de

Pk (2) dzy (@) +pr_1 (2) ok Uy (z) + ... +po (z) vy (x) =0
vy (y) =0

s
Yy () = Pkl(y)

Proposicao 7. (Funcées de Green para Problemas de Valor de Contorno)
Considere o problema

P2 (z ) % (2) +p1 (z) 3% () + po (2) u (z) = f ()
au(u)+au’(a):0 )
Bu (b) + B'v (b) =0
em que (o, o) # (0,0), (B8,8") # (0,0) e p2 (y) # 0 para todo y e as fungdes p; sdo continuas
Suponha que o problema satisfaga a condi¢ao (H) definida abaizo:
p2 (2) T4 (@) +p1 () 2 (2) + po (2) u(2) = 0
Condigao (H): O problema au(a) +a'v (a) =0 nao tem solugoes nao nulas.
Bu(b) +B'v (b) =0
v1(1>v2(y)7 <y

Logo a fungio de Green do problema é dada por G (z,y) = { ﬁzgggxégg ey em que W (y) = v1 (y) vh (y) —v] (y)va (y), v1 e

. . . . . p2(y)W(y)’
v $Go solugdes nao nulas das equacoes abaizo:

p2 (z) & 3 (@) +p1 (@) G2 (@) +po () vi (@) =0 | pa(a )d 2 () +p1 (2) 42 (2) +po (z) v2 (x) =0
avl()+av1(a)—0 ,ng(b)JrB’v b =0




