PROVA SUBSTITUTIVA - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA - MAP 2313

A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de aula
podem (e devem) ser usados sem demonstragao.
Boa Prova!

EXERcICIO 1

Consideremos a equagdo do calor com condic¢oes de Dirichlet abaixo:
u(t,x) = kG4 (t,x), (t,x) €]0,00] x ]0,1]
u(t,0) =wu(t, 1) =0,t> 00
u(0,z) =1, Y €]0,1]

(1 Ponto) a) Ache as solugoes da forma u(t,z) = T(t) X (z) da equagio %(t, x)=k

contorno u(t,0) = u(t,l) = 0.

o)

2y
Ox2

(t,z) com a condigio de

(1 ponto) b) Calcule a expansdo da funcao f : [0,]] — R dada por f(z) =1 em série de Fourier seno.

(1 ponto) ¢) Ache a solugdo do problema acima.

EXERcicIO 2

(1,0 ponto) a) Ache a funcdo de Green do problema de valor inicial abaixo:

{ &) + k(o) o () = f(t)
v(0) =0

(1,5 ponto) a) Resolva o problema abaixo:
u(t,x) = kQ4(t,x) + e tsen(z), (t,z) €]0,00[ x ]0, [
t,0) = u(t,m) =0, t > o0

oo

+—1bn (t) sen (nmz) e determine as fungdes b,.

Para tanto, procure solugbes da forma wu (t,2) = >

EXERCIiCIO 3

Ou(t z) = k2 4(t,x), t >0ex €R
u(0,7) = f(z), zeR

Fourier na varidvel z, mostre que existe uma funcdo k : ]0,00[ x R — C tal que @ (t,€) = k (t,€) f (€). Determine

k(t,€).

(1,0 ponto) b) Seja k; : R — C dada por k; (z) = ﬁe_%. Mostre que k; * ks = ki1 s. (Dica: Uma maneira

facil de fazer é lembrando que transformada de Fourier leva convolucdao em multiplicacdo. Pode usar também a
2
seguinte relagao F (e_5x2> = 1/27”6_% vista em sala de aula.)

(1,5 ponto) a) Considere a equagao: { . Usando a transformada parcial de

EXERcICIO 4

(2,0 pontos) Ache a funcdo de Green do problema de contorno abaixo:

{ u”+u2u:f
W (0)=u(Z) =0

em que ;4 # 1,3,5, ...
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FORMULARIO

Proposigao 1. Seja f: [—m, 7] — C uma funcdo de classe C'. Logo para todo ponto 6 € |—m, 7|, temos

f() = Z cnei™? = (12—0 + nz:; ancos (n) + Z bnsen (nf),

n=-—oo n=0

em que cn = 5= [T f(0)e="0d0, an := 5= [T f(0)cos(nd)dd e by := 5= [T f(0) sen(nd)do.

Proposigao 2. Seja f:[0,1] — R uma fungdo de classe C'. Logo para todo ponto 0 € 10,1, a expansdo em Série de Fourier Seno

€ dada por
> 2mn 1/t 2mn
()= Z bnsen (—9) , em que by := 7/‘ f(0) sen (—9) de.
n=1 ! L Jo !

Abaixo todas as fungbes sdo bem comportadas, no sentido em que as operacoes abaixo estdo bem definidas. (Por exemplo, as fungdes
podem pertencer a L (R), L? (R)...)

Definigao 3. A Transformada de Fourier F e a Transformada de Fourier inversa 7! sio definidas como
F(f) (€)= [T e f (2) dar
F(F) @) = & [, e ©)de
Também denotamos a Transformada de Fourier por F (f) = f.

Definigao 4. A convolugao de duas fungdes ¢ definida como
fra@= [ fe-wowdy

PI‘OpOSigﬁO 5. As seguintes propriedades da transformada de Fourier e da convolugdo sdo vdlidas:
o) FFHFU)=FF 1) =f
b) F(fxg)=F(f)F(9)
o) F M (fg)=F () «F " (9).
@) F (L) ) = i€F (1) (©)-
e) fxrg=gxf. _
f) F(f (=) () =e ™ F(f) (€), beR.
g9) Fe7"f(z)) (&) = F(f) (E+¢), cER.

Proposigao 6. (Funcées de Green para Problemas de Valor Inicial)
Considere o problema
k k—1
pr (@) L2 (@) + pr—1 (2) Lo (@) + .+ po () u (@) = f ()
u(0)=0

wk =D (0) =0
em que py, (x) # 0 para todo x e as fungées p; sdo continuas.
Logo a funcio de Green do problema é dada por G (z,y) = vy (z) (H (x —y) — H (—y)), em que vy € solucio de

k—1

k’U Vq
pr () T (@) + pree1 (2) St (@) + o+ po (2) vy (2) =0
Vy (y)=0
o () =0
k—1
W) = R

Proposigao 7. (Funcgées de Green para Problemas de Valor de Contorno)
Considere o problema
2
p2 (2) % () + p1 () 2 () + po (2) u (z) = f (z)
au(a)+a'u (a) =0 )
Bu (b) + B'u’ (b) =0
em que (a,a’) # (0,0), (B8,8") # (0,0) e p2 (y) # 0 para todo y e as funcées p; sdo continuas
Suponha que o problema satisfaca a condi¢io (H) definida abaizo:
2
p2 (2) % () + p1 () G2 () + po (z) u(z) =0
Condicio (H): O problema au(a) + o'u' (a) =0 nao tem solucdes nao nulas.
Bu (b) + B/’ (b) = 0
vi(@)va(y) o y
Logo a fungio de Green do problema é dada por G (z,y) = { pQ(g%W(y;’

w1 (y)va(z
P2 (W () * =Y

. em que W (y) = v1 (y) v5 (y) — vy (¥) v2 (y), v1 e
v sGo solugbes ndo nulas das equagoes abaizo:

{ p2 (2) Y (2) +p1 () 22 (2) +po () v1 (@) =0 { p2 (2) L2 (2) +p1 (2) L2 (@) + po (x) v2 () = 0
avy (a) +a'v] (a) =0 Boz (b) + B'vy (b) =0




