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Objetivos

Objetivo da presente aula € discutir a resposta no dominio do tempo para sistemas
dinamicos lineares. Embora a teoria possa ser aplicada a um sistema de qualquer
ordem, estaremos concentrando esfor¢os no estudo da resposta sistemas de primeira
e segunda ordem, no dominio do tempo a entradas padrao e no dominio da
frequéncia para o estudo da resposta em frequéncia de sistemas dinamicos

Bibliografia:

1 Felicio, L. C., Modelagem da Dinamica de Sistemas e Estudo da Resposta, Rima, 2010
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Interacao entre Dominios

Funcao Transferéncia
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Recordar é Viver !

A figura abaixo mostra uma representagao muito importante:

(it Qo1(t) )
\ /
A (t oot ,
Entradas qg()_» — Bt Saidas
(Inputs) | | (Outputs)
L din(D) l don(t) ) Ffor
Causa fronteira do sistema f eito

» Entradas: Agentes que provocam disturbios no sistema. Geralmente, ndo
dependem do sistema
 Saidas: Respostas do sistema. Sdo na verdade “entradas” modificadas pelas
caracteristicas dinamicas do sistema.
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Consideracoes Preliminares

Forma geral de um sistema dinamico linear de parametros concentrados:

Entrada | SISTEMA Saida
q:(t) H(s), h(t) q(1)

No dominio do tempo a EDO do sistema ¢ escrita como:

SISTEMA (g, (¢) saida)

d"q, d"'q, d*q, L
n g T g e Gy TS a0, =
d™q; d" g  dg;
bmcﬁ—m+bm_1cl75—+bl 7 + -+ + bogi

ENTRADA (g, (£))
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Cont. ...

De forma abreviada, podemos escrever esta ultima equagao como segue

al don L M b dqq'i
Zap dtr Z 1 Jta
p=0 qg=0

e, usando a Transformada de Laplace

N M
don dqu
L E ap =L g by
dtP dtd
p=0 q=0
e, usando a propriedade
dm f B B df dn—l f
L1t =5"F(s) —s" 1 f(0) —s"*=(0) — -+ — —(0)
dt™ dt dt™
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Cont. ...

Aplicando a propridade da derivacdo a EDO transforma-se numa equacao algebrica

D(S)QO(S) + R0<S) — N(S>Q'L(S> + R’L(S)

onde Q;(s) e Q,(s) representam as transformadas de Laplace de q;(t) e q,(t),
respectivamente. Os polindmios D(s) e N(s) possuem a seguinte forma

N

D(s) =ag+ a1s+ 98> + - +aynsy = Zapsp
p=0

M
N(s) = bg +b1s+ bos® + -+ bysM = qusq

q=0

Enquanto que R (s) e R;(s) também sdo polindmios em s, possuindo graus maximos
iguais a (N-1) e (M-1), respectivamente e que dependem dos coeficientes a, e b, bem
como das condi¢des iniciais das variaveis de entrada e saida.
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E a partir da equacgao algebrica
D(s)Qo(s) + Ro(s) = N(s)Qi(s) + Ri(s)

Obtemos a solu¢ao da EDO no dominio de Laplace, escrevendo

~ N(s) R;(s) — Ry(s)
Q)= gt + (FEp)

L J L J
T Y

Devida a
Entrada

Devida as
C.L

E, a resposta do sistema no dominio do tempo ¢ obtida pela T.L. inversa

0= e [ Y00 ) oo (o) Rt
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Vamos fazer uma reflexdo sobre as ultimas expressoes. Retornando a solucdo em s

~ N(s) R;(s) — Ry(s)
Q)= @+ (FE 5

Esta ¢ a solugdo geral, que leva em conta a entrada (Q,(s)) e as condi¢des 1niciais
(R;(s) e R.(s)). Para o caso mais geral, conforme ja mostrado a solugdo em t fica

go(t) = L7} {]1\9[8 Qz’(S)} +L7 { (Ri(S)D_(sl)QO(S)> }

Agora vamos considerar dois casos separadamente. Inicialmente, consideremos que
a entrada ¢;(t) ¢ nula. Neste caso as equagOes acima sao escritas como

Ri(s) — Ro(s) Ri(s) Ro(s)

@B =""D6 D) Ds)
Resposta de
Regime R:(s R (s Devida
Transiente dot (t) =L { Dz((s)) } — L7t { DO((S)) } somente as
(Transitoria) C.L
() ®@©| Dot Dot . Viarete ( .
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Cont. ...

Se as condi¢oes 1niciais forem nulas entao temos

N (s)
D(s)

QO(S) — QZ(S)

E a partir desta podemos definir (confirmar !) o conceito de F.T. |:>

p=0
. 1o s dominio d , Resposta
1IStema n mini m 1 .
, neste caso a resposta do sistema no do 0 do tempo fica de Regime
Permanente
N (s) :
_ pr—1 , — r—1 . Devida
QOp(t) =L Qi(s) p = L7 {H(s)Qi(s)} .
D(s) somente d
qi(?)
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Cont. ...

Exemplo: Sistema massa mola com entrada deslocamento via base

A equagao de movimento ¢ dada por:

d*u, du,
“ +Bu + Ku, =

M
dt? dt d

Agora transformamos a EDO por Laplace

d?u du dx;
P M © B o K o — B ! K /)
L { e + o + Ku } L { o + Kx; }

Resultando em

(Ms* + Bs+ K) Uy(s) — (Ms + B) u,(0) — M,(0) = (Bs + K)X;(s) — Bz;(0)

Entao D(s)=Ms*+Bs+ K
Ro(s) = — (Ms + B)u,(0) — M1,(0)
N(s) = Bs+ K
Ri(s) = —Bwi(0)s
‘ ®@©| Drfe Dt S, Viarat
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H(s)
. Bs+ K Bx; (0 M + B)u,(0)|s M, (0
Un(s) = S p— (0) +[( : Juo(0)] P (0)
Ms=+ Bs + K Ms=+ Bs+ K Ms=+ Bs+ K Ms=+ Bs+ K
- J L J
Regime Regime
Permanente Transiente

Inexisténcia de condi¢Oes iniciais na entrada x;(t)

Bs+K (M + B)uo(0)]s M1, (0)

Uo — 7
) = B s B Y N2 Bsr K T M2+ Bs+ K

Inexisténcia de condi¢des iniciais na saida uy(t) a resposta de regime permanente ¢

Uos(s) = MSQB—T— —;fi_ KXZ'(S) |:> Uo(s) = H(s)X;(s)
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Cont. ...

E, para o caso da inexisténcia da entrada (x;(t) = 0) o sistema responde somente as
condi¢des iniciais € a expressao da resposta fica entdo

Uot ) = [(M + B)uo(0)] (Ms2 +SBs+K> Mo 0) <M52 +1Bs+K>

E, para todos os casos, a correspondente resposta no dominio do tempo ¢ obtida
tomando-se a transformada inversa de Laplace da respectiva expressao. Por exemplo,
para o caso da resposta de regime transiente

| | | 1
ot(8) = LU (8)} = [(M + B)uo(0)}£ i - My (0)L1
tot(8) Worls)} = (M + BJuo(0)] {M52+Bs+K}§+ GO\ M+ B+ K
s; € s, : raizes de | Soe 52t — gie— 51t e 51t _ g=s2t
Ms? +Bs + K So — 1 So — S§1

E, para a resposta de regime permanente:

Uop(t) = L7 {H(s)X;(s)}  que depende de x(t)
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SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM

A forma geral de um sistema de primeira ordem € obtida a partir da equagao

o)
ai + aonqo

geral :
d"q, N d"1q, - Qo N dq
n a/n . . a/
dt L qgn—1 2 de2 dt
d™q; d™ g aq;
b, b, b
g T Omel e Ty

E, de forma mais simplificada:

boqi

a _dqo + apq, = boq
1 0o — YolY1
dt
Na forma padrao:
ay dq, g, = bo q
_ o — — U
agp dt ao
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SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM

De forma compacta esta ultima equagao pode ser escrita como:

dq
7 dto + qo = Kg;
Onde
_u [> CONSTANTE DE TEMPO [s]
ao
K bo [> GANHO DE REGIME PERMANENTE [q,)/[q;]
ao

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os lados da EDO temos:

T (5Qo(5) = 4o(0)) + Qo(s) = KQi(s)
Entdo, a solugdo em Laplace escreve

B KQZ(S) qu(O)
Qols) = Tst+1  Ts+1

Dot Do . Virot
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SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM

E, para o caso de q,(0) = 0 temos para a resposta de regime permanente

Qols) = Ts+1

Da qual obtemos a F.T. para um sistema de primeira ordem na forma padrao

C Qo(s) K

H (s)

De forma analoga, se g;(t) = 0 temos a resposta de regime transiente dada por

L TQO(O) L QO(O) — 6—%75
o) = T = o T D or(t) = 40(0)
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Grafico da Resposta
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A resposta de regime permanente em t € obtida de:

dop(t) = L7 {H(5)Qi(s)}

Sref, Do S Chiarete
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Cont. ...

E a resposta total ¢ a soma das duas parcelas
4o(t) = L7 {H(5)Qi(s)} + qo(0)e™ 7"

Como mostrado, a resposta total q,(t) depende da natureza da entrada q;(t) e,

consequentemente de sua transformada de Laplace Q;(s). Veremos em seguida
varios exemplos de entradas sendo as mais importantes:

O degrau

A rampa

O impulso

Com atraso no tempo
Combinadas
Harmonica

VVVVYY
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SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM - EXEMPLOS

Vamos obter a resposta de um sistema de primeira ordem a entrada degrau

unitario mostrada abaixo

ai(t)

125 oo ensar Rensonenser QIR R A R A

Amplitude

1

7

qis:1

! L L 1
0 1 2 3 4 S
Tempo [s]

Analiticamente a entrada degrau unitario pode ser expressa como:

0 t<0 Obs: a notagdo u(t) ou p(t)
q; (t) = u(t) — sdo amplamente usadas para
1 ¢t>20 representar funcoes degrau !
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Uma entrada degrau com amplitude genérica qis é escrita como:  ¢;(t) = gisu(t)

A Transformada de Laplace da entrada € dada por:  Q;(s) = ¢;sL{u(t)} = dis
S

. KQZ(S) + TQO(O)

Sabemos que a solu¢ao geral ¢ dada por: Qo(s) = Ts+1 @ Ts+1

L Kq'is 1 QO(O)
Qols) = T (s(s—l—})) i S+%

E a solu¢ao no dominio do tempo ¢ obtida pela Transformada Inversa de Laplace

QO(t) = Kqis (1 — e_%t) + QO(O)G_%t

Drofe P . Vet
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E, para q,(0) =0

00(t) = Kgss (1 ¢ 7)

15 :

!

|
I
i

[

I -

Armplitude [go]

[ p—— — e e e e et e

-

- W

:--l'"'.l
| -

Resposta de regime permanente
de um sistema de primeira ordem
a uma entrada degrau unitario e

constante de tempo variavel !

Podemos verificar a influéncia da
constante de tempo t na velocidade

de resposta do sistema !

Tempo [s]

10
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Cont. ...

Conclusdo 1: A constante de tempo 71 interfere diretamente na velocidade de
resposta do sistema de primeira ordem e de forma inversamente
proporcional. Quanto menor a constante de tempo maior € a
velocidade de resposta do sistema pois 0 mesmo atinge a resposta
de regime permanente num intervalo de tempo menor (e vice versa)

Facamos agora uma analise admensional da resposta de regime ao degrau unitario:

t/e (/K 15 /K | | | ,_w(0Ka,
0 0 qo—(t)=§1-e_it |
1 0,632 . :
2 0,865
3 0,950
4 0.982
00 1.000
t/t
?—@?ﬂ% | SEM 0533 SEM 0232 24 @jﬁ é@///;; Zi’/ ( & eesc - use
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Cont. ...

Definicao: A constante de tempo de um sistema de primeira ordem t representa
o intervalo de tempo necessario para que o sistema atinja 63,2 %
da resposta de regime permanente para uma entrada degrau unitario
na origem dos tempos € com condigdes iniciais nulas.

Ja o grafico abaixo mostra a influéncia do ganho de regime K na resposta de
regime permanente do sistema:

4 L™ ki T 1
//‘ A . K=1
: . . . —_——— =2
] B R At b R R T I < ]
L : A K=3
/ : : : i S
F Earvwes ,‘ ,,,,,,,, f"".'.'-'-'-" ,,,,,,, ................ ............... CAEERRREEEERERE —
) ‘ : : :
g | : z z
5 25_-’. ....... G BN Rl SR -
g . £ : :
= SR T ITTIRRE e o R N —————
0, e -~ .
i - ¢
= " S :
B Sl _
= =5 if, .
& |k §
1 l 1
4 6 8 10

Tempo [s]
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Definicao: O ganho de regime permanente K (ou sensibilidade estdtica) ¢ definido
como a quantidade de saida que se obtém em regime permanente por
cada unidade de entrada aplicada ao sistema.

Algebricamente:
- la,(®)]
[q;(t)]
QOO0 SEM 0533 SEM 0232 26 O e Vet ( & EESC-USP
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Vejamos agora o caso onde a entrada degrau unitario apresenta um atraso no tempo:

q{1)

dis

[> ¢i(t) = qisu(t — a) =

0 t<a
dis tZCL

E para o célculo da Transformada de Laplace usamos a seguinte propriedade

L{ft—a);=F(s

e~ a8 <:> L 1 {F —as}

Onde F(s) representa a transformada da fun¢do nao defasada em t !

— f(t—a)

@ OO SEM 0533 SEM 0232
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Cont. ...

Logo para o degrau com atraso temos
1 —as
Qz(s) — (is g €

E para determinarmos a resposta de regime permanente (q,(0) = 0) usamos

K 1
L
go(t) = — (1 — e 7l a)> u(t —a)
dis
Drof Srwder . iarete
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Graficamente:

Amplitude

Tempo [s]
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Cont. ...
Vamos agora analisar o seguinte caso

q?)

qis

q{1) }

qis

~is

@ OO SEM 0533 SEM 0232
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Cont. ...

Calculamos agora a resposta de regime permanente do sistema:

K
qo(t) = —rt

T

<S+11>Q7:(5)]

qo(t) = Kais Kl — 6_%(75_“)) u(t —a) — (1 — e_%(t_b)) u(t — b)]

Drofe P . Vet
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Graficamente:
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Resposta a uma entrada do tipo Rampa

Agora vamos obter a resposta de regime permanente do sistema de primeira ordem
a uma entrada do tipo rampa.

q{?) . — rampa unitaria: ;. =
A Qir = tg (quO) p q
i ] $ ¢i(t) = airt < Qils) = i%"
t EDO do sistema:
a
44, + K, t
T— o — ir
dt q q
Transformando
KQ'L'T

L qu TQO(S)
Qols) = s?(ts+1) + Ts + 1
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Amplitude

Tempo [s]
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Resposta a uma entrada Impulso

Impulso Unitario: A; = 1

q?)
i(t) = Aid(t) <=  Qi(s) = A
L(6(t) =1
EDO do sistema:
4
g d
T dqto + o — Az(g(t)
Transformando:
Az qo(O)
T(5Qo(s) = O+ Qols) = A D) Q)= rr
Ai 1 Az 1
w0 = 20+ D) gl = e
T T
OO Dot Dot . Viarete
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Resposta a uma entrada do tipo Impulso

Graficamente
10 T T T T T T T T T

9 - -

8 - -
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3
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@
n

S 4l T aumenta ]
(0]
o
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2 -
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\

O | | | | | | | | T e —
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Sequéncia de Conteudos

* (Conceituacao teorica de um sistema de 22 Ordem
* Definicao dos parametros fisicos que o caracterizam
* Estudo da resposta de um 22 Ordem a entradas padrao
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1 Felicio, L. C., Modelagem da Dinamica de Sistemas e Estudo da Resposta, Rima, 2010
2 Doebelin, E. O., System Dynamics, Modeling, Analysis, Simulation, Design, M. Dekker, 1998

Drofe P . Vet
QOO0 SEM 0533 SEM 0232 39 o D @ Ve (! EESC - USP

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/




FORMA GERAL

A forma geral de um sistema de primeira ordem € obtida a partir da equagao
geral para dois casos de interesse:

d™qo d" g, d?qo dqo
e R L R T
d™g, d™ g dg;
T e e e T
Modelo # 1 Modelo # 2
d?q, dq, dg; d?q, dqo
a +a1— +a — by — + bgg; a +a1— +a = boq;
2712 17 040 L™ 04 2712 L7y 040 04
Forma Padrao:
%dZQO ﬂdQO q :b_l% b—OQ' QQdZQO+aldQO+q :b—OQ'
agp dt2 ao dt ¢ agp dt agp i agp dtQ ao dt ¢ agp ’
0/al0) Droff P . Vivrete
?mons.org/Iicenses/by-nc-niE:.lO\j[ Oo33 SENMDES2 “ (ﬁ’;/ %”f}//f(/g’//m/ﬂw (! EESL - ISP




Cont. ...

Propriedades importantes:

az d°qo
agp dt2

a dgo
ao dt

do

bo

—(;
ao

)
)

Frequencia natural nao amortecida (rad/s)

Razdo ou fator de amortecimento (admensional)

Ganho de regime permanente ([q,]/1q.])

Um sistema de segunda ordem fica completamente caracterizado por estas
trés propriedades
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Portanto, podemos reescrever as EDOs dos dois modelos como

1 d?q,
w2 dt?

2¢ dgo
Wy, dt

by dg; b
_1q+0

O_CLQ dt ao

q;

1 d°q,
w2 dt?

2¢ dgo
Wy, dt

+ qo = in

Considerando condig¢des iniciais nulas, as F.T. para os modelos sao

Qols)
Qi(s)

by

ag

s+

ag

2
Wh

132+3—C5+1

Qols)
Qi(s)

K

1
w%s

24+ X541

Para fins de determina¢ao da resposta a entradas padrdao consideraremos o segundo

modelo !
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Resposta Transiente Sistema de Segunda Ordem (s0 as Cls)

Um bom modelo para estudarmos a resposta ¢ o massa-mola-amortecedor

‘ fi(t) )

o) (t) W — 5 (rad/s)
g ) Uo (t) " M
Bt-fie | — M| Lue® B

7 = (adm)
‘ 2V kM
fi(t) K B 1
A K= — (@m/N)
X, (t) L K
EDO:
d?u,(t) du, ,
M 742 + B 7 +Ku0:fz(t)—|—KZCZ(t)—|—B$z(t)
— v :
Forma Padrao: forga deslocamento
1 d?u,(t)  2¢ du, 2¢
w% dt2 w—n dt -+ Up — Kfz(t) + XI; (t) + w—nlljz (t)

@ OO SEM 0533 SEM 0232
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Se considerarmos as entradas individualmente temos as seguines EDOs

Entrada fi(t) :

1 d?u,(t)  2¢ du, Us(s) K
o — K ) H(s) = —
w2 dt? w, dt f E> (5) F;(s) wlg s2 + j—cs +1
Entrada X;(t) :
1 d?u,(t 2C du, 2C | 26
9 2( ) C "|—'Uzo :sz+ —Cajz E> H(S) = UO(S) — wns—l_l
wz dt Wy, dt n X;(s) Ls24 26641
Para a resposta transiente : >
1 d*u, 2C du, B .
Zaz T m o =0 uo(0)£0 1u,(0)#0

©089
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Para o estudo da resposta transiente fazemos f(t) = 0 e entao

1 d?u, 2¢ du,
w2 dt?  w, dt

+u, =0
Tomando a T.L. para condi¢des iniciais quaisquer temos

(5% + 2Cwns +w?2) Up(s) — (s + 2Cwn)uoe(0) — 1,(0) = 0
E resolvendo algebricamente para U (s)

(s + 2¢wn)u,(0) o (0)
$2 + 2Cwps + w2 %+ 2Cwps + w2

Uy(s) =

A solugdo no dominio do tempo € obtida pela transformada inversa de Laplace desta
ultima expressao. No entanto, esta transformacdo depende da natureza das raizes da
equacdao caracteristica do sistema

Equacao
2 2 r .
s“ + QCwn s + W, = 0 caracteristica
Do, Dot . C (/;( @
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Temos trés possibilidades:

- Reais e distintas $12 = —Cwp Twp\/(?—1 & (>1

sobreamortecido
s? + 2¢wps + w2 = 04 Reais e iguais 12 = —Cwy & (=1 criticamente amortecido
l e e subamortecido__
mais importante ! Li.Complexas S512 = —Cwp £t wpV1— (2= 0<(¢<1

__________________________________________________________________________

A [m
Plano Complexo + ------------------ Wy 1 — (2 — B
i KM
Re
, S, : Y06 > B.=2vKM
As raizes s; , |
~ : | —(Wn, amortecimento
sao denominadas | eritico
polos do sistema ! i 5
+ """"""""" —wnpV 1 — ¢ 2 C’ —
B.
Do, Dot . C (/;( @
@®®@ SEM 0533 SEM 0232 46 / 7 /,,Q/ )/ ’ EESC - USP
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Lugar das raizes da equacao caracteristica com variacao do amortecimento

2
-3
o £
Slz_cwn+wnvcg_1 éﬁ
ESTAVEL INSTAVEL
12
- Real
-20 -15 !3 1‘0
So = _Cwn — Wn
Drfe Suee . Oarete
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Para obtermos a resposta transiente para os trés casos retornemos a solucao:

(5 + 26wn)us(0) | i1s(0)
s2 4+ 2Cwns + w2 % + 2Cw,s + w2

Us(s) =

E fatoramos o polindmio do denominador em fun¢ao de suas raizes

(5 + 2Cwn ) ue(0) i Uo(0)

UO(S) - (5—81)(3_52) (8—81)(8—52)

A solu¢dao no dominio do tempo dependera do valor de C ! entdo teremos trés solugoes

C>1:
2y = Zo(0) + (= VE — Dwnuo(0)
2wp\/(2 — 1
u(t) = g~ Swnt (ale_w” vEeE—Lt aset¥nV 42—175) . ‘
s Uo(0) + ((+ /(% — Dwnue(0)
2wp/C2 —1
@ HOO SEM 0533 SEM 0232 48 - / f/g )/ ! ( &, EESC-UsP
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—z = 1,00
z=0,20 ||

0.4 r

Amplitude [m]
o
N

o
T

-0.2

0.4

-0.6 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tempo [s]

Dot Lot . iarete
@ HOO SEM 0533 SEM 0232 49 4 ‘ % ’ (! EESC - USP

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/




Resposta a Entrada Degrau

Modelo da entrada:

fi(t)n fz(t) — fzSU(t)

Jis Mii, + B, + Ku, = fisu(t)
t %uo + Kuo + u, = Kfiu(t)
> wn wn

Para a obtenc¢do da solugdo faremos duas hipoteses simplificadoras

» Condic¢des iniciais nulas (u,(0) =0 e v,(0) = 0)
» O sistema ¢ subamortecido: £ < 1,0

Frequéncia Natural

Logo, as raizes da equagao caracteristica sao: amortecida !
$1.2 = —Cwy, £ iwg Wy = wpV/ 1 — (2
Drfe Donuder S iarate
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Aplicando a T.L. a ambos os lados da equacao de movimento e resolvendo para a
variavel de saida temos

Kf'is
s(s —s1)(s — s2)

Uy(s) =

E, calculando a transformada inversa temos a resposta de regime permanente
a uma entrada degrau de amplitude f;

Uo(t) = Kfs [1 — g~ Cwnt <%senwdt + coswdt)]

Wd

¢
oo (W)

1
— t -
Uo(t) = Kfis [1 — e own sin(wqt + ¢)
V1-C
L@mmJ@@@ SEM 0533 SEM 0232 51 KP/ P/Q/ )/ ! (J EESC - USP
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Grafico da resposta a um degrau unitario (f;;, = 1) e condicoes iniciais nulas

1.8 T T T T T T T T T
o ) -
1.4 - —
12 B /\ /\ N
S8l i
€ 0.8
<
0.6 \/ n
0.4 | Resposta de i
Regime Permanente
0.2 _
0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]
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Analise da Resposta ao Degrau

! I I I I
A HHe—rp _ 27—
Wq
Resposta de regime Erro de
desejada regime
A
f‘fp |
0.9u ... 1
settling
= 't time band .
D b :
7 it i 1
0} 5ussl—> Ei i
0, Tug |
0 . | | | i |
0 4_" 10-90% tempo t 2
de subida
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Analise da Resposta ao Degrau Unitario

Overshoot Maximo (Mp :) (Sobresinal Maximo)

s

o, —

du Wn, \/1_<2

g
dt

Tempo de subida (rise time) (t,) :

2T — @

wp/1 — (?

Settling time 2% (t,) : (Tempo de acomodacao)

by =

ty = —
S Cwn

' ulty) = u, = Ke "/ VIC

delay time (ty3): (Atraso)

_140,7¢
g =

Wn

@ HOO SEM 0533 SEM 0232 54
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Analise dos Parametros na Resposta do Sistema

GANHO DE REGIME PERMANENTE

3.5 T T T T T T T T T
I’\
_ \ _
3 I |
,' \ K=2,0
25+ | \‘ N\ s
Loy Y
3 | \ | \ /
& I
o} ' \
151 \ | i
A
|
R
|
0.5 —,' K=1,0 |
O | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]
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Analise dos Parametros na Resposta do Sistema

FREQUENCIA NATURAL NAO AMORTECIDA

1.8

1.6

1.4

1.2

wy = 10 rad/s

\
\ v,
Q 1 l‘ \ ’I < Z -
S l \ g
N A
T 0.8 i
\ |/
/
0.6 \ _
wn, = b rad/s
04 _
0.2 .
0 | | | | | | | | |
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]
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Analise dos Parametros na Resposta do Sistema

FATOR DE AMORTECIMENTO

1.8 T T T T T T T T T

1.6 - _

14 C — 030 -
I\

121 |l -
|

o
oo
T
!

Resposta
P

N

\
%

o
0)}
T
!

¢ =0.15
0.4 - .
0.2 -
0 | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]
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Resposta a Entrada Rampa

Modelo da entrada:

fi()

Rampa Unitaria: fir = 1

fit) = fut F(s) = 1

52
M’&O -+ Bﬂo —|—Ku0 — firt

1 2
—2/&“O+ —C '0 + Uy = Kfzrt
w? W,

Para a obtenc¢do da solugdo faremos duas hipoteses simplificadoras

» Condic¢des iniciais nulas (u,(0) =0 e v,(0) = 0)
» O sistema ¢ subamortecido: £ < 1,0

Frequéncia Natural

Logo, as raizes da equagao caracteristica sao: amortecida !

$1.2 = —Cwp £ iwg Wwqg = wpy/1—C?
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Aplicando a T.L. e resolvendo para a variavel de saida temos

Kfz'r
s2(s — s1)(s — s2)

Uy(s) =

e, usando as propriedades da transformada inversa de Laplace a resposta de regime
permanente a entrada rampa ¢ escrita como

£) = Kf'w“t 2Kfzr§ Kfzr —Cwn 1 "
ug(t) = —5-t — s+ —5¢ 2sen(wd + ¢)

Wh Wn W \/ 1 — C

o 2
P (ww)
t 20 1 1
ug(t) = — + — e Swn sen(wqt + @)
2wl e

‘@ ®@©| Dot Do I, Viarete (
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Grafico da resposta do sistema de 22 ordem a rampa unitaria

1.2 T
1 -
0.8
0.6 -
5
>
0.4 -
0.2
_ Kfzr 2Kfzr< Kfzr —Cwn,
0 — up(t) = 2 t— o + o e msen(wdt +¢)] |
0.2 | | | | | | | | |
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Tempo [s]
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Resposta ao Impulso Unitario

Neste caso:

Impulso unitario: 4; = 1
q?)

qi(t) = A;0(t) $ Qi(s) = A;

Equagdo de movimento:

1 2
! — i + —Cuo + u, = KA;6(t)
> wy W,

Para a obtenc¢do da solugdo faremos duas hipoteses simplificadoras

» Condic¢des iniciais nulas (u,(0) =0 e v,(0) = 0)
» O sistema ¢ subamortecido: £ < 1,0

Frequéncia Natural

Logo, as raizes da equagao caracteristica sao: amortecida !
$1.2 = —Cwy, £ iwg Wy = wpV/ 1 — (2
Drfe Donuder S iarate
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Solu¢ao da EDO no dominio de Laplace

—1

s) = Uy (T) =
Uols) (s —s1)(s — s32) E> ¢ V1=

Cabe aqui uma comparacdo com a resposta transiente (fi(t) = 0) devida somente as
condicoOes 1niciais

e~ S“ntgen (wn 1— C2t>

(5 + 2¢wn)u0(0) i U, (0)

Uols) = (s —s51)(s—52) (5—81)(s— s2)

Se tivermos u,(0) =0

B 6 (0) o uo(0) e 2 )
Uos(s) = [> Uo(t) = wnme ‘Wntgen (wn\/l—c t)

Drofe P . Vet
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Grafico da resposta ao impulso unitario, ganho unitario

0 Resposta de Sistema de Segunda Ordem a Impulso Unitario
x x x x x x x x x

-10 | | | | | | | | |
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Objetivos

Objetivo da presente aula € apresentar e discutir o conceito de resposta em frequéncia
de sistemas dinamicos, com especial énfase nos sistemas de primeira € segunda ordem.

Bibliografia:

1 Felicio, L. C., Modelagem da Dinamica de Sistemas e Estudo da Resposta, Rima, 2010
2 Doebelin, E. O., System Dynamics, Modeling, Analysis, Simulation, Design, M. Dekker, 1998

Drofe P . Vet
QOO0 SEM 0533 SEM 0232 66 o D @ Ve (! EESC - USP

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/




Consideracoes Preliminares

A resposta em frequéncia de um sistema dinamico linear ¢ uma grandeza de
fundamental importancia no estudo das propriedades do sistema. Para iniciarmos
o estudo consideramos o cendrio abaixo

Entrada

q:(?)

SISTEMA
H(s), h(t)

Saida
q.(1)

onde, para o presente estudo consideramos um tipo particular de entrada, a chamada
entrada senoidal ou harmonica, considerando nulas as condicoes inicias do sistema

qi(t) = q;psenwt

)

TTTTT

@ OO SEM 0533 SEM 0232
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Observacdo: a entrada harmonica pode ser escrita de, pelo menos duas outras formas
a saber

q;(t) = q;pcoswt

1wt
qi(t) = qine
sendo esta ultima denominada entrada harmonica exponencial complexa. Como
o sistema ¢ linear, a saida obrigatoriamente apresentard a mesma variacao temporal
da entrada, e mais importante, na mesma frequéncia. Logo podemos expressar a
saida de forma geral como

0o (t) = gonsen(wt + @)

onde g, representa a amplitude da saida e ¢ um dngulo de fase. Passaremos agora
a estudar estas grandezas individualmente para os sistemas de primeira e segunda
ordem.

Dot Lot . iarete
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Resposta de um sistema de primeira ordem a entrada senoidal

Neste caso, lembremos a forma geral de um sistema de primeira ordem:

dgo
5, o — K )
T Jt T q q
. o)
Para uma entrada senoidal podemos escrever W
Lisen(wt)} = ——
s+ w
dqo

T + ¢, = Kg;psen(wt)

Usando a T.L. considerando nulas as condi¢des iniciais temos para a solugdo de
regime permanente na variavel de Laplace U {
S P

1 _ C—a, C—b, c—ct
s+b)(s+c)} S l—dli=0  ©=9lc=0 E=cb=0)

(s?2 +w?) (1s+ 1)

QO(S) — ng’h

¢ a solu¢ao no dominio do tempo € obtida através da transformada inversa de Laplace

Drofe P . Vet
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E, entdo, a resposta de regime permanente, comumente denominada de resposta
senoidal ou harmonica ¢ dada por

Kqin —1
qo(t) = — sen (wt + ¢) ¢ = —tan™ " (Tw)
Vw272 + 1
Exemplo:
1.5 T T
e gl i
I o |
0.5 _
-0.5 —
K=1
T=0,1
T gin =1 )
w=>5rad/s
15 | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
tempo [s]
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Vamos fazer uma analise mais detalhada da resposta do sistema. Para isto, vamos

apresentar o conceito de Funcdo Transferéncia Senoidal (F.T.S.) a partir da F.T.
padrdo do sistema

Qi(s) 71s+1

Para obtermos a F.T.S. fazemos s = i onde i = (-/)/” ¢ o a frequéncia da entrada
senoidal. Entdo

~

) = i -

~
9
~—~
.
&
_|_
p—

Esta expressao representa a F.T. do sistema
Ou de forma smlphﬁ cada escrita para uma entrada harmonica senoidal

sendo entdo denominada de Funcdo Transferéncia
Senoidal. Importante: H(®) € um niimero complexo

H(w) = Q?(w) K —

‘67/%.' (r 7{(7\(/ b (A, C, (/;( o
@ OOC) SEM 0533 SEM 0232 7 Goft St & Yeren
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Logo, como H(w) ¢ complexo e dependente de @ temos

O H(w)| = —— RELACAO DE
0(w) K VTiw? + 1 AMPLITUDES
o(w
H(w) , . .
Qi(w) i(tw)+1
i ¢(w) — —tan_l(nu) ANGULO DE
FASE
€, S compararmos as expressoes acima com as anteriores
Kqin @ @)
qo(t) = N -sen (wt + @) C - 1
w=T* + FUNCOES DE
¢ = —tan"(Tw) v
Logo ~

Go(t) = |H(w)|ginsen(wt + ¢)
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De maneira ainda mais ampla, vamos resolver novamente a EDO do sistema agora
adotando outra forma para a entrada harmonica

dq :
Td—to + ¢o = Kgipe™*

Como o sistema ¢ linear, ao inves de usarmos Laplace, assumimos a solu¢ao como

do (t) — {oh 6th

que, quando substituida na primeira fornece o seguinte valor para a amplitude g,

Gor, = Kgin
oh — ~
tw + 1
e, desta ultima chegamos a relagao de amplitudes que ¢ a propria F.T.S.
K
H(w)|l =
H(w) . QOh . K ‘ ( )| \/7‘2w2—|—1
dih Tw + 1 p(w) = —tan~ ! (Tw)

@(D@@ SEM 0533 SEM 0232 73 / /7/,,%/ )/ ! (! EESC - USP
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Interacao entre Dominios

Funcao Transferéncia

FT
g
(}6@6 / , \
\O@ W DOMINIO
R DE
P LAPLACE
\ 4
L
- Y o 4 , Y
DOMINIO DOMINIO
DO DA
TEMPO <€ FREQUENCIA
N B} 4 T N v
Equagdes Func¢ao Resposta em
Diferenciais Freqiiéncia
Tranformada de FRF
Fourier
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Portanto para a determina¢ao de H(w) para um dado sistema dinamico, temos pelo
menos trés maneiras:

1. Resolver a EDO do sistema para q;(t) = q;, sen(wt) e dela extrair |H(w)| e ¢(w)

2. Resolver a EDO do sistema para q;(t) = q;,e'“t ¢ dela extrair H(®)

3. Anpartir da F.T. do sistema para q;(t) € q,(t) fazer s = i® e em seguida obter
H(w) ¢ [H(®)| e (o)

Sumarizando: A fun¢ao de resposta em frequéncia de um sistema dinamico ¢ dada
pela relagdo de amplitudes [H(w)| € pelo angulo de fase ¢(w) da F.T.S. correspondente.

VAMOS INSPECIONAR AGORA |H(®)| E ¢(®0) GRAFICAMENTE, EM
FUNCAO DE © VARIAVEL

K
H@)| = o
p(w) = —tan™ ' (Tw)
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Graficos da Resposta em Frequéncia Sistema de Primeira Odem
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Graficos da Resposta em Frequéncia Sistema de Primeira Odem

DIAGRAMA DE BODE
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Conceitos Adicionais

Em dinamica de sistemas ¢ muito comum o uso das escalas logaritmicas bem
como da unidade decibel (dB) para a relagao de amplitudes. Por defini¢ao

Valor Decibel de N = dB = 20 log;, /N

E, para a relacdo de amplitudes da resposta em frequéncia temos

1
H(w)ap = 20 logy, NS = —20 log o/ (Tw)? + 1

Dois conceitos adicionais (em relacdo ao eixo o) :

* Década : Corresponde a uma mudan¢a com um fator de 10 vezes
* Oitava: Corresponde a uma mudanca com fator de 2 vezes

Ex.: 1000 rad/s ¢ uma década acima de 100 rad/s
1000 rad/s € uma oitava acima de 500 rad/s

QOO0 SEM 0533 SEM 0232 78 o D @ Ve (J EESC - USP
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Analise de Assintotas

Retomando a relacao de amplitudes em dB

1
Vi(Tw)2 +1

Vamos considerar dois casos limites

* Frequéncias muito baixas tal que (t0)? << 1,0

« Frequéncias muito altas tal que (t®)? >> 1,0

H(w)gp = —20log,o(Tw) = —20log,,T — 2010g10w\

QOO0 SEM 0533 SEM 0232 80 o D @ Ve (J EESC - USP
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Analise de Assintotas

Essas assintotas se cruzam na chamada breakpoint frequency

W =

L
-

Importante: Quando o ganho de regime permamente K for diferente de 1,0 a

assintota de baixa frequéncia continua horizontal cruzando o eixo vertical
no valor 20 log;, K dB ao invés de 0 dB

QOO0 SEM 0533 SEM 0232 81 o D @ Ve (J EESC - USP
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Analise de Assintotas
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Resposta de um sistema de segunda ordem a entrada senoidal

Seguindo procedimento andlogo, nos interessa agora investigar as caracteristicas
da resposta a uma entrada senoidal e consequentemente a resposta em frequéncia
de um sistema de segunda ordem.

Como motivagao, usaremos o sistema massa-mola-amortecedor para o caso sub
amortecido (0 < <1). Logo
fi(t)

|

M TL Uo (t)

1 2
Lo+ 2y up = K1)
w2 Wn

Drofe P . Vet
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Cont. ...

Podemos obter a resposta de regime permanente a entrada harmonica de trés formas:

1 2
— o + —Cuo + u, = Kf;psen(wt)
w2 Wy,
ou
1 2
—2U0 + —Cuo + Uy = Kfzhezwt
w2 W,

K

2
|- (5—n) +4 20

Us(s) K
Fi(s) Ls24 2s+1

Drofe P . Vet
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Seguindo a primeira op¢ao, inicialmente aplicamos a T.L. a equacado considerando

ClIs nulas. E a solugao algebrica da EDO ¢ dada por

s1,2 = —Cwpn w1 — (2

K/finw
(82 + w?)(s — s1)(s — s2)

Uy(s) =

Tomando a Transformada Inversa de Laplace desta Gltima temos

Uo (1)

K
— - finsen(wt + @)
2 2,42
1-(2)] +<
2
¢ = tan™! Cwn

©089

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
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Cont. ...

Se seguirmos a segunda opcao, escrevemos a resposta de regime permanente como

Uz_hezwt

Uy ()

E, ao subsituirmos na equag¢ao do modelo obtemos a expressdo para Uy,

Kfin
Uih — D)
w w
1 — ( wn) 122
E a resposta fica
K :
t
Uo(t) = > Fame™
_(w w
1-(2) +i22
L@mmw@@ SEM 0533 SEM 0232 86 . e . et
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Fazendo agora uma analise conjunta das trés solugdes

_______________________________

i K |
Uuo(t) = - finsen(wt + @)
: 2 2,2 E 2
i [1—(“;)] + 4 ¢ =tan™' Cwn
| : on W
| K i
uo(t) =1 : fine™
1-(2) +i2z
S :
U, (s) K RN | K i
His) = FO T 12 % — H(w) = 2 -
i(s) sttt orst+l S=wW ;1—<i) +4 202
T R B
[ H(w)| = — b = tan—! 2¢
@ e T E-w
‘@ ®®©| Dot Do I, Viarete (
SEM 0533 SEM 0232 87 , - USP
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Portanto, para um sistema massa-mola-amortecedor viscoso, sub-amortecido €
com entrada for¢ca harmonica, a F.T.S. ¢ um niimero complexo ¢ dependente da
frequéncia da forca de entrada, dado por

_ Kw?
H(w)| = =
\/(w — w?)" + 4¢%w2w?
Kw?
H(w) = ———n
Wz — w? + 1 2(wnpw
2Cwnw
— tan !
¢ w2 — w?
‘@ ®®©| SEM 0533 SEM 0232 8 Dot Dot . Varete
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COMPORTAMENTO DAS ASSINTOTAS
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Consideracoes Adicionais

Vimos que a F.T. de um sistema dinamico linear pode ser escrita como o quociente
entre dois polind6mios em s

N(s) L5 + Bp_18P71 + -+ Bis+ By
D(s) s+ A,_1s" 4o+ Ajs+ Ay

H(s) =

onde k ¢ uma constante € p € n ¢ a ordem dos polindmios do numerador ¢ denominador,
respectivamente, sendo que em geral p<n. A expressao acima pode ser escrita como

_ _ o smz)(s—2)...(s = 2%)
) = 5 = = —pa) . (5 —pu)

» Z5, Zy ..., Z, 880 0s zeros da F.T. (raizes do polindmio do numerador)
> Dpn P ...,p,sdo os polos da F.T. (raizes do polindmio do denominador)

Zeros e polos podem ser positivos, negativos ou complexos !
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Na maioria dos casos trabalharemos com fragdes proprias (n>p), € nestes casos
assumindo (pelo menos por enquanto) que ndo existam polos repetidos, a F.T.
¢ escrita como

Esta forma ¢ conhecida como expansdo em fragdes parciais. E vale também quando
os polos do sistema sao complexos. Como exemplo tomemos um sistema de 22 ordem

2
Kwz

s?2 + 2Cwp s + w?

H(s) =

E, vamos assumir o caso sub-amortecido (£ < 1). Logo os polos do sistema sao

Sl,gz—Cwn:l:wd wd:wn\/l—CQ

Drofe P . Vet
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E agora escrevemos a F.T. como

Kw? Kw? k k
H(s) = “n = n AL
$2 4+ 2Cwps+ w2 (s—s1)(s—s2) s—81 S5— 89

Juntando as fra¢des parciais novamente temos

Kw? k k k1 + ko)s — kisa — k
H(s) = Wy, _ 1 n 2 _ (k1 + k2)s 159 281
(s —s1)(s—s2) s—s81 §— 89 (s —s1)(s — s32)

Igualando os coeficientes dos polinomios do numerador aos da fracdo original

ki = —=
ki+ ko =0 [> ! 1 2wq
—]C182 — kgSl = KCUTQL ko — — Kwr%
2 1 de

@O0 Drofp Pt . Vot
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Identificacao de Caracteristicas a partir de Dados Experimentais

Inicialmente para um sistema de primeira ordem, recordemos que sua resposta de
regime permanente a uma entrada degrau ¢ dada por

00(t) = Kgss (1 e 7)

Agora vamos assumir que para um sistema de primeira ordem ¢ realizado um
experimento onde uma entrada degrau de amplitude q;, conhecida ¢ aplicada ao

sistema. O objetivo ¢ obtermos os valores de K e t a partir deste dados. Criemos entdo
uma nova fungdo a partir da expressao acima escrevendo

4o _ 1 t
Z =log, (1- ~log, (e7F) = ——
Oge ( qus ) OgB € T

Dot Dot . Chiwrene
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Agora vamos analisar um sistema de 22 ordem

H(s) = -

52 + 2Cwp s + w2

E como vimos

K2 K2

H(s) = n - n -

$2 4+ 2Cwps+ w2  (s—s1)(s—s2) s—81 S5— 89

E tomando a transformada inversa de Laplace de H(s) temos

O S S B QAP

S — 51 S — S9

_|_ k2€$2t

@ OO SEM 0533 SEM 0232 96
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Simplificando esta Gltima expressao (usando as Relacdes de Euler) temos

Se assumirmos A; = 1 (impulso unitario) as expressoes sdao idénticas e chegamos a
uma conclusdo muito importante

A resposta ao impulso unitario de um sistema de segunda ordem ¢ igual
a transformada inversa de Laplace de sua F.T.

Drofe Pt I, Vrat
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Algebricamente

h(t) = L7 {H(s)}

Prosseguindo com a analise, recordemos agora a resposta transiente do 22 ordem
quando u,(0) = 0 duy/dt (t =0) = v,

Uo(t) = il e *“nlsen(wqt)

wp/1 — C?

¢ comparando com h(t)

A resposta ao impulso unitario que é a transformada inversa de Laplace da F.T.
também corresponde a resposta transiente com u,(0) =0 ¢ vy=K o2

Dot Lot . iarete
@ HOO SEM 0533 SEM 0232 98 4 ‘ % ’ (! EESC - USP

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/




Cont. ...

Suponha que o grafico abaixo seja a resposta experimental ao impulso
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Escrevemos a resposta ao impulso para estes dois instantes

r Kwj,
Vi-¢

\/1_<2_ - Kw

A/ 1—¢?

e~ ““ntrsen(wgyt,) t =1,

n_e~t@Wnlagen(wgyt,) t =1,

@ OISO SEM 0533 SEM 0232 100
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em seguida definimos a grandeza o, denominada decremento logaritmico

h
_ Py _ CwnTyg) __
0 = log, )= log, (e n ) = CwpTy
q
2T 2T
Ty =" = A
C 0
V2 + 472
Para valores pequenos de C
0
f=—
2T
Do, Dot . C (/;( @
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