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1 EDO linear homognea de ordem n

1.1 Objetivo e algumas informacgoes

Nosso objetivo é obter a solucao geral de uma EDO da forma

y" iy 4y +agy =0, (1)

onde ag,a,...,a, € R.

A equagao (1) é uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) linear hmogénea a coeficientes
constantes, de ordem n, na forma normal.

As solugoes (maximais) dessa equagao sao fungoes ¢ : R — R de classe C" que satisfazem

O () + an 1"V () + -+ a1 (t) + apd(t) = 0,V € R. (2)
Note que como os coeficientes sao constantes, qualquer solucao resulta, na verdade, de classe
C™.

Note que podemos reescrever (2) na forma

dn¢ dniqu) d¢ d0¢ B
%(t)‘i‘anflm(t)_" +CL1 dt( )‘i‘ao%(t) —O,VtER,
ou seja,
dm dnfl d dO
(dt”+a” Ly Tt +a0dt0)[¢](t):O,VteR. (3)

Entao podemos olhar o operador linear:

A" dn—l d 0 - -
D:%+”1dtn1+ +a1d +a°dt0 C*R) — C*R)
¢ — Dl¢]
onde ” -1 p do
D[¢] = (dt” T +a0dt0)[¢]
é a funcao dada por
dm dn—l d dO
DIIt) = (G +n1 gyt Tay +G0dt0)[¢](t>
_ dn¢ dn 1¢ dgb d0¢

Proposicao 1 O kernel da transformacao linear D definida acima tem dimensao n.

A prova desse teorema segue do Teorema de Existéncia e Unicidade visto em cursos de
EDOs, e nao serd provado aqui, mas sera usado no que segue.



1.2 Polinémio caracteristico e fatoracao de D

Chama-se polinomio caracteristico da equacao (1) ao polinomio definido por

PA) = A"+ ap A" )+ ap.

Como ag, ay,...,a,_1 sao reais, esse polinomio pode ser fatorado em fatores de primeiro
grau usando suas raizes reais distintas A, ..., A, com multiplicidades algebricas respectivamente
ni,...,n,, € suas raizes complexas nao reais distintas (que aparecem aos pares, pois para cada
raiz complexa aparece também a raiz complexa conjugada) ay+if1, a1 —if4, . . ., as+ifs, s —1is,
com multiplicidades algébricas respectivamente mq,my ..., mg, my:

PO = (A= A)" - (A= A" (A = (a1 +B1)™ (A = (o — i)™ -+ (4)
= s (A= (s +36,))™ (A = (e = 1,)™

onde ny + - +n, +2my +---+2m, = n.

Proposicao 2 Se o polinomio caracteristico estiver fatorado como indicado acima, o proprio

operador
Do dn N dn—l N N d N dO
f— a/n o o o a R— a/ —_—
dtn g1 Yag T qto

pode ser “fatorado” como seque:

D:<Zt_)‘1§;)nlomo(;lt_)\rfl;>nr (let (0‘1+Z”81)Z:o)mlo(zt (o Zﬁl)dzo) 1 o--{5)

d d’ \ms /d d’
’ (dt (as + Zﬁs)dto) o(% ( /Bs)dt0>

1.3 Kernel de operadores fatorados e casos especiais
Exercicio 1 Sejam S,T : V — V lineares.

(a) Mostre que ker S C kerT o S.

(b) Mostre que se S e T comutam, entao ker 7' C ker T'o S.

(c) Mostre que se S e T comutam, entdo ker T+ kerS C kerT o S.

Exercicio 2 Seja £ : C*(R) — C*(R). Seja <
dade.

t0 : C*(R) — C*(R) a transformacao identi-

(a) Se a € R, qual a dimensdo de ker(% — a‘;zo)?

(b) Mostre que se a,b € R e a # b entédo ker(%; — dto) N ker(% bfli:o) ={0}.

(¢) Mostre que (% — a%) (4 — bzto) comutamn.

(d) Calcule a composta (% —aillto) (4 - bZt()) Qual a dimensao de ker(%; — aflto) (% —bz(zo)



(e) Mostre que se a,b € R e a # b entao
0 0 0
ker(% — a%s) o (4 bjto) = ker(% — a%s) @ker(% — bLs).

Exercicio 3 [Continuagio] Seja % : C*(R) — C*(R). Seja 4 dto :C*(R) — C*(R) a trans-
formacao identidade.

(f) Mostre que se f € ker(% — ad(zo) entdo ¢ definida por g(t) = tf(t) pertence a

ker(— — aflto) = ker(— — aflto) (% — afl(t)o).

(g) Seja f € ker(L — a‘cilto) e seja g; definida por g;(t) =t/ f(t). Calcule (% — dto)[gj]

(h) Mostre que se f € ker(— — adto) entdo g; definida por g;(t) = ¢/ f(t) pertence a

ker(Z — afl:() AR
(i) Mostre que se f € ker(% aflto) entao go, - - ., gx—1 dadas por g;(t) = t/ f(t) pertencem a
ker(% — ad )k

1.4 Aplicagao para a obtengao geral da EDO (1)
Exercicio 4 Use o item (e) da questao [?] para resolver a equacao
d d° d d°
- 9 - 37
(& 2a0) ° (G 3w
para y € C*°(R). Justifique seus argumentos.

)yl =0

Exercicio 5 Ache a solugao geral de ¢y’ — ' — 2y = 0.

Exercicio 6 Ache a solucao geral real da seguinte EDO:
y— 10y + 29y = 0.

Exercicio 7 Ache a solugao geral real da seguinte EDO:
/// 4y// + 5y — O

Exercicio 8 Ache a solucao geral real de

d d° d d° d d°
(a — 2@)2 <% — BZﬁ):s (dt + BZﬁ)?’[y] =0,

isto é, da equacao diferencial linear a coeficientes constantes cujo polinomio caracteristico é
p(A) = (A —2)2(A = 3i)3(\ + 3i)3.

Exercicio 9 Ache a solucao geral real da EDO
Y7+ agy® + asy® + asy® + azy® + axy” + ary’ + agy = 0,
sabendo que
57+ ags® + ass® + agst + azs® + ass? +ays +ag = (s — 3)3(s% — 4s +5)2



