(13) Seja f : I — R uma fun¢do mondtona sobre um intervalo I. Se f(I) é um intervalo, prove

que f é continua.

Solucao 1 Vamos supor que f é crescente, a suponha que exista a € I tal que f nao é continua
em a.

Entéao existe € > 0 tal que, para todo d > 0, existe x5 € (a—3, a+9) com f(x5) ¢ (f(a)—e, f(a)+<).

Suponha que f(a) ndo é um extremo de f(/). Como f(I) é um intervalo, existe r > 0, que
podemos tomar menor do que ¢, tal que (f(a) —r, f(a) +7) C f(I).

Entéao existem z,y € I tais que f(z) = f(a) —r e f(y) = f(a) +r. Como f(z) < f(a) < f(y)
temos que x < a < y.

Sejad >0talquer<a—d<a<a+d<y.

Existe x5 € (a — 0,a + 0) tal que f(zs) ¢ (f(a) — ¢, f(a) + ).

Mas = < x5 < y implica que f(x) < f(zs) < f(y) o que implica em f(xs5) € (f(a)—r, f(a)+71) C

(f(a) — ¢, f(a) + €), uma contradigao.

Solucao 2 - Usando a dica do Elon

Vamos supor que f é crescente, e que f nao é continua em a € I. Entao

(= lim f(x)# L= lim f(x).

T—a~ z—at
Como f é crescente, temos que ¢ < L, o que implica em ¢ < L.
Sejame >0e z# f(a) taisque <l +e<z< L—e< L.

Para esse € > 0, existe § > 0 tal que, para x € (a — d,a) e y € (a,a+9):
|flz) =t <ee|fly)— L <e.

Entao f(z) < l+ece f(y) > L—e¢,isto é, f(z) < z < f(y). Como f(x) e f(y) pertencem a f(I) e
f(I) é um intervalo, entdao z deve pertencer a f(I). Entao existe c € I tal que x < c < ye f(c) = z.
Se x < c<aentao f(c) =z < {+ e, um absurdo.

Se a < c<yentdo f(c) =2z < L — ¢, um absurdo.
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