PROVA 2 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA - MAP 2313

A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em
sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstragao.
Boa Prova!

Exercicio 1. (0,5 ponto) a) Ache solucdes da forma u(r) = e**, X\ € R, para o problema abaixo:
u'(z) + ' (x) — 2u(z) = 0.
(1,5 ponto) b) Considere o seguinte problema de valor inicial:

u(x) + u'(2) = 2u(z) = f(x)

u(0) =0
u'(0) =0
A solugao desse problema pode ser escrita como u(z) = [ o G(x,9)f(y)dy. Determine a fungao G.

Exercicio 2. (0,5 ponto) a) Ache solucdes da forma u(z) = 2*, A\ € R, para o problema abaixo:
22 (x) — 4/ () + 6u(z) = 0
(1,5 ponto) b) Considere o seguinte problema de valor no contorno:

22 (x) — 4o/ (x) + 6u(z) = f(z)

u(l) =0
u(2) =0
A solugao deste problema pode ser escrita como u( f 1 y)dy. Determine a funcéo G.

Exercicio 3. (1,5 ponto) a) Mostre que FF f(z) = 27rf( x). Similarmente, existem constantes a, b,
c e d tais que FFFf = af(bf) e FFFFf = cf(dz)? Determine essas 4 constantes. (Dica: Use que
F~LF = 1. Néo é necessério fazer muitas contas!)
(1,5 ponto) b) Calcule a transformada de Fourier de
1+z, z€[-1,0]
flxy=<¢ 11—z, =z€l0,1]
0, z¢][-1,1]
(1,0 ponto) ¢) Denote por F (") f a aplicacdo de n vezes da transformada de Fourier. Por exemplo:
Wf=Ff, FAOf=FFf, FOf =FFFFf, ... Calcule F020)(f) ou seja, a aplicacao de 2020 vezes
de F na funcdo f dada no item b). (Dica: Use o item a). Sdo pouquissimas contas!)

Exercicio 4. (1,25 ponto) a) Considere a seguinte equacao semelhante a de Laplace:
2u 0%u
@(ﬂf’y) + 87y2($7y) =u(z,y), r €R,y >0
u(z,0) =wup(x), z € R

Aplique a transformada de Fourier na variavel e ache uma fungéo b : [0,00) x R — C tal que
1 > T ~
u(ey) = 5= [ U in(E)de,

(Observagao: Ignore exponenciais que crescem muito rapido, assim como foi feito na aula para a
equagao de Laplace)

(0,75 ponto) b) Seja c(z,y) = 5= [7_ e™b(¢,y)dé. Escreva a solugdo u como uma integral em R
(n&o uma integral duplal!) cujo integrando depende de ¢ e ug (ndo pode depender de iy ou de b. Nao
precisa calcular explicitamente c).
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FORMULARIO
) 0 —i0 i0__—i6
Férmula de Euler: € = cos(6) + isen(f), cos(8) = % e sen(f) = =5+
Abaixo todas as funcdes sdo bem comportadas, no sentido em que as operagdes abaixo estdo bem definidas. (Por
exemplo, as fungdes podem pertencer a S(R) ou L2(R)).

Definigao 5. A Transformada de Fourier F e a Transformada de Fourier inversa 7~ sdo definidas como
FfE) =[5 e ™ f(x)da
Fo@) = g5 [2 et fede
Também denotamos a Transformada de Fourier por Ff = f

Deﬁnigéo 6. A convolucdo de duas funcdes é definida como
fro@= [ =gty
— o0

Proposigao 7. As seguintes propriedades da transformada de Fourier e da convolugdo sio vdlidas:
a) FFHFU) =F(F 1) =f
b) F(fxg)=F(f)F(9)
) F N (fg)=F () *F ' (9).
§) F (L) ) = i€F (1) (©)-
e) fxg=gxf. _
f) F(f(z—0)(€) =e F(f) (&), beR.
9) F(e7"f(2)) (§) = F (f) (€ +c), c€R.

Proposicao 8. (Fungées de Green para Problemas de Valor Inicial)
Considere o problema

P () L (@) + pri (2) Lor ¥ (@) + oo 4 po (2) u (z) = [ (2)
u(0) =0

ulF=D (0) =0
em que py, (x) # 0 para todo x e as fungdes pj sdo continuas.

Logo a fungdo de Green do problema € dada por G (z,y) = vy (z) (H (x —y) — H (—y)), em que vy € solugdo de

pr () S5 (2) + pr—1 (2) S (2) + o+ po () v, () = O
Vy (y) =0

Proposigao 9. (Fungées de Green para Problemas de Valor de Contorno)
Considere o problema
2
p2 (2) % () + p1 () §2 () + po (2) u(z) = f (x)
au(a)+a’u (a) =0 )
Bu (b) + B’ (b) = 0
em que (a,a’) # (0,0), (8,8") # (0,0) e p2 (y) # 0 para todo y e as fungdes p; sio continuas
Suponha que o problema satisfaga a condi¢ao (H) definida abaizo:

p2 (@) % (2) + p1 (@) % (2) + po (z) u () = 0

Condigao (H): O problema au(a) + a'u’ (a) =0 nao tem solugdes nao nulas.
Bu (b) + B'u' (b) =0
vi(@)va(y) o oy
Logo a funcdo de Green do problema € dada por G (z,y) = { 5%8;%5;’;7 , em que W (y) = v1 (y) v (y) —
P2W () ¥ 7Y

v} (y)v2 (y), v1 e v2 sdo solugdes nao nulas das equagoes abaizo:

{ P2 (2) 4 (2) + p1 (@) L2 (@) +po () o1 (@) =0 { p2 (@) L2 (@) + p1 (@) L2 (@) + po () v2 () = 0
avy (a) +a'v] (a) =0 Buz (b) + B'vh (b) =0




