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Propriedades locais de conexidade

Vamos apresentar versoes locais das propriedades de conexidade apresentadas anteriormente.
Definicao 1
Um espago topoldgico (X, T) é localmente conexo por caminhos se todo ponto de X admite

uma base local (de abertos) conexa por caminhos.

Conexidade local por caminhos é suficiente para fazer um espaco conexo ser conexo por

caminhos.

Proposicao 2
Se (X, T) é um espago conexo e localmente conexo por caminhos, entdo (X, T) € conexo por

caminhos.

Demonstragdo. Sejam x € X e
C ={y € X : existe um caminho de x para y}.

Vamos mostrar que C é aberto e fechado (portanto, C = X, pelo Exercicio 2 da Aula 18).
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Propriedades locais de conexidade

C é aberto.

Seja y € C. Como X é localmente conexo por caminhos, existe A aberto e localmente
conexo por caminhos tal que y € A. Note que, se mostrarmos que A C C, teremos que C é
aberto. Assim, seja a € A. Como a € C, existe um caminho de y para a. Como existe um
caminho de x para y, temos que existe um caminho de x para a (pelo Exercicio 3 da Aula

22). Logo, a € C como queriamos.

C é fechado.

Seja y € X\ C. Como X é localmente conexo por caminhos, existe A aberto e conexo por
caminhos tal que y € A. Note que, se mostrarmos que AN C = (), terminamos. Suponha que
ndo. Seja b € CNA. Como b € C, existe um caminho de x para b e, como b € A, existe um

caminho de y para b. Logo, existe um caminho de x para y, contradi¢do.
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Propriedades locais de conexidade

Definicdo 3
Um espaco topoldgico (X, T) € localmente conexo se todo ponto admite uma base local (de

abertos) conexa.

Exemplo 4
O exemplo do pente (da Aula 22) com o ponto (0,0) incluido é um espaco conexo por

caminhos.

Exemplo 5
O exemplo do pente (da Aula 22), com ou sem (0,0), € um conexo que ndo é localmente

conexo. — Pensar nos pontos da forma (0,y), comy >0

Exemplo 6

[0,1) U (1,2] € localmente conexo, mas ndo é conexo.
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Propriedades locais de conexidade

Proposicao 7

Se (X, T) é localmente conexo, entdo todo ponto de X tem componente conexa aberta.

Demonstracdo. Sejam x € X e C componente conexa de x. Seja y € C. Como X é
localmente conexo, existe A aberto e conexo tal que y € A. Note que C U A é conexo (pois
y € CNA). Assim, como C é o maior conexo contendo x, temos que C UA C C. Ou seja,

A C C e portanto C é aberto.

Exercicios
1. Mostre que @ n3o é localmente conexo.

2. D& um exemplo de um espaco tal que toda componente conexa seja aberta, mas que nido

seja localmente conexo.
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Algumas aplica¢oes

Um tipo de aplicacdo em que argumentos sobre conexidade sdo bastante comuns é mostrar
que certos espagos ndo sao homeomorfos.

Proposicao 8

R e R? ndo sdo homeomorfos.

Demonstracdo. Suponha que exista f : R — R? homeomorfismo. Ento
f:R\{0} — R2\{f(0)} também é um homeomorfismo. Mas R\{0} n3o é conexo, enquanto

R2\{f(0)} é.
Proposicao 9
[0, 4+00) e R ndo sdo homeomorfos.

Demonstragdo. Suponha que exista f : [0, +00) — R homeomorfismo. Entdo
f:(0,400) = R\{f(0)} também é um homeomorfismo. Contudo, (0, +00) é conexo
enquanto que R\{f(0)} n3o é.
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Algumas aplica¢oes

Proposicao 10

St ={(x,y) : x* + y* = 1} nio é homeomorfo a qualquer subespago de R.

Demonstrac3o. Suponha que exista f : S* — A C R homeomorfismo. Como S! é conexo
(basta notar que S! é imagem continua de um intervalo da reta), segue que A é um conexo
de R, isto é, A é um intervalo. Considere a € A tal que a n3o seja uma extremidade de A
(isto &, existem b, ¢ € A tais que b < a < c). Entdo f: S™\ {f~1(a)} — A\{a} é um

homeomorfismo, mas S\ {f~!(a)} ¢ conexo e A\{a} nio é.
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Algumas aplica¢oes

Exemplo 11 (No mundo real, literalmente)

Considere a superficie da Terra T com a métrica usual. Vamos supor que a funcio
t: T — R, onde t(x) é a temperatura no local x, seja continua. Entdo existem dois pontos
antipodas na Terra (isto € simétricos em relacdo ao centro da Terra) que possuem a mesma

temperatura.

De fato, considere F: T — R dada por F(x) = t(x) — t(y) onde y é o ponto antipoda de x.
Temos que F é uma fungdo continua (a funcdo que leva x no seu antipoda é continua). Seja
Xo um ponto qualquer em T e seja yp seu antipoda. Seja f : [0,1] — T uma fungdo continua
tal que 1(0) = xo e f(1) = yo. Note que F(f(0)) = —F(f(1)). Assim, pelo Teorema do valor
intermedidrio, temos que existe r € [0, 1] tal que F(f(r)) = 0. Isto é, f(r) é um ponto em

que sua temperatura é a mesma que a do seu antipoda.
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Exercicios

1. Mostre que [0,1) e (0,1) ndo sdo homeomorfos em R.

2. Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado e conexo (com a topologia da ordem). Mostre

que < é uma ordem densa.

3. Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado e conexo. Mostre que < é uma ordem

completa.

4. Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado, sem maior ou menor elementos, separdvel e

conexo. Mostre que (X, <) é homeomorfo a R.

5. Mostre que se X x Y é homeomorfo a R, entdo X é unitario ou Y é unitario.

6. Fixe x € R? e r > 0. Mostre que ndo existe f : B,(x) — | homeomorfismo, onde / é um

intervalo.
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Exercicios

7. Este é um roteiro para se mostrar que n3o existem funcdes de Peano injetoras. Suponha que
exista f : [0,1] — [0, 1] x [0, 1] continua e bijetora.
(a) Note que f é um homeomorfismo.
(b) Conclua que existem r > 0 e x € R? tais que B,(x) e / sio homeomorfos, onde / é um intervalo.

Note que isso é uma contradicdo.

8. Seja f : [0,1] — R? continua e injetora. Mostre que a imagem de f tem interior vazio.
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Homotopia - Definicao e resultados basicos

Comecamos com uma definicdo de quando uma funcdo pode ser obtida de uma outra a partir

de uma “deformacado”.

Definicao 12

Sejam (X, 1) e (Y,0) espacos topoldgicos e f,g : X — Y fungbes continuas. Dizemos que
f é homotdpica a g se existe uma funcdo continua H : X x [0,1] — Y tal que

H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x), para todo x € X. Neste caso, dizemos que H é uma
homotopia entre f e g. Notacdo: f ~ g.

Um jeito de imaginar essa situagdo é uma analogia temporal: pense em H(x, t) como uma
familia de funcdes variando com o tempo - representado com a varidvel t. Assim, a cada
instante tg, temos que H (-, to) : X — Y uma fungdo continua. Além disso, a mudanga das

funcdes ao longo do tempo é continua e as fungdes inicial e final s3o, respectivamente, f e g.

Vejamos um exemplo simples, mas que terd algumas consequéncias importantes.
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Homotopia - Definicao e resultados basicos

Exemplo 13
Em R", considere f : R" — R" dada por f(x) = x e g : R" — R" dada por g(x) =0, para
todo x € R". Entdo, f ~ g.

De fato, basta tomar H(x,t) = (1 — t)x.

Na verdade, a convexidade nos permite generalizar o truque anterior.

Exemplo 14
Sejam A C E um conjunto convexo de um espaco vetorial normado real E e (X, T) espaco

topoldgico. Entdo quaisquer f,g : X — A fungbes continuas sdo homotdpicas.

Basta tomar H(x, t) = tg(x) + (1 — t)f(x).

Se estamos interessados em como fungdes podem ser deformadas umas nas outras, é

interessante notar que essa relacdo é uma relacdo de equivaléncia.
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Homotopia - Definicao e resultados basicos

Proposicao 15
~ & uma relagdo de equivaléncia (reflexiva, simétrica e transitiva).

Demonstracdo. Vamos provar a transitividade, deixando as outras como exercicio. Sejam
f,g,h: X — Y fungdes continuas tais que f ~ g ~ h. Vamos mostrar que f ~ h. Sejam H;

e Ho tais que, para todo x € X,

Defina

Note entdo que X x [0,1/2] e X x [1/2,1] sdo dois fechados de X x [0,1] - Prova 1.
Definicao 16

As classes de equivaléncia da relagdo ~ sdo chamadas de classes de homotopia.
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Homotopia - Definicao e resultados basicos

O préximo resultado tem demonstracdo puramente técnica. Mas é bastante (itil e sua
demonstrac3o ilustra bem como proceder quando homotopias precisam ser construidas
explicitamente em fun¢do de outras.

Proposicao 17

Composicoes de fungbes homotdpicas sdo homotdpicas.

Demonstragdo. Sejam (X, 7),(Y,0) e (Z, 1) espagos topoldgicos e sejam fi,f, : X — Y tais
que A~ heg,g: Y — Ztais que g1 ~ &.

Vamos mostrar que g1 o f; é homotdpica a g» o f.

Sejam Hr e H, tais que

He(-,1) =2 Hg(-,1) = g.
Defina H(x,t) = Hg (fi(x),t). Note que H(-,0) = g1 o f, e H(-,1) = g o f;. Portanto,
grofh~goh



Homotopia - Definicao e resultados basicos

Defina H(x, t) = g (Hf(x, t)). Note que H(-,0) = g2 o f e H(-,1) = gz o f. Portanto,
g2of~grof. Logo grof ~grof.

Com o que temos, ja podemos definir um importante invariante topoldgico.
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Homotopia - Definicao e resultados basicos

Definicao 18
Um espago topoldgico (X, 1) é dito contratil se Idx : X — X (ldx(x) = x, para x € X) é

homotdpica a alguma fungdo constante.

Formalmente, o espaco é contrétil se existe uma fungdo constante homotépica a funcao

identidade.

Na pratica, nessa situacdo a funcdo identidade é homotdpica a qualquer funcdo constante

(exercicio - leve em considera¢do a Proposicdo 20 a seguir).

Para maior clareza, vamos utilizar o seguinte abuso de nota¢do: dado ¢ € X, denotaremos

também por ¢ a fungdo constante x — ¢ (a fungdo que leva todo x € X em ¢ ).

O exemplo que fizemos anteriormente nos dd o seguinte resultado.
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Homotopia - Definicao e resultados basicos

Exemplo 19

Seja A C E um subconjunto convexo de um espaco vetorial normado E. Entdo A € contratil.

Demonstrac3o: Fixe xp € A e defina H(x,t) = (1 — t)xp + tx para (x,t) € A x [0,1].

Aula 23 parou aqui

Em vez de apresentar um exemplo explicito de espaco ndo contratil, apresentamos uma

implicacdo que ja nos garante uma gama grande de exemplos.
Proposicao 20
Se (X, T) é contratil, entdo (X, T) € conexo por caminhos.

Demonstracdo. Seja ¢ € X tal que idx ~ c. Note que é suficiente mostrarmos que, para
todo a € X, existe um caminho de a para c. Seja H tal que H(x,0) = x e H(x,1) = c. Note

que v : [0,1] — X dada por «(t) = H(a, t) é o caminho desejado.
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Homotopia - Definicao e resultados basicos

O préximo resultado dd uma caracterizacdo externa para os espacos contrateis.
Proposicao 21

Um espaco topoldgico (X, 1) € contratil se, e somente se, para todo espaco topoldgico

(T,0) e para todas as funcdes continuas f,g : T — X continuas temos que f ~ g.

Demonstragdo. (<) Basta tomar T = X, f = ldx e g alguma fun¢do constante.
(=) Suponha que ldx ~ c para algum c. Sejam f,g : T — X fungdes continuas.

Lembrando que f ~ f e g ~ g e que compostas de homotdpicas sdo homotdpicas, temos:
f=ldxof ~cof =cog~ldxog=g

Logo, f ~ g.

Podemos generalizar o conceito de homeomorfismo neste contexto.
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Homotopia - Definicao e resultados basicos

Definicao 22
Espagos topologicos (X, T) e (Y, o) sdo ditos homotopicamente equivalentes se existem
fungées continuas f : X - Y eg:Y — X taisquefog ~ Idy e gof ~ Idx. Neste caso, g

é dita uma inversa homotdpica de f (e vice versa).

Note que, de fato, espacos homeomorfos sio homotopicamente equivalentes.

Mas a reciproca n3o é verdadeira, como o préximo resultado ilustra.
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Homotopia - Definicao e resultados basicos

Proposicao 23

Um espago topoldgico (X, 1) € contrétil se, e somente se, (X, T) é homotopicamente
equivalente a um espago unitario.

Demonstragdo. Suponha (X, 7) contrétil, ou seja, ldx ~ ¢ para algum ¢ € X. Sejam

Y ={c}ej:Y — X afungdo inclusdo. Note que coj = Idy e joc = ¢ ~ ldx por hipétese.

Agora suponha que f : X — {a} e g : {a} — X s&o inversas homotdpicas. Note que go f é

constante (= g(a)) e, por hipdtese, g o f ~ ldx.
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Homotopia - Definicao e resultados basicos

Essa ideia de “reduzir” o espaco a um ponto pode ser generalizada - e algumas
consequéncias sido analogas.

Definicao 24

Seja (X, T) um espaco topoldgico. Dizemos que o conjunto A C X € um retrato de X se

existe uma fungdo continua r : X — A (chamada de retragdo) tal que r(a) = a, para todo

a€ A. Ser~Idx chamamos a retracido de retracdo de deformacio.

Proposicao 25
Seja (X, T) um espaco topoldgico. Se o conjunto A C X é uma retracdo de deformacdo,

entdo A e X sdo homotopicamente equivalentes.

Demonstragdo. Sejam j: A — X a fun¢do inclusdo e r a retracdo de deformacdo. Note que

roj=ldaejor=r=~ldx.
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Homotopia - Definicao e resultados basicos

Vejamos agora como formalizar a ideia de deformac3do entre caminhos.
Definicdo 26
Seja (X, T) espago topoldgico. Sejam f, g : [0,1] — X dois caminhos. Dizemos que

f e g sdo caminhos homotdpicos se existe H : [0,1] x [0,1] — X homotopia entre f e g tal

que H(0,-) e H(1,-) sdo fun¢bes constantes.

Note que, em particular, £(0) = H(0,0) = H(0,1) = g(0) e
f(1) = H(1,0) = H(1,1) = g(1).
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Exercicios: Homotopia - Definicao e resultados bésicos

1. Mostre que Q ndo é contratil.
Mostre se X é contratil, entdo idx ~ c, para qualquer ¢ constante.
Mostre que {(x,0) : x € R} U{(0,y) : y € R} é contratil (apesar de ndo ser convexo).

Mostre que {(x,x?) : x € R} é contratil (cuidado com o caminho).
Sejam X =R*\{(0,0)} e S' = {(x,y) : x* +y* = 1}.

. 1 _ 1 4 x x
(a) Mostre que r : X — S' dada por r(x,y) = \/T_yz(x,y) é uma retracdo de deformacio.

o R~ N

(b) Mostre que X e S! s3o homotopicamente equivalentes.
6. Considere 52 = {(x,y,z) € R®: x*> + y? 4+ z> = 1} com a topologia induzida. Sejam X
espaco qualquer e f, g : X — S? funcdes continuas tais que f(x) # g(x) para todo x € X.

Mostre que f e g sdo homotdpicas.

7. Mostre que o espago do pente (com o ponto (0,0) ) é contratil.
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Exercicios: Homotopia - Definicao e resultados bésicos

8. Sejam f, g : X — Y func¢des continuas. Sejam A tal que f[A = g[A. Dizemos que f e g sdo
homotdpicas relativamente a A se existe uma homotopia H : X x [0,1] — Y entre f e g tal
que, para qualquer a € A, H(a, -) é constante. Mostre que se f e g sdo caminhos entre a, b,
entdo f e g sdo caminhos homotdpicos se, e somente se, f e g sdo homotdpicas
relativamente a {0, 1}.

9. Este é um roteiro para dar um exemplo de um espaco contrétil para um ponto xg mas tal que
a identidade n3o é homotdpica relativamente a {xp}. Considere X o exemplo do pente com o
ponto (0,0). Considere xo = (0,1) e suponha que existe H : X x [0,1] — X tal que
H(-,0) = idx, H(-,1) = xo de forma que H (xp, t) = xop para todo t € [0, 1].

(a) Note que idx ~ xq

(b) Considere V =[0,1]x]3,1] N X. Note que (0,1) € V. Mostre que existem ¢ >0 e A C V tais
que H[AX]L —¢,1]] C V.

(c) Mostre que, para cada n > 0 tal que (1,1) € A, existe t, € [0,1 — €] tal que H ((1,1),t,) ¢ A.

(d) Considere todos os t, 's dado pelo item anterior. Mostre que existem uma subsequéncia (t,, )<y
e tp € [0,1 — ] tais que t,, — to.

(e) Obtenha uma contradicio a partir de ((%,1) 7t,,k) — ((0,1), to)
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Grupo Fundamental

A ideia aqui é dar uma maneira de caracterizar quais “lagos’ num espaco podem ser

deformados de um para o outro.
Definicao 27

Sejam (X, T) espago topoldgico e xg € X. Chamamos de lago no ponto xg uma fungdo

f :]0,1] — X continua tal que f(0) = f(1) = xo.

Definicao 28

Sejam f, g : [0,1] — X lacos no ponto xy. Dizemos que f e g sdo lacos homotdpicos se f e

g sdo caminhos homotdpicos. Usaremos a notacdo f ~,, g, mas podemos omitir o xg

quando este estiver claro no contexto.

Note que a relagdo ~,, é uma relagdo de equivaléncia (reflexiva, simétrica e transitiva).

Denotamos a classe de equivaléncia de f por [f].

O conjunto de tais classes serd denotado por 71 (X, Xo).
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Grupo Fundamental

Note também que podemos “concatenar” (compor) dois lacos:

f(2t), se0<t<1
(Fre)={ 'Y Sfsz
g2t —1), se;<t<1

Um aspecto bastante interessante nisso é que podemos dar uma estrutura de grupo para as

classes dos lacos, tomando como operacdo a concatenagdo de seus representantes.
Proposicao 29

Sejam (X, 1) espaco topoldgico e xg € X. Definimos * : w1 (X, x0) x m1 (X, x0) — 71 (X, x0)
por [f] * [g] = [f * g]. Tal operagdo estd bem definida.

Demonstragdo. Basta mostrar que se f; ~,, f> por Hf e g1 ~,, g» por Hg, entdo

(71 x gl) =xo (’2 * g2) por
H 25 t €
L 1(57 t) == { f( ) )7 S

0
Hg(2s —1,t), sei<s

IN
W0
IA A

Antes de continuarmos, vamos introduzir uma notac3o auxiliar para as demonstracdes dos

proximos resultados (a natureza dessa definigdo é puramente técnica):



Grupo Fundamental

Definicao 30
Sejam f : [0,1] — X e g : [0,1] — X dois lagos num ponto xp € X. Dado a € (0,1),
denotamos por f %, g : [0,1] — X o seguinte laco:

. f
(fxag)( g(

Note que, assim, f x g =f *x1 g.
2

Lema 31
Sejam f : [0,1] - X e g : [0,1] — X dois lagos no ponto xy. Sejam a, b € (0,1). Entdo
frag g F*pg.
Demonstragdo. Note que é suficiente mostrarmos que f x g ~ f %, g para todo a € (0,1).
Dado t € [0, 1], defina

He = f *(at+(1-1)1) &
Note que H; : [0,1] — X. Definindo H(s,t) = H(s) temos a homotopia desejada (para ver

que é continua, basta escrevé-la explicitamente).
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Grupo Fundamental

Proposicao 32
Sejam (X, 1) espaco topoldgico e xo € X. Entdo (m1(X,xp), *), € um grupo.

Demonstragdo. Associatividade: Note que f x (g x h) # (f * g) * h, pois no primeiro caso, f

ocupa “metade do tempo”, j& no segundo caso, ocupa % do tempo”. Estendendo a ideia
anterior, podemos definir f %, g %, h de forma que no intervalo [0, a) se percorra o caminho
indicado por f, em [a, b) se percorra o caminho indicado por g e, finalmente, no intervalo
[b, 1] se percorra o caminho indicado por h. De maneira andloga ao feito anteriormente,
pode-se notar que, dados 0 <a<b<leO<a<B <1, f*yg8%,h~ f*x,gxgh. Basta
tomar H(x, t) = (ot (1-t)a * 8br+(1-1)8 * h)(X).

Assim, sé precisamos notar que f x (gxh) =f+1g*1 1 heque(f*xg)xh=fx*1g%1 1h
2 24

Bl
Al

1
7

Elemento neutro: Considere e o lago constante igual a xo. Vamos mostrar que [e] é o

elemento neutro. Para tanto, basta mostrar que f x e >, f ~, exf.
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2x
Hx, t) = <m> , se0<«x
X0, se%gxgl

Elemento inverso: Dado f lago em xp, seja f~dado por f~(x) = f(1 — x). Definimos
[f~]. Se mostrarmos que f x f~ ~, e~ f~ *f, seguird que [f] estd bem definido.

(1™ =
Para o primeiro caso, fazemos ( H(x,t) = (f *ei(1-)} (1 —-t)x+1t))
f (2[(14)1’(“]) , se0<x<3
f~(2x-1), se x > 1

Aula 24 terminou aqui
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