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Metrizabilidade

Normalmente, saber que um determinado espaco topoldgico na verdade é um espagco métrico
é muito atil: espagos métricos costumam ter propriedades bem mais especificas que espacos

topoldgicos gerais.

Existem critérios gerais para se dizer se um espaco topoldgico admite ou ndo uma métrica.

Para nos manter no caso mais simples (e mais usado), vamos apresentar uma caracterizagdo

para os espacos separaveis que admite uma métrica.

Teremos também algumas condi¢cbes para que exista uma métrica sobre o espaco que seja

completa.

Finalmente, vamos mostrar que uma classe de espacos que num primeiro momento poderia

parecer ampla, na verdade se reduz aos espacos homeomorfos a um bem conhecido exemplo:

Q.
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Metrizabilidade

Definicao 1
Seja (X, T) um espaco topoldgico. Dizemos que (X,T) é metrizavel , se existe uma métrica

d sobre X de forma que T e a topologia induzida por d sdo iguais.

Vamos comecar com alguns casos simples de quando podemos concluir que um espago
topoldégico tem uma métrica associada. Também vamos ver alguns critérios para ver se

podemos tomar tal métrica completa.

No que se segue, convém lembrar do resultado do Exercicio 1.4.15 que diz que, para todo

espago métrico completo (X, d), existe d métrica completa limitada por 1 que é equivalente

ad(d(x,y)=min{l,d(x,y)}).

O préximo resultado basicamente diz que existe uma métrica no produto enumeravel de
métricos que induz a topologia produto. Além disso, podemos tomar tal métrica completa se

cada um dos espacos for completo:
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Proposicao 2
Sejam ((Xn, dn)) jen €SPagos métricos tais que cada d, € limitada por 1. Entdo
d: []peny Xn X [1hen Xn — R dada por

d ((Xn)neN ) (Yn)neN) = Z W

neN

é uma métrica sobre [ [ ,. Xn que induz a topologia produto sobre [],.x Xn. Além disso, se

cada d, for completa, entdo d é completa.

Demonstracao. Exercicio.
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Corolario 3

Existe uma métrica completa sobre [0,1]" =[] nenl0, 1] que induz a topologia produto deste
espaco.

Demonstragdo. Segue diretamente da proposi¢cdo anterior e do fato de [0, 1] com a métrica

usual ser completo.

Teorema 4

Seja (X, T) espago T1. Sdo equivalentes:
(a) X é T3 e tem base enumerdvel;
(b) X € separdvel e metrizdvel;

(c) X é homeomorfo a um subespago de [0, 1]".

Demonstragdo. Claramente (b = a), ja que X ser metrizdvel implica em ser regular e, para

espacos métricos, ser separdvel implica a existéncia de base enumeravel.

(c = a) — n3o é preciso Note que [0, 1]Y tem base enumerével (pois é produto enumerével de
espacos com base enumerdvel) e é regular (produto de regulares é regular). Logo, (X, 7) tem

tais propriedades, pois ambas sdo preservadas para subespacos.
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(c = b) Como [0, 1] tem base enumeravel, X também tem. Logo X é separavel. Note que

subespaco de métrico é metrizavel.

(a= c) Sejam (By),cy base para X e C = {(m,n) : By, C B,}. Note que (X, 7) é normal
(espago regular com base enumeravel é normal). Para cada (m, n) € C, seja fm 5 : X — [0, 1]
continua tal que fmp (Bm) = {0} € fmn (X\By) = {1} (cuja existéncia se deve 2
normalidade). Seja F = {fy n: (m,n) € C}. Note que F separa pontos de fechados.

De fato, seja x € X e F C X fechado tal que x ¢ F. Seja B, um aberto da base tal que

x € B, C X\F. Como X é regular, existe By, tal que x € B, C B,, C B,. Note que fmn é
tal que fm n(x) =0 € fm n(F) = {1}. Pelo Teorema da Imersdo, X é homeomorfo a um
subespaco de [0,1]7, mas como F é enumerdvel, segue que X é homeomorfo a um

subespaco de [0, 1]V,
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Agora vamos analisar quando a métrica encontrada pode ser completa. Aqui vamos fazer um

processo diferente do completamento de espagos métricos.

L4, estendemos o espaco e a métrica até fazer com que o total fique completo. Aqui, vamos
trocar a métrica por uma equivalente, mas que seja completa.

Definicdo 5

Seja (X, 1) espago topoldgico. Dizemos que (X, T) é completamente metrizavel se ele é

homeomorfo a um espaco métrico completo. Dito de outra forma, se existe uma métrica

completa d sobre X, de forma que T € a topologia induzida por d.

Exemplo 6

O espaco {% 'née N} com a métrica usual ndo é completo, mas é um espagco completamente

metrizdvel pois a métrica discreta (que é equivalente a usual) € equivalente a esta.

Enquanto subespagos fechados de métricos completos sdo métricos completos (ver Exercicio

2 a seguir), os subespacos abertos sdo completamente metrizdveis:
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Proposicao 7

Sejam (X, d) espagco métrico completo e A C X aberto. Entdo A é completamente
metrizavel.

Demonstragdo. Considere g : X — R dada por g(x) = d(x, X\A). Note que g é continua e,
para todo a € A, g(a) > 0 (pois A é aberto). Assim, f : A — R dada por f(a) = ﬁ é
continua e positiva. Considere entdo G = {(x, f(x)) : x € A} C X x R. Vamos mostrar que

G é completo. Para isso, basta mostrar que G é fechado em X x R. Definindo

[: X xR — R porl(x,y) =y-g(x) (que é continua), vemos que

G={(xy):y gx) =1} =1"({1}).

Isto é, G é a imagem inversa de um fechado via fun¢ao continua, logo G é fechado, como

queriamos.
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Por fim, note que h: A — G definida por h(x) = (x, f(x)) é um homeomorfismo:
h é claramente bijetora; por ser continua nas coordenadas, segue que h é continua; a inversa

de h é a projecdo m: G — A dada por 7 ((x, f(x)) = x, que é continua por ser restricdo de

wx. Portanto, A é completamente metrizavel.
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Podemos melhorar ainda mais o resultado anterior:

Teorema 8
Todo Gj (intersecdo enumerdvel de abertos) num espaco métrico completo é completamente

metrizavel.

Demonstracdo. Sejam (X, d) espago métrico completo e G = [,y An, onde cada A, é
aberto em X. Seja d, métrica completa equivalente a d sobre A, (métricas sdo equivalente
se induzem a mesma topologia). Podemos supor d, limitada por 1 . Assim, existe uma

métrica completa sobre [, .y An que induz a topologia produto. Considere

A={(a...,a..)€[[Ar:ac (A}

neN neN

Note que A é fechado em [], . An (por ser Tz ). Logo, A é métrico completo. Note que
f:Nnen An — A dada por f(a) = (a)nen é um homeomorfismo. Portanto, G é

completamente metrizavel.
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Com isso, obtemos facilmente um resultado bastante contra intuitivo:

Corolario 9

Existe uma métrica completa equivalente & usual sobre R\Q.

Demonstragdo. Note que R\Q = ﬂqu R\{q} é um G; e, portanto o resultado segue pelo

teorema anterior.
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Exercicios

1. Sejam (Xi,d1), (X2, d2) espagos métricos completos. Mostre que X3 x X, com a métrica
d((x1,x2), (y1,¥2)) = di (x1,y1) + d2 (x2, y2) € métrico completo.

2. Seja (X, d) um espago métrico completo. Mostre que F C X é completo se, e somente se, é
fechado.

3. Sejam (X, d) e (Y, d’) espacos métricos completos. Seja F C X fechado e A C Y aberto.

Mostre que F x A é completamente metrizavel.

4. Sejam (X, d) e (Y, d") espagos métricos. Dizemos que f : X — Y é uma isometria se, para
todo a, b € X, d(a, b) = d'(f(a), f(b)).

(a) Mostre que toda isometria é um homeomorfismo sobre sua imagem.

(b) Considere P = R\Q. Considere d a métrica usual em P e considere d' a métrica obtida a partir
do Coroldrio 9. Mostre que a fun¢do identidade id de (P, d) em (P, d’) é um homeomorfismo
mas ndo é uma isometria.

5. Mostre que todo métrico separdvel (X, d) estd contido num métrico compacto (Y, d’) (ndo

necessariamente a métrica d é uma restricio de d’, mas essas duas métricas sdo equivalentes
em X ).
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Exercicios

6. Mostre que “ser metrizdvel” é um invariante topoldgico.

7. Mostre que ‘“ser completamente metrizdvel” é um invariante topoldgico.
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Existem poucos métricos enumeraveis

O objetivo dessa secdo é mostrar que, do ponto de vista topoldgico, sé existe um Gnico
espaco métrico enumerdvel sem pontos isolados. Vamos obter tal resultado como

consequéncia de um teorema mais geral.

Lembremos que Bgx =[q — ek, g+ ] NQ = (g — ek, g +ex) NQ, com g € Q, gy = %

k € N, formam uma base de abertos fechados para Q (com a topologia usual, aquela
induzida de R).

No teorema a seguir, considere A= X =Q e B= Y um espaco Ty sem pontos isolados,
zerodimensional, com base enumerdvel, e também enumerdvel. O teorema a seguir garante

que Y é homeomorfo a Q.

Teorema 10

Sejam X e Y dois espacos Ty, sem pontos isolados, zero-dimensionais (base formada por
abertos fechados) e com bases enumerdveis. Sejam A, B densos enumerdveis de X e Y
respectivamente. Entdo existe f : A — B homeomorfismo. Além disso, se Y for compacto, f
admite uma (inica) extensdo f : X — Y injetora. Finalmente, se X também for compacto, f

é um homeomorfismo.

ICMC - USP Topologia



Demonstracdo. Sejam B e C bases enumerdveis para X e Y formadas por abertos fechados.
Podemos supor que tais bases sdo fechadas por unides finitas e por complementares. Dado
um conjunto W qualquer, vamos dizer que P é uma particao se P é uma cobertura de W
feita por conjuntos dois a dois disjuntos. Dado w € W, vamos indicar por P(w) o tnico
conjunto de P que contém w. Um subconjunto E C W é uma escolha de P se para todo

J € P existe um (nico w € E tal que w € J.
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Vamos chamar de uma condi¢do uma tripla (P, Q, f) satisfazendo:
a

b

P é uma particdo finita de X feita por abertos fechados de B;

Q@ é uma particdo finita de Y feita por abertos fechados de C;

(a)
(b)
(c) f é uma fungdo finita com dominio contido em A e contradominio B;
(d) dom(f) é uma escolha para P;

(e)

e) Im(f) é uma escolha para Q.

Vamos dizer que (P, Q2, f2) estende (P1, Q1,1) se

(a) P, refina Py;
(b) @ refina Qq;
(c) f, estende fi;
(d) dados x,y € dom(f2),x € Pi(y) se, e somente se, f(x) € Qi(y)-

De forma bastante parecida com o que foi feito no Teorema 3.4.12, usamos o seguinte lema

para encontrar a fun¢do desejada:
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Teorema 3.4.12. Todo conjunto enumerdvel, totalmente ordenado com
uma ordem densa e sem maior nem menor elementos é isomorfo (e, por-
tanto, homeomorfo ) a Q.
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Lema 11

Dada uma condicdo (P1, Q1,f1), podemos fazer as seguintes extensoes:
1. dado a € A, existe uma condicdo (P2, Q2, f2) tal que a € dom (f);
dado b € B, existe uma condi¢do (P2, Qz, f) tal que b € Im (f);

dado B € B, existe uma condicdo (P2, Q2,f2) tal que B é unido de elementos de P,;

> W

)
dado C € C, existe uma condi¢cdo (P2, @2, f2) tal que C € unido de elementos de Q».

A demonstracdo do lema fica como exercicio.
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Enumere B={B,:ne N},C={C,:neN} , A={a,:neN} e B={b,:neN}. Fixea
condi¢do ({X},{Y},f) onde f : {a} — B é dada por f(a) = b(a € A, b € B fixados
arbitrariamente). Note que aplicando o lema, podemos construir indutivamente uma
sequéncia de condicdes de forma que, para todo n € N :

a) (P1, @1, f) estende (P, Q,f);

b ( n+1, Qn+17 fn+1) estende (Pn, Qna fn);

(a)
(b)
(c) ap € dom (f,), by € Im(f,);
(d)
()

d) B, € unido de elementos de Pp;

e) C, é unido de elementos de Q,.

Como (f,),cn formam uma cadeia de fungdes parciais de A em B compativeis entre si, existe
uma extensao f comum a todas. Tal extensdo é uma fungdo bijetora entre A e B. Pela
construcdo, também temos que, dados U € B e V € C, existem m, n tais
fI(VNB)=B,NAef(UNA) = CpNB. Assim, f é um homeomorfismo.
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Pela construcdo acima, note que na verdade temos uma funcdo H : B — C bijetora tal que
H(U) =V, onde f(UN A) = VN B. Suponha agora que Y é compacto. Para cada x € X

considere
Tx={H(U):x e U,U € B}

Note que cada H(U) é compacto. Pode-se mostrar que (., H € um unitdrio {y} (a parte
do n3o vazio é por ser interseccdo de compactos com a propriedade da interseccdo finita - ja
a parte de ter no maximo um ponto segue de ser Ty ). Defina f(x) = y. Essa funcio é

continua e injetora (exercicio). Se tivermos que X também é compacto, como a imagem de

f também serd compacta, tal imagem terd que ser Y, pois contém o denso C.
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Corolario 12

A menos de homeomorfismos, existe um tinico espaco métrico enumerdvel sem pontos
isolados — o espaco Q.
Demonstrac3o. Se tivermos que os espacos em questdo sdo zerodimensionais, basta aplicar o

teorema anterior. Mas isso é exatamente a consequéncia do Exercicio 1 a seguir.
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Exercicios

1. Seja (X, d) um espago métrico enumeravel sem pontos isolados. Mostre que para x € X
existe uma sequencia (r,) de ndmeros positivos, estritamente decrescente, convergente para

zero, tal que B(x, r,) = B|[x, rp]. Portanto, (X, d) é zero-dimensional.

2. Mostre que todo espaco compacto, zero-dimensional, com base enumeravel e sem pontos
isolados é homeomorfo a {0, 1} (considere {0,1} com a topologia discreta) (Note que
{0,1} é n3o enumeravel).

3. Mostre que o conjunto A das sequéncias {0, 1}V essencialmente constantes (a partir de um

certo indice é constante igual a zero ou constante igual a 1) é um subconjunto enumeravel e

denso de {0,1}.
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