()ptica Geométrica - Lentes

1 Introducao

As evidéncias experimentais e o trabalho de J. Clerk Maxwell estabeleceram que a natu-
reza da luz é eletromagnética. A teoria eletrodinamica cldssica descreve a luz como uma
transferéncia continua de energia através de ondas eletromagnéticas. Entretanto, a visao
atual da eletrodinamica quantica descreve as interacoes eletromagnéticas e o transporte de
energia em termos de particulas de massa zero, os fétons. Contudo, a natureza quantica
da luz nao é sempre aparente, nem esse tratamento ¢ de utilidade pratica na descricao de
muitos fendomenos épticos. Existem situagoes nas quais os equipamentos de deteccao nao
sao sensiveis aos quanta individuais e é desejavel que isso ocorra para que se possa estudar
fenomenos induzidos por um ntimero enorme de fétons. Nesses casos a representacao da luz
através de campos eletromagnéticos tem sido e vai continuar a ser de grande utilidade.

Nesse experimento vamos considerar a luz como uma onda eletromagnética sem
esquecer que existem situacoes para as quais essa descricao é inadequada.

A aproximagao que permite considerar a propagacao da luz como retilinea simplifica
tanto o estudo do comportamento da luz, em certos casos, que compensa de sobra as impre-
cisoes que dela decorrem. O dominio da “Optica geométrica” é o conjunto de fenomenos para
0s quais essa aproximagao é valida e é aquela em que os efeitos de difragao (ou da natureza
ondulatéria da luz) podem ser desprezados. Isso ocorre quando o comprimento de onda da
energia radiante é pequeno se comparado as dimensoes fisicas do sistema 6ptico com o qual
ela interage.

Em outras palavras, a 6ptica geométrica é véalida no limite em que o comprimento
de onda da luz tende a zero. Além disso, ela permite a descricao da alteracao controlada
das frentes de onda pela interposi¢ao de aparatos que refletem e/ou refratam a luz, de uma
maneira bem mais simplificada, desde que seja possivel desprezar efeitos de interferéncia e

difragao.

2 Lentes

A lente é, certamente, o dispositivo éptico mais utilizado em nosso cotidiano. Nés mesmos
vemos o mundo através de um sistema de lentes.

A lente é um dispositivo refrator, isto é, que reconfigura a distribuicao de energia
que transmite, quer se trate de ondas eletromagnéticas (luminosas visiveis, ultravioleta,

infravermelho, micro-onda, ondas de radio), ou até de ondas sonoras.



A configuracao de uma lente é determinada pela mudanca que se pretende introduzir
na forma da frente de onda.

Existe uma vasta variedade de lentes. Além das lentes para radiacao eletromagnética
(luz visivel, ondas de radio, micro-ondas), ha lentes actsticas e lentes para feixes de particulas
carregadas. Portanto, lentes podem ter as mais variadas formas que, muitas vezes, podem
ser bem diferentes da forma convencional das lentes para luz visivel.

As lentes para radiacao eletromagnética na faixa de frequéncia da luz visivel tém, em
geral, duas ou mais superficies refratoras com uma ou mais superficies curvas. As superficies
curvas tém, na grande maioria dos casos, um eixo comum que é chamado de eixo 6ptico da
lente. Nosso estudo estard restrito a lentes ou sistemas de lentes com essa caracteristica,
ou seja, para os quais todas as superficies sao simétricas por rotacao em torno de um eixo
comum, que é o eixo optico.

O material com que as lentes sao feitas é um dielétrico transparente com indice de
refragao diferente do indice de refracao do meio onde a onda vinha se propagando. Nos casos
que vamos estudar, esse indice de refracao (do dielétrico) serd sempre maior que o do meio
que é o ar.

As lentes sao classificadas segundo varias caracteristicas e possuem uma nomencla-

tura convencional:

e lentes que consistem de um tnico elemento sao chamadas de lentes simples e quando

possuem mais de um elemento sao lentes compostas.

e lentes podem ser grossas ou delgadas. As delgadas sao aquelas cuja espessura pode
ser desprezada quando se prevé seu comportamento; nas lentes grossas essa espessura

deve ser levada em conta.

e lentes também sao classificadas quanto a maneira como alteram as frentes de onda
que as atravessam: as lentes podem ser divergentes quando fazem com que um feixe
incidente de raios paralelos ao eixo 6ptico, saia das mesmas divergindo; ou convergentes
quando atuam de modo a fazer convergir para um ponto um feixe de raios incidentes

paralelo ao eixo éptico.

Um estudo mais detalhado sobre lentes, seu funcionamento e usos pode ser encon-
trado nos capitulos 5 e 6 do livro Optics de E. Hecht [1] e também em outros livros de fisica

béasica.

2.1 Funcionamento de uma Lente

A superficie de qualquer objeto que seja luminoso ou iluminado externamente comporta-se

como se fosse constituido de um nimero muito grande de fontes radiativas pontuais, S, que



emitem, cada uma delas, ondas esféricas. A direcao em que a energia é transportada, ou
seja, a diregao do vetor de Poynting, vamos associar linhas que chamaremos de raios (ter em
mente que raio nao é uma entidade fisica, mas uma construcao matematica que simplifica
o estudo de dispositivos épticos). Nesse caso, entdo, podemos dizer que raios divergem de
cada uma das fontes pontuais, S, que compoem a superficie do objeto. O ponto do qual uma
porc¢ao de uma onda esférica diverge, ou o ponto para o qual ela converge é chamado de foco
do conjunto de raios que a representam.

Para ver como uma lente funciona vamos colocar no caminho de uma onda luminosa
uma substancia transparente na qual a onda vai se propagar com uma velocidade diferente da
que possuia antes de penetrar na substancia. Vamos supor que a velocidade de propagacao
da onda nesse meio é menor que a velocidade de propagacao no meio onde ela se encontrava,
o que quer dizer que o indice de refracdo, Niransp = ¢/Vtransp, do meio transparente é maior
que o indice do meio onde a onda se encontrava, Niniciat = ¢/Vinicial € Ntransp > Ninicial -

Para facilitar o entendimento, vamos supor que:

e a frente de onda, ao atingir o meio, é esférica, vindo de uma fonte pontual e, portanto,

divergente

e a superficie de separacao entre os meios é convexa, ou seja, mais espessa no centro que

nas bordas.

Vai ocorrer que a area central da frente de onda atinge a superficie do meio antes
que as areas periféricas, e, portanto vai comecar a se propagar mais lentamente antes das
areas periféricas da frente de onda. O efeito disso é que as extremidades da onda vao tender
a “ultrapassar” a parte central aplainando a frente de onda. Se a interface entre o meio onde
a onda se originou e o meio em que ela vai penetrar, é configurada de maneira apropriada,
pode-se transformar uma onda esférica divergente em uma onda plana.

O mesmo raciocinio pode ser feito para uma frente de onda esférica, que encontre
em seu caminho uma superficie de separagao concava (mais fina no centro que nas bordas):
a area periférica da frente de onda atinge a superficie de separacao entre os dois meios antes
que a parte central, e, portanto vai se propagar mais lentamente que a regiao central da
frente de onda, o efeito disso é que o raio de curvatura da frente de onda diminui, ou seja,
ela se torna ainda mais divergente.

A conclusao é que projetando as interfaces entre dois meios de indices de refracao
diferentes, de maneira adequada, podemos modificar controladamente a frente de onda,
fazendo com que os raios que a representam possam convergir para um ponto ou divergir
de um ponto, ou ainda se tornarem paralelos. Esses pontos sao chamados de pontos focais;
para raios paralelos o ponto focal se encontra no infinito.

A figura 1 a seguir mostra graficamente esse comportamento, com os desenhos das

frentes de onda e dos raios.
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Figura 1. Comportamento de uma frente de onda esférica divergente e dos raios que a repre-
sentam ao passar numa interface ar — vidro (nyidgro > Nar) convexa. Extraida da
figura 5.1 de [1].

Com o raciocinio feito acima ¢ possivel verificar que uma lente é convergente quando
ela é mais espessa no centro que nas bordas, e, uma lente divergente, pelas mesmas razoes é
mais fina no centro que nas bordas.

Vamos estudar o que acontece quando se observa uma fonte pontual através de
alguns tipos de lentes. Na figura 2 a seguir, estd desenhado o tracado dos raios provenientes
da fonte ao atravessar essas lentes. O feixe de raios luminosos emitidos por uma fonte pontual

¢ um feixe divergente.
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Figura 2. Comportamento de uma lente convergente (plano-convexa) (a); de uma lente conver-
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gente (bi-convexa) (b); e de uma lente divergente (plano-céncava) (c). Extraida da
figura 5.5 de [1].

Na figura 2(a) é representada uma lente plano-convexa, que pela definigao, é uma

lente convergente. A distancia da fonte pontual a lente foi ajustada de tal maneira que o
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feixe de raios divergentes que atinge a lente saia dela como um feixe de raios paralelos ao
eixo Optico. Quando isso ocorre, a distancia da fonte a lente é chamada de distancia focal ou
foco, f1, da lente convergente. Como os raios sao reversiveis, se um feixe de raios paralelos
a0 eixo Optico entra na lente pela direita, eles vao convergir para o ponto focal Fi, a esquerda
da lente. O principio da reversibilidade dos raios luminosos deriva do principio de Fermat.
Para maiores detalhes veja o capitulo 4, se¢ao 4.5 de [1].

Na figura 2(b) temos uma lente convergente construida pela justaposi¢do de duas
lentes plano-convexas como a da figura 2(a). A fonte pontual é colocada no ponto F; a uma
certa distancia da lente de maneira que o feixe de raios emergente ira convergir para um
ponto do outro lado da lente, F,. Esses dois pontos sao chamados de pontos conjugados da
lente. Como consequéncia da reversibilidade dos raios luminosos, se a fonte for colocada no
ponto F5 os raios emergentes vao convergir para o ponto Fi.

Finalmente, na figura 2(c) é representada uma lente plano-concava (divergente) e
vamos supor que raios paralelos ao eixo 6ptico atinjam a lente vindos da esquerda. Eles vao
sair da lente divergentes, mas parecem divergir de um ponto situado a esquerda da lente, F5.
A distancia desse ponto a lente é chamada de distancia focal ou foco f; da lente divergente.

A posicao do objeto em relagao a lente é chamada de ponto objeto e a posicao da
imagem em relacao a lente é conhecida como ponto imagem.

O tipo de lente que se pretende estudar é construido de tal maneira que tanto o
ponto objeto (posicao do objeto em relagdo a lente), como o ponto imagem (posigao da
imagem em relagdo a lente) se encontram fora do meio da lente. Vamos restringir nosso
estudo a lentes e sistemas de lentes imersos no ar, cujo indice de refragao é considerado igual
a 1 (o valor tabelado é igual a n,,. = 1,000293, a 1 atm e 0 °C, medida realizada com luz de
sédio A = 589,29 nm, dados obtidos de [1]).

Observando mais uma vez a figura 2(b) vemos que os raios provenientes da fonte
pontual em F} vao convergir para o ponto chamado conjugado F3, entao, se for colocado
um anteparo no ponto F, vai aparecer nesse anteparo uma imagem luminosa da fonte que
estd em Fi. Por essa razao a imagem é dita real. A imagem real pode ser projetada em um
anteparo.

Por outro lado, na figura 2(c), como os raios que chegam a lente sao paralelos, ou seja,
a fonte estd no infinito, os raios que emergem sao divergentes, mas parecem se originar num
ponto F5. Entretanto, se for colocado um anteparo no ponto Fs, nenhuma imagem luminosa
da fonte aparecera no anteparo, apesar de que essa imagem pode ser percebida através da
lente. Essa imagem é dita virtual, como as imagens formadas por espelhos planos. Imagens
virtuais nao podem ser projetadas em anteparos.

Este estudo que estamos propondo se restringird aos raios que atingem a lente obe-
decendo a aproximacao paraxial. Essa aproximagcao considera que os raios chegam a lente

com angulos (¢), em relacao ao eixo 6ptico da lente, pequenos o suficiente para que a apro-



ximag@o em primeira ordem, sen p & ¢ e cos ¢ ~ 1 (¢ em radianos), seja valida (ela é uma
aproximacao razoavel até ¢ ~ 10°).

Relembrando que o seno e o coseno de ¢ podem ser expandidos em séries de poténcia:
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A aproximagao paraxial é também chamada de primeira ordem porque ela considera
somente o primeiro termo na aproximagcao acima. Por essa razao, a teoria que admite essa
aproximacao é chamada de Optica de Primeira Ordem ou Optica Paraxial ou, ainda, Optica
Gaussiana. Este tultimo nome se deve ao fato de ter sido o matematico alemao Karl Friederich

Gauss, em 1841, quem primeiro fez uma formulacao sistematica da formacao de imagens sob

essa aproximacao.

2.2 Lentes Delgadas

A lente delgada é aquela cujo comportamento pode ser previsto desprezando sua espessura.
No tratamento que vai ser realizado sera considerada valida a aproximacao paraxial e vai-se
estudar somente o caso em que o indice de refracao da lente é maior que o indice de refracao
do meio onde ela se encontra, que serd o ar (ny. = 1).

Lentes delgadas, divergentes ou convergentes podem ter duas superficies curvas ou
uma curva e uma plana, como se vé na figura 3 a seguir. Cada lente recebe um nome de

acordo com sua geometria.

CONVEX CONCAVE

R, >0 R, <0
R, <0 R,>0
Biconvex Biconcave
R == R =
R, <0 R, >0

Planar convex | Planar concave

R, >0 R, >0

R,>0 R, >0
Meniscus Meniscus
convex concave

Figura 3. Diferentes lentes convergentes e divergentes e os seus raios de curvatura. Extraida da
figura 5.12 de [1].



Lentes convexas ou convergentes (mais espessas no centro que nas extremidades)
fazem diminuir o raio de curvatura das frentes de onda que as atingem, ou, utilizando o
conceito de raios, altera o angulo de saida dos raios tornando-os mais convergentes. Elas
também sao chamadas de lentes positivas porque se convenciona que a distancia focal de
uma lente convergente é positiva.

Lentes concavas ou divergentes (mais finas no centro que nas extremidades) fazem
aumentar o raio de curvatura das frentes de onda que incidem sobre ela. Ou, em termos de
raios, torna-os mais divergentes ao sairem que quando entraram. Sao também chamadas de
lentes negativas porque se convenciona que a distancia focal de lentes divergentes é negativa.

Ha mais algumas convencoes que se adotam no tratamento do funcionamento das

lentes:

e o foco objeto, f,, de uma lente é o ponto focal do lado onde esta colocado o objeto,

esse ponto se encontra sobre o eixo éptico da mesma

e o foco imagem, f;, é o ponto focal do lado da lente onde se forma a imagem, esse ponto

se encontra sobre o eixo 6ptico da mesma
e para uma lente delgada, f, = f; = f
e 0 meio de entrada do raio na lente é chamado de espago objeto

e a distancia o é a distancia do objeto ao plano que passa pelo centro da lente (essa

definigao é valida apenas para lentes delgadas)
e a posicao do objeto em relacao a lente é chamada de ponto objeto
e 0 meio em que o raio emerge da lente é chamado de espago imagem

e a distancia i é o intervalo entre a imagem e o plano que passa pelo centro da lente

(essa definigao é vélida apenas para lentes delgadas)
e a posicao da imagem em relagao a lente é chamada de ponto imagem
e h, ¢ a altura do objeto, que é a sua dimensao perpendicular ao eixo 6ptico
e h; é altura da imagem ou sua dimensao perpendicular ao eixo éptico.

A seguir, a convencao de sinais adotada para essas variaveis, considerando o feixe

de luz entrando na lente pela esquerda:

e a distancia do objeto a lente, o, é positiva se o objeto estiver a esquerda da lente (lado
pelo qual o feixe entra na lente) e negativa se o objeto estiver a direita da lente (lado

pelo qual o feixe sai da lente)



e a distancia da imagem a lente, i, é positiva se a imagem estiver a direita da lente (lado
pelo qual o feixe sai da lente) e negativa se a imagem estiver a esquerda da lente (lado

pelo qual o feixe entra na lente)
e a distancia focal f é positiva se a lente é convergente e negativa se a lente é divergente

e a altura h, do objeto e h; da imagem sao positivas se estao acima do eixo éptico e

negativas se estiverem abaixo do eixo 6ptico

e a altura h; da imagem esta para a altura h, do objeto assim como a distancia ¢ da
imagem a lente esta para a distancia o do objeto a lente. E a relagao entre h; e h, €
chamada de magnificacao linear transversal da lente, m. Se m é negativa significa que

a imagem esta invertida.
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A figura 4 a seguir mostra como uma lente delgada convergente forma a imagem de

um objeto de altura h,.

]

imagem

Figura 4. Formacao de imagem por uma lente convergente.

Essa imagem é uma imagem real e invertida, portanto, pode ser projetada em um
anteparo. Tanto a posi¢ao, ¢, como a altura, h;, ou magnificacao dessa imagem podem ser

previstas. Essa previsao serd o objeto das préximas segoes.

2.3 Meétodo Matricial Aplicado a Analise de Lentes

H&4 um método interessante que permite resolver o problema de tracar o caminho dos raios
luminosos através de uma lente ou sistemas de lentes. Esse método ¢ particularmente tutil
para sistemas de lentes em que a resolugao analitica convencional fica muito trabalhosa. Esse
método utiliza matrizes para prever o caminho de um raio luminoso através de um sistema

optico.



Supondo que um raio de luz paraxial incida sobre um sistema éptico, vamos caracte-
rizéd-lo por dois parametros: a distancia r que ele esta do eixo éptico do sistema e o angulo ¢
que ele faz com esse eixo. O sistema 6ptico, qualquer que seja ele, tera um plano de entrada
e um plano de saida do raio de luz. Vamos supor que os valores dos parametros r e ¢ nesses

planos sejam (71, 1) e (72, ¢2) respectivamente, como se vé na figura 5 a seguir.

P, p,
R L K%
¢1 ¢r1 i i I r,
- 4
planos principais
plano de plano de
entrada saida

Figura 5. Diagrama esquemético de um sistema O6ptico de espessura d, mostrando um raio
paraxial tipico e seus pardmetros nos planos de entrada (r1 e 1) e e saida (rg e p2)

do sistema.

Na aproximagao paraxial ha uma relacao linear entre esses parametros da forma

(essas relagoes vem da aplicagao da Lei de Snell nas interfaces de separacao entre os meios):

ro = AT‘l + B(pl (4)
Yo = 07’1 + Dng (5)
ou usando a notacao matricial:
T9 A B ™

= (6)
P2 ¢ D Y1
lembrando que estamos usando o indice 1 para assinalar a entrada e o indice 2 para a saida
do raio luminoso.
A matriz M, da expressao (6), é chamada de matriz de transferéncia do raio lumi-

110S0:

A B

M=lecp )

Essa matriz transforma o raio que incide no ponto P; da lente, (ponto de entrada), no raio
que emerge no ponto Ps, (ponto de saida). Portanto a matriz é um operador, ela opera uma
transformacao sobre o raio luminoso.

Geralmente o determinante dessa matriz ¢ igual a 1, como consequéncia do teorema
de Liouville. Esse teorema diz que a area do feixe luminoso (que vem do objeto e vai definir

a imagem) é conservada no espago de fase. Quando temos que descrever um sistema fisico,



hé necessidade de certas grandezas para caracterizar essa descricao; o espaco de fase é o
espaco cujas coordenadas sao essas grandezas. No caso, o espago de fase do feixe é definido
como o espago definido pelas coordenadas (r, ¢), ou seja, um espago bidimensional cujos
eixos sao a distancia r do eixo éptico ao ponto onde o raio atinge a lente, e o angulo ¢,
que é o angulo que o raio faz com o eixo éptico da lente. Se a drea no espaco de fase
é conservada, pode ser demonstrado que o determinante da matriz de transferéncia, M, é
igual a 1. Essa caracteristica pode ser explorada como um teste de consisténcia sempre que
se cria uma matriz de transferéncia: uma condigao necesséria (mas nao suficiente) é que seu
determinante seja igual a 1, para que ela faga a transferéncia correta entre o raio que entra
e o raio que sai do sistema éptico.
Uma outra caracteristica da maioria dos sistemas 6pticos, feitos de material isotropico,

é que sao reversiveis, isto é, um raio luminoso que o atravesse da direita para a esquerda

com parametros de entrada (rq, o) saird do sistema com parametros (r1, ;). Portanto:

(&} A, B, T2
= ;o (8)
©1 ¢ D ©2
e a matriz de transferéncia do raio reverso é:
1
A B A B
" D C D

Uma outra vantagem do tratamento matricial para o calculo do transporte do feixe
é que ele o torna mais simples quando o sistema 6ptico possui mais de um elemento. Vamos
supor que o raio, ao sair da primeira lente, entra numa segunda lente; para representar o
transporte do raio luminoso através desse sistema vamos ter que representar por matrizes a
entrada e a saida do raio nas lentes e sua propagacao no espaco entre elas. Essa descricao é

apresentada a seguir.

2.3.1 Representacao Matricial do Espacgo Livre entre dois Elementos ()pticos

O espaco livre onde o feixe de raios luminosos se propaga é a mais simples e a mais comum
componente de transporte de feixe e a matriz que o representa é, portanto, a mais simples.
Na figura 6 a seguir, o raio luminoso se desloca do ponto P; ao ponto P, no espaco livre:
De acordo com a figura supoe-se que P; é o ponto inicial do raio luminoso e P, o
ponto final, d é a distancia que o raio percorre entre P, e P e r; é a distancia do ponto P,
ao eixo optico. Portanto, sendo valida a aproximacao paraxial, valem as relagoes:
Senyq
tan p; = —— = seny; & Y, (10)
usando esse resultado podemos escrever que:
To =171+ dSOl
P2 = ¥1

(11)
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Figura 6. Representacdo do espago livre (de comprimento d) entre dois pontos.

na forma matricial as equagoes (11) tornam-se:

] 1 d T1
= (12)

©2 0 1 ©1
Note que o determinante da matriz de transferéncia é igual a 1 e como o caminho
percorrido pelo raio luminoso nesse espaco deve ser simétrico, os elementos A e D devem
ser iguais. Tanto r; quanto d devem ser expressos nas mesmas unidades e os angulos em

radianos.

2.3.2 Representacao Matricial de uma Lente Delgada

Uma lente delgada ¢ ilustrada na figura 7 a seguir. Essa lente pode ser considerada como
um dispositivo que causa uma mudanca na divergéncia angular do feixe luminoso que é

instantanea e correspondente ao desvio da trajetéria do feixe ao passar através da lente.

Figura 7. Percurso de dois raios luminosos através de uma lente delgada.

Vamos ver o que acontece quando trés raios luminosos com trajetérias diferentes

atingem a lente delgada, de distancia focal, f, conforme a figura 8 abaixo:
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Figura 8. Esquema de lente delgada com trés raios luminosos atingindo a lente com trés angulos

de entrada diferentes.

A situacdo (a) é aquela em que o raio entra pelo foco objeto da lente, portanto esse
raio sai paralelo ao eixo éptico, e, sempre tendo em mente que estamos trabalhando dentro

do limite de validade da aproximacao paraxial, teremos que:

a a 1
tw%)%ﬂ)=7 e ¢y =0 (13)

onde ¢§“) ¢é o angulo que o raio de entrada faz com o eixo éptico da lente, r; é a distancia
do eixo 6ptico ao ponto onde o raio de entrada atinge a lente e gpga) ¢ o angulo que o raio de

saida faz com o eixo optico da lente. Podemos escrever, entao:

a a a r
A¢)=@)—d)=—f (2 =0) (14)

Na situagao (b) o raio de entrada cruza o eixo éptico a uma distancia igual & metade

da distancia focal da lente. Nesse caso, vamos ter:

Ry (15)

onde o angulo « é o angulo que o raio emergente da situagao (b) faz com o prolongamento do
raio incidente da situagao (a), e, 8 é o angulo entre o prolongamento dos dois raios incidentes,

o da situacao (a) e o da situacao (b). Portanto:

b b ! T
tamﬂg)“‘ﬂg):T:?? (16)
2
e

b a 1

6=¢)—%)=7 (17)
Substituindo esses valores na equacao (15) obtemos:

(b) 1 1
oy +a+— =2— (18
2 f f )
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b 1 a
@) +a =2 =¢ (19)
f
(0)

o que por construgao implica que « =0 e ¢y’ = 7"71 Entao, também na situagao (b), em que

o raio atinge a lente cruzando o eixo éptico na metade da distancia focal, temos que:

Apt = ) — o = -1 (20)
f
Na situagao (c) o raio incide na lente paralelamente ao seu eixo éptico, portanto
o\? =0, temos:
o) = —% (21)
portanto:
Apl =l — P = -1 (22)

f

ou seja, para qualquer raio incidente, pode-se provar que a diferenca angular entre o raio
que emerge da lente e esse mesmo raio quando atinge a lente é sempre igual a —=-, o que
permite usar essa relagao para definir a distancia focal, f, da lente delgada.

Dessa forma, as equagoes para essa lente sao:

To =T

9022—%4'901

(Z>:<i%?><;> 29

Observagao: Em alguns textos trabalha-se com a poténcia da lente, P, que é definida

(23)

como o inverso da distancia focal.

Com o que foi apresentado, é possivel, agora, descrever a imagem de um objeto
formada por uma lente delgada, convergente, utilizando o método matricial. Vamos supor
que o objeto se encontre a uma distancia o, da lente convergente de distancia focal f, e que
a lente produza uma imagem real a uma distancia ¢ da mesma. Entao, tanto o deslocamento
em relagao ao eixo éptico quanto os angulos, ou divergéncia, na posicao do objeto e na

posicao da imagem, serao relacionados por uma equacao matricial da forma:

()-CHENENE)

A matriz de transferéncia vai ser o produto dessas trés matrizes, nessa ordem. A
ordem é importante porque ela diz que a primeira matriz (a primeira matriz quer dizer a que
vai multiplicar primeiro a matriz do raio incidente) a operar sobre o raio luminoso é aquela

que descreve sua propagacao do objeto até a lente. A segunda serd a que representa a lente e

13



a terceira é a que faz o transporte do raio da lente até a imagem. A matriz de transferéncia

do sistema sera entao:

l w0
ro 1 - ? 0— — +1 re
- (26)
P2 —l 1— 9 ©1
f f
Portanto: . .
7’2:(1—%>T1—|—(0—?+i)¢1 (27)
802:—%7”1+ (1—%> ©1 (28)

Todos os raios que deixam qualquer ponto do objeto vao ser trazidos para um ponto
correspondente na imagem, nao interessando qual era sua divergéncia ao deixar o objeto.
[sso tem como consequéncia que ry depende de r;, mas nao de ¢; e, portanto, o termo
superior direito da matriz de transferéncia deve ser igual a zero.

O termo superior direito da matriz de transferéncia de uma lente é proporcional a
espessura da lente (geralmente medida no seu centro), no caso das lentes delgadas esse termo
¢ sempre nulo. O termo inferior esquerdo da matriz de transferéncia é o inverso da distancia
focal com sinal negativo, qualquer que seja a lente ou sistema de lentes. Essas caracteristicas
serao discutidas mais adiante quando for apresentada a descricao das lentes espessas.

E facil verificar que o determinante da matriz de transferéncia final (que é a matriz
produto das trés matrizes da equagao (25)) é igual a 1, o que estd de acordo com o teorema
de Liouville, e, j4 é uma boa indicacao de que a equagdo matricial (25) deve estar correta.
Se tomarmos equagao (27) levando em conta que, como ja dissemos ry depende de r;, mas

nao depende de ¢, vamos obter:
1 1 1

-4+ -== (29)
i o f
também conhecida como equacao de Gauss. A distancia focal é positiva em consequéncia
das convencoes adotadas para lentes delgadas convergentes. Pode ser feito o mesmo desen-

volvimento para uma lente delgada divergente.

2.3.3 Meétodo Matricial Aplicado a uma Associagcao de lentes

Vamos, agora, associar duas lentes delgadas e através do método matricial achar a distancia
focal da associacao.
Na figura 9 esta representada essa associagao: lente 1 com distancia focal f;, depois

um espaco livre entre as lentes de comprimento d e a lente 2 de distancia focal fs:

14



Lente 1 Lente 2

Ji d /2

Figura 9. Sistema de duas lentes convergentes de distancias focais f1 e f2 separadas por uma

distancia d.

Repetindo o procedimento que ja foi feito, temos que escrever trés matrizes: a de
transferéncia para a lente 1, depois a matriz para o espago vazio entre as lentes e, finalmente
a matriz de transferéncia para a segunda lente. A matriz de transferéncia da associacao
vai ser o produto dessas trés matrizes. A “espessura” da associacao vai ser proporcional ao
termo superior direito da matriz de transferéncia final e a distancia focal da associacao vai
ser o inverso do termo inferior esquerdo dessa matriz, com sinal negativo.

A matriz de transferéncia da primeira lente convergente é:

1 0
M, = X (30)
<_E 1)

seguida da matriz do espago entre as lentes

1 d
Mesp = < 0 1 ) (31)

e da matriz de transferéncia da segunda lente convergente:

1 0
M2 - 1 (32)
(‘E 1)

A matriz de transferéncia para esse sistema vai ser o produto das trés matrizes

T 1 d 1 0 (33
— 2 esp 1 — _%1 01 _%1

Portanto, multiplicando a matriz de transferéncia da primeira lente pela matriz que

acima;:

representa o espaco vazio entre as lentes e depois multiplicando essa matriz pela matriz de

transferéncia da segunda lente tem-se:

d
M= (34)
_i + i — i 1— i
f2 hfe h f2
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Como ja foi mencionado, o termo superior direito da matriz de transferéncia da
associacao ¢ proporcional a “espessura” da associagao, que, como estamos tratando de um
sistema de duas lentes delgadas, é a distancia entre elas, que é d. O termo inferior esquerdo

é o inverso da distancia focal da associacao com sinal negativo:

1 1 d 1
BThRE R (35)

ou seja ;
1 1 1
TR R AR (36)

Essa é a distancia focal de uma associacao de duas lentes delgadas.

2.3.4 Meétodo Matricial Aplicado a Lentes Espessas

Podemos também aplicar esse método a lentes cuja espessura nao pode ser desprezada, como
foi feito para o caso de lentes delgadas.

Vamos continuar supondo valida a aproximacao paraxial, supondo que as lentes
estao imersas no ar e que sao construidas de material isotropico e com indice de refracao
maior que o do ar. Se o material é isotrépico, podemos considerar os raios reversiveis.

Quase todas as convencoes adotadas para as lentes delgadas continuam vélidas para
as lentes espessas, a menos das defini¢oes para as distancias focais, distancias do ponto objeto
e do ponto imagem, que conforme se vera adiante, nao podem mais ser medidas em relagao
ao plano que passa pelo centro da lente.

A matriz de transferéncia vai permitir o mesmo que para o caso das lentes delgadas,
quer dizer, ela vai permitir prever como um raio incidente na lente vai emergir da mesma. Ou
seja, que as propriedades de um sistema éptico sejam descritas, em termos gerais, pela loca-
lizacao dos seus pontos focais e de seus planos principais, cujas posicoes serao determinadas
pelos elementos da matriz.

Para facilitar o entendimento, vamos observar a figura 10 a seguir:

Figura 10. Diagrama de uma lente espessa, de espessura d, onde sao mostrados os planos prin-

cipais, H1 e Ha, os focos objeto, fo, e imagem f;.

A figura 10 define os principais parametros de uma lente espessa, ou seja, a sua

espessura d, os planos principais H; e Hj e os focos objeto, f,, e imagem, f;.
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A figura 11 mostra a trajetoria verdadeira de dois raios luminosos provenientes de

um objeto através de uma lente espessa.

planos principais

Figura 11. Diagrama ilustrando a propagacdo de raios luminosos através de uma lente espessa.

Nessa figura fica evidente a dificuldade em relacao a medida das distancias focais
e distancias da imagem e do objeto em relacao a lente. Na lente delgada essas distancias
foram medidas em relacao ao plano que passa pelo centro da lente, isso significa que estamos
considerando que as duas refracoes, uma em cada superficie da lente, estao ocorrendo num
s6 ponto que pertence ao plano que passa pelo centro da lente. Se a lente é suficientemente
fina, o erro que se estara cometendo nao ¢ muito significativo. Mas, para uma lente espessa,
as duas refracoes, uma na primeira e outra na segunda superficie estao afastadas o suficiente
uma da outra para nao permitir que se considere que toda a refracao ocorre num ponto do
plano central. O erro que se estaria cometendo seria muito grande.

Por outro lado seria interessante poder adaptar os conceitos que funcionam para a
lente delgada para o caso de lentes espessas. Serd que é possivel continuar afirmando, como
fizemos, que o raio que entra paralelo ao eixo 6ptico emerge passando pelo foco?

A figura 12 é um esquema de uma se¢ao de uma lente e dos seus planos principais,

com a trajetéria imagindria dos dois raios luminosos.

(b)

planos
plano de principais plano de
entrada saida

Figura 12. Esquema da trajetoéria virtual de dois raios luminosos através de uma lente espessa.
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Observando a figura 12 (raio (b)), podemos dizer que essa afirmagao é correta se,
ao invés de considerarmos que essa mudanca de diregao ocorre no plano central, dissermos
que ela ocorre em um ponto imaginario Hs que é o ponto de intersecao dos prolongamentos
do raio incidente na primeira superficie e do raio emergente da segunda superficie. Esse
ponto Hy pertence a um plano imaginario que recebe o nome de plano principal da lente e
é perpendicular ao eixo dptico. Nota-se que quanto mais espessa for a lente mais esse plano
estara afastado do plano central.

A mesma discussao se aplica para o raio (a) que atinge a lente passando pelo foco
e que deve emergir paralelo. Na figura 12 vemos que essa afirmacao pode continuar valida
se considerarmos que a mudanca total de direcao que o raio sofre ao atravessar a lente vai
ocorrer em um ponto imaginario, que é a intersecao dos prolongamentos do raio incidente
na primeira superficie e o raio emergente da segunda superficie. Esse ponto é o ponto H;
que pertence a um outro plano imaginario que também recebe o nome de plano principal da
lente. Uma lente espessa tem, portanto, dois planos principais.

O raio (a) que passa pelo primeiro ponto focal F; vai emergir da lente paralelo ao
eixo 6ptico. Um raio (b) incidente paralelo ao eixo ptico que atinja a lente vai emergir dela
passando pelo seu segundo ponto focal F,. Esses dois raios, que estao desenhados na figura
12 sao chamados de raios principais do sistema 6ptico.

Da mesma forma que para o caso das lentes delgadas, os pontos focais se encontram
sobre o eixo Optico da lente.

Podemos agora definir os demais parametros para uma lente espessa:

e a distancia f; é a distancia entre o primeiro ponto focal F} e o primeiro plano principal;

ela é chamada de primeira distancia focal dessa lente

e a distancia f; é a distancia entre o segundo ponto focal F; e o segundo plano principal;

ela é chamada de segunda distancia focal dessa lente

e como a lente estd imersa num meio isotrépico (o0 meio tem o mesmo indice de refragao

de cada lado da lente) f; = fo

e hp é a distancia entre o plano em que o raio atinge a lente, ou plano de entrada e o

primeiro plano principal

e hy é a distancia entre o segundo plano principal e o plano em que o raio emerge da

lente, ou plano de saida

a distancia do objeto ao primeiro plano principal é chamada de o

a distancia da imagem ao segundo plano principal é chamada de 7
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e cada superficie esférica de uma lente tem um raio de curvatura R. O raio de curvatura
serd positivo se a superficie atingida pelo raio luminoso ao se propagar for concava; e
o raio de curvatura sera negativo se a superficie atingida pelo raio luminoso em seu
caminho for convexa. O raio de curvatura serd infinito quando corresponder a uma

face plana.

Vamos construir as matrizes que descrevem essa trajetéria virtual. Primeiro vamos

escrever a matriz do raio (a) que passa pelo ponto Fj e vai até Hj, para esse raio, @éa) é

igual a zero:
rg) = Ar{" + Bel” (37)
o= O+ Dy

ria) ¢ definido como a distancia do eixo 6ptico ao ponto em que o raio atinge o plano de

entrada da lente. <p§“) é o angulo que o raio incidente faz com o eixo éptico. Téa) ¢ a distancia
entre o eixo Optico e o ponto onde o prolongamento do raio incidente cruza o primeiro plano

principal da lente. Entao, como fica evidente na figura 12 (sempre dentro da aproximacao

paraxial):
rs) =i + gy (39)
A = O+ DAY — 0
mas, como podemos ver na figura 12:
(a)
R 39
#1 f . hl ( )
Por outro lado, para o raio (b), @&b) ¢ igual a zero e sempre estamos trabalhando

- . . (b b b b
com a mesma notacao para os parametros, ou seja 7"5 ) e ¢§ ) para a entrada e ré ) e @é ) para

a salda. Assim, na mesma figura 12:

réb) = Arib)
(b) (b) (40)
=0
da figura 12 veé-se que:
(b)
b r
oy == (41)
Portanto, como ja tinha sido visto antes, o elemento C' = —%. Da expressao (38)
podemos escrever:
CT‘§Q) = —Dgoga) (42)
substituindo (39) na equagao acima vamos obter:
(a)
r D+Cf
Oor” = —D—- = =7t 43
T f _ hl 1 C ( )
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mas como C' = —

e

Da figura 12 podemos ver que:
(b)
Q—— 45
P2 f _ hQ ( )

e usando, da equacao (40), que ¢y = Cry e que 19 = Ar; temos

(b) Ar®
o — T2 AN 46
: f—hy  f—h (46)
e obtemos que
A-1

Portanto, uma vez tendo a matriz de transferéncia da lente espessa, temos automa-
ticamente as posicoes de seus dois planos principais, através de hy e ho.
Agora vamos construir a matriz de transferéncia para uma lente espessa como a da

figura 13.

planos
principais
rae i
h, h,
- 7 >

Figura 13. Diagrama que ilustra a propagacao de um raio luminoso através de uma lente es-

pessa.

Essa matriz vai ser o produto de trés matrizes de transferéncia: (i) M; é a matriz para

a primeira superficie esférica atingida pelo raio luminoso; (ii) Ms é a matriz que descreve o

caminho do raio luminoso no meio da lente (espessura t); e (iii) M3 é a matriz que representa
a segunda interface esférica.

M = MzM, M, (48)
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Notar a ordem dessas matrizes (essa ordem ja foi observada antes, para a lente
delgada), M; é a tltima a direita porque ela opera primeiro no raio incidente, representando
a primeira superficie que ele encontra.

Na primeira superficie esférica encontrada pelo raio luminoso pode-se (considerando

a aproximagao paraxial e n,. = 1) obter:

(,01+(51+Oé:1800:9i+0é

ou
1+ 01 =10 (49)
Aplicando a lei de Snell (na aproximacao paraxial senf = 0):
01+ 61 =nb, =n(l, + ) (50)
mas como
71
h~§ =—
SENnoq 1 R1
podemos reescrever (50) como:
(1—n) 1
0, = —
P an 1 1
(51)
T2 ="

Assim, a matriz da primeira interface fica:

1 0
M, = 52
' (1-n) 1 52
nky n

Podemos usar a definicdo de poténcia, P, de uma superficie refratora, P, = (n —
1)/ Ry (Ry que é o raio de curvatura da primeira superficie ¢ medido em metros e a poténcia,

Py, é metro~! ou dioptria) para reescrever a matriz (52):

1 0

M, = (53)
P11
n o n

Na aproximacao paraxial considera-se que todos os raios que passam pela lente

espessa atravessam a mesma distancia, ¢, dentro da lente. Nesse caso M; serd (matriz do

1t
M2=<01> (54)
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A matriz M3 que representa a segunda superficie refratora, tem o mesmo formato
de My, apenas levando-se em conta que o raio vem de um meio com indice de refracao n e
vai para um meio de indice de refragdo 1 (o contréario da primeira superficie) e que o raio de

curvatura da segunda superficie é Rs:

1
1 0
Ms = (n—1) - ( —-P, n > (55)
R,

Finalmente a matriz de transferéncia da lente espessa considerada vai ser o produto
das trés matrizes M, , My e Mj:

tP t
1 -1 Z
n n
M = MyMoM, = (56)
tP,P. tP
2 _p-p 1-22

n
Sabemos que a distancia focal dessa lente esta relacionada ao elemento inferior

esquerdo da matriz de transferéncia:

— = —Pl—PQ (57)

Como P, = (n—1)/Ry e P, = (1 — n)/ Ry podemos substituir na equagao acima

para obter a distancia focal f em termos dos raios de curvatura R; e Rs:

% —(n—1) (Ril = R%) L ;1)2 (thR2> (58)

A espessura da lente é proporcional ao elemento superior direito da matriz de trans-

feréncia que é (t/n), onde t é, de fato, a espessura da lente.
As distancias hy (do plano de entrada ao primeiro plano principal da lente) e hy (do
segundo plano principal ao plano de saida da lente) podem agora ser calculadas, através das

expressoes (44) e (47) e da matriz de transferéncia (56):

t
hy = (59)
n (1 + 8- t%)
) t

n<1+%—t%>

Vamos ver o que acontece com a matriz de transferéncia se considerarmos t = 0, ou

M= ( ! 0 ) (o1)
—(PL+P) 1

seja, uma lente delgada:



substituindo os valores de P; e P, e considerando que o elemento inferior esquerdo é menos

o inverso da distancia focal da lente delgada, vamos obter:

1 1 1
=007~ (62)
essa equacao ¢ conhecida como a equacao do fabricante para uma lente delgada cujas su-

perficies tém raios de curvatura R; e Ry. Para ter o foco correto deve-se levar em conta as

convengoes de sinais adotadas.
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