
Óptica Geométrica - Lentes

1 Introdução

As evidências experimentais e o trabalho de J. Clerk Maxwell estabeleceram que a natu-

reza da luz é eletromagnética. A teoria eletrodinâmica clássica descreve a luz como uma

transferência cont́ınua de energia através de ondas eletromagnéticas. Entretanto, a visão

atual da eletrodinâmica quântica descreve as interações eletromagnéticas e o transporte de

energia em termos de part́ıculas de massa zero, os fótons. Contudo, a natureza quântica

da luz não é sempre aparente, nem esse tratamento é de utilidade prática na descrição de

muitos fenômenos ópticos. Existem situações nas quais os equipamentos de detecção não

são senśıveis aos quanta individuais e é desejável que isso ocorra para que se possa estudar

fenômenos induzidos por um número enorme de fótons. Nesses casos a representação da luz

através de campos eletromagnéticos tem sido e vai continuar a ser de grande utilidade.

Nesse experimento vamos considerar a luz como uma onda eletromagnética sem

esquecer que existem situações para as quais essa descrição é inadequada.

A aproximação que permite considerar a propagação da luz como retiĺınea simplifica

tanto o estudo do comportamento da luz, em certos casos, que compensa de sobra as impre-

cisões que dela decorrem. O domı́nio da “óptica geométrica” é o conjunto de fenômenos para

os quais essa aproximação é válida e é aquela em que os efeitos de difração (ou da natureza

ondulatória da luz) podem ser desprezados. Isso ocorre quando o comprimento de onda da

energia radiante é pequeno se comparado às dimensões f́ısicas do sistema óptico com o qual

ela interage.

Em outras palavras, a óptica geométrica é válida no limite em que o comprimento

de onda da luz tende a zero. Além disso, ela permite a descrição da alteração controlada

das frentes de onda pela interposição de aparatos que refletem e/ou refratam a luz, de uma

maneira bem mais simplificada, desde que seja posśıvel desprezar efeitos de interferência e

difração.

2 Lentes

A lente é, certamente, o dispositivo óptico mais utilizado em nosso cotidiano. Nós mesmos

vemos o mundo através de um sistema de lentes.

A lente é um dispositivo refrator, isto é, que reconfigura a distribuição de energia

que transmite, quer se trate de ondas eletromagnéticas (luminosas viśıveis, ultravioleta,

infravermelho, micro-onda, ondas de rádio), ou até de ondas sonoras.
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A configuração de uma lente é determinada pela mudança que se pretende introduzir

na forma da frente de onda.

Existe uma vasta variedade de lentes. Além das lentes para radiação eletromagnética

(luz viśıvel, ondas de rádio, micro-ondas), há lentes acústicas e lentes para feixes de part́ıculas

carregadas. Portanto, lentes podem ter as mais variadas formas que, muitas vezes, podem

ser bem diferentes da forma convencional das lentes para luz viśıvel.

As lentes para radiação eletromagnética na faixa de frequência da luz viśıvel têm, em

geral, duas ou mais superf́ıcies refratoras com uma ou mais superf́ıcies curvas. As superf́ıcies

curvas têm, na grande maioria dos casos, um eixo comum que é chamado de eixo óptico da

lente. Nosso estudo estará restrito a lentes ou sistemas de lentes com essa caracteŕıstica,

ou seja, para os quais todas as superf́ıcies são simétricas por rotação em torno de um eixo

comum, que é o eixo óptico.

O material com que as lentes são feitas é um dielétrico transparente com ı́ndice de

refração diferente do ı́ndice de refração do meio onde a onda vinha se propagando. Nos casos

que vamos estudar, esse ı́ndice de refração (do dielétrico) será sempre maior que o do meio

que é o ar.

As lentes são classificadas segundo várias caracteŕısticas e possuem uma nomencla-

tura convencional:

• lentes que consistem de um único elemento são chamadas de lentes simples e quando

possuem mais de um elemento são lentes compostas.

• lentes podem ser grossas ou delgadas. As delgadas são aquelas cuja espessura pode

ser desprezada quando se prevê seu comportamento; nas lentes grossas essa espessura

deve ser levada em conta.

• lentes também são classificadas quanto à maneira como alteram as frentes de onda

que as atravessam: as lentes podem ser divergentes quando fazem com que um feixe

incidente de raios paralelos ao eixo óptico, saia das mesmas divergindo; ou convergentes

quando atuam de modo a fazer convergir para um ponto um feixe de raios incidentes

paralelo ao eixo óptico.

Um estudo mais detalhado sobre lentes, seu funcionamento e usos pode ser encon-

trado nos caṕıtulos 5 e 6 do livro Optics de E. Hecht [1] e também em outros livros de f́ısica

básica.

2.1 Funcionamento de uma Lente

A superf́ıcie de qualquer objeto que seja luminoso ou iluminado externamente comporta-se

como se fosse constitúıdo de um número muito grande de fontes radiativas pontuais, S, que
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emitem, cada uma delas, ondas esféricas. À direção em que a energia é transportada, ou

seja, à direção do vetor de Poynting, vamos associar linhas que chamaremos de raios (ter em

mente que raio não é uma entidade f́ısica, mas uma construção matemática que simplifica

o estudo de dispositivos ópticos). Nesse caso, então, podemos dizer que raios divergem de

cada uma das fontes pontuais, S, que compõem a superf́ıcie do objeto. O ponto do qual uma

porção de uma onda esférica diverge, ou o ponto para o qual ela converge é chamado de foco

do conjunto de raios que a representam.

Para ver como uma lente funciona vamos colocar no caminho de uma onda luminosa

uma substância transparente na qual a onda vai se propagar com uma velocidade diferente da

que possúıa antes de penetrar na substância. Vamos supor que a velocidade de propagação

da onda nesse meio é menor que a velocidade de propagação no meio onde ela se encontrava,

o que quer dizer que o ı́ndice de refração, ntransp = c/vtransp, do meio transparente é maior

que o ı́ndice do meio onde a onda se encontrava, ninicial = c/vinicial e ntransp > ninicial.

Para facilitar o entendimento, vamos supor que:

• a frente de onda, ao atingir o meio, é esférica, vindo de uma fonte pontual e, portanto,

divergente

• a superf́ıcie de separação entre os meios é convexa, ou seja, mais espessa no centro que

nas bordas.

Vai ocorrer que a área central da frente de onda atinge a superf́ıcie do meio antes

que as áreas periféricas, e, portanto vai começar a se propagar mais lentamente antes das

áreas periféricas da frente de onda. O efeito disso é que as extremidades da onda vão tender

a “ultrapassar” a parte central aplainando a frente de onda. Se a interface entre o meio onde

a onda se originou e o meio em que ela vai penetrar, é configurada de maneira apropriada,

pode-se transformar uma onda esférica divergente em uma onda plana.

O mesmo racioćınio pode ser feito para uma frente de onda esférica, que encontre

em seu caminho uma superf́ıcie de separação côncava (mais fina no centro que nas bordas):

a área periférica da frente de onda atinge a superf́ıcie de separação entre os dois meios antes

que a parte central, e, portanto vai se propagar mais lentamente que a região central da

frente de onda, o efeito disso é que o raio de curvatura da frente de onda diminui, ou seja,

ela se torna ainda mais divergente.

A conclusão é que projetando as interfaces entre dois meios de ı́ndices de refração

diferentes, de maneira adequada, podemos modificar controladamente a frente de onda,

fazendo com que os raios que a representam possam convergir para um ponto ou divergir

de um ponto, ou ainda se tornarem paralelos. Esses pontos são chamados de pontos focais;

para raios paralelos o ponto focal se encontra no infinito.

A figura 1 a seguir mostra graficamente esse comportamento, com os desenhos das

frentes de onda e dos raios.
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the wave slows upon entering the new substance. The central 
area of the wavefront travels more slowly than its outer extrem-
ities, which are still moving quickly through the incident me-
dium. These extremities overtake the midregion, continuously 

spreading out and weakening as it progresses. In just the reverse, 
it’s frequently necessary to collect incoming parallel rays and 
bring them together at a point, thereby focusing the energy, as is 
done with a burning-glass or a telescope lens. Moreover, since 
the light reflected from someone’s face scatters out from billions 
of point sources, a lens that causes each diverging wavelet to 
converge could form an image of that face (Fig. 5.2).

5.2.1 Aspherical Surfaces

To see how a lens works, imagine that we interpose in the path 
of a wave a transparent substance in which the wave’s speed  
is different than it was initially. Figure 5.3a presents a cross-
sectional view of a diverging spherical wave traveling in an in-
cident medium of index ni impinging on the curved interface of 
a transmitting medium of index nt. When nt is greater than ni, 

Figure 5.2    A person’s face, like 
everything else we ordinarily see in 
reflected light, is covered with countless 
atomic scatterers.
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Figure 5.3    A hyperbolic interface between air and glass. (a) The wave-
fronts bend and straighten out. (b) The rays become parallel. (c) The hyper-
bola is such that the optical path from S to A to D is the same no matter 
where A is.
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Figure 5.1    Conjugate foci. (a) A point source  
S sends out spherical waves. A cone of rays enters 
an optical system that inverts the wavefronts, 
causing them to converge on point-P. (b) In cross 
section rays diverge from S, and a portion of them 
converge to P. If nothing stops the light at P, it 
continues on.
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Figura 1. Comportamento de uma frente de onda esférica divergente e dos raios que a repre-

sentam ao passar numa interface ar → vidro (nvidro > nar) convexa. Extráıda da

figura 5.1 de [1].

Com o racioćınio feito acima é posśıvel verificar que uma lente é convergente quando

ela é mais espessa no centro que nas bordas, e, uma lente divergente, pelas mesmas razões é

mais fina no centro que nas bordas.

Vamos estudar o que acontece quando se observa uma fonte pontual através de

alguns tipos de lentes. Na figura 2 a seguir, está desenhado o traçado dos raios provenientes

da fonte ao atravessar essas lentes. O feixe de raios luminosos emitidos por uma fonte pontual

é um feixe divergente.
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spherical ones. As such, they’re well suited for strong prescrip-
tions. Furthermore, they minimize the magnification of the 
wearer’s eyes as seen by other people.

A new generation of computer-controlled machines, aspher-
ic generators, is producing elements with tolerances (i.e., de-
partures from the desired surface) of better than 0.5 mm 
(0.000 020 inch). This is still about a factor of 10 away from the 
generally required tolerance of l>4 for quality optics. After 
grinding, aspheres can be polished magnetorheologically. This 
technique, used to figure and finish the surface, magnetically 
controls the direction and pressure applied to the workpiece by 
the abrasive particles during polishing. 

Nowadays aspherics made in plastic and glass can be found in 
all kinds of instruments across the whole range of quality, includ-
ing telescopes, projectors, cameras, and reconnaissance devices.

EXAMPLE 5.1

The accompanying diagram depicts, in cross section, a glass 
lens in air. Explain how it works.

F2F1

SOLUTION 

The first surface encountered by the rays is a portion of an el-
lipse (actually an ellipsoid). Its two foci are located by small 
vertical lines. As in Fig. 5.4c (read right to left), the rays refract 
directly toward the far focus F2 on entering the glass. The sec-
ond surface must be spherical with its center at F2. The rays are 
then all perpendicular to the second surface and pass through it 
without bending.

5.2.2 Refraction at Spherical Surfaces

Consider two pieces of material, one with a concave and the 
other a convex spherical surface, both having the same radius. It 
is a unique property of the sphere that such pieces will fit  
together in intimate contact regardless of their mutual orientation. 
If we take two roughly spherical objects of suitable curvature, 
one a grinding tool and the other a disk of glass, separate them 
with some abrasive, and then randomly move them with respect 
to each other, we can anticipate that any high spots on either 
object will wear away. As they wear, both pieces will gradually 

the conjugate point-F2. A luminous image of the source would 
appear on a screen placed at F2, an image that is therefore said 
to be real. On the other hand, in Fig. 5.5c the point source is at 
infinity, and the rays emerging from the system this time are 
diverging. They appear to come from a point-F2, but no actual 
luminous image would appear on a screen at that location. The 
image here is spoken of as virtual, as is the familiar image gen-
erated by a plane mirror.

Optical elements (lenses and mirrors) of the sort we have 
talked about, with one or both surfaces neither planar nor spher-
ical, are referred to as aspherics. Aspheres come in a variety of 
shapes: conic sections; polynomials; part converging, part di-
verging. Although their operation is easy to understand and they 
perform certain tasks exceedingly well, they are still difficult to 
manufacture with great accuracy. Nonetheless, where the costs 
are justifiable or the required precision is not restrictive or the 
volume produced is large enough, aspherics are being used and 
will surely have an increasingly important role. The first quality 
glass aspheric to be manufactured in great quantities (tens of 
millions) was a lens for the Kodak disk camera (1982). Today 
aspherical lenses are frequently used as an elegant means of 
correcting imaging errors in complicated optical systems. 
Aspherical eyeglass lenses are flatter and lighter than regular 

(c)

(d)

F1

F1

(a)

(b)

F2

F2

Figure 5.5    (a), (b), and (c) Several hyperbolic lenses seen in cross  
section. (d) A selection of aspherical lenses. (Melles Griot)
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Figura 2. Comportamento de uma lente convergente (plano-convexa) (a); de uma lente conver-

gente (bi-convexa) (b); e de uma lente divergente (plano-côncava) (c). Extráıda da

figura 5.5 de [1].

Na figura 2(a) é representada uma lente plano-convexa, que pela definição, é uma

lente convergente. A distância da fonte pontual à lente foi ajustada de tal maneira que o
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feixe de raios divergentes que atinge a lente saia dela como um feixe de raios paralelos ao

eixo óptico. Quando isso ocorre, a distância da fonte à lente é chamada de distância focal ou

foco, f1, da lente convergente. Como os raios são reverśıveis, se um feixe de raios paralelos

ao eixo óptico entra na lente pela direita, eles vão convergir para o ponto focal F1, à esquerda

da lente. O prinćıpio da reversibilidade dos raios luminosos deriva do prinćıpio de Fermat.

Para maiores detalhes veja o caṕıtulo 4, seção 4.5 de [1].

Na figura 2(b) temos uma lente convergente constrúıda pela justaposição de duas

lentes plano-convexas como a da figura 2(a). A fonte pontual é colocada no ponto F1 a uma

certa distância da lente de maneira que o feixe de raios emergente irá convergir para um

ponto do outro lado da lente, F2. Esses dois pontos são chamados de pontos conjugados da

lente. Como consequência da reversibilidade dos raios luminosos, se a fonte for colocada no

ponto F2 os raios emergentes vão convergir para o ponto F1.

Finalmente, na figura 2(c) é representada uma lente plano-côncava (divergente) e

vamos supor que raios paralelos ao eixo óptico atinjam a lente vindos da esquerda. Eles vão

sair da lente divergentes, mas parecem divergir de um ponto situado à esquerda da lente, F2.

A distância desse ponto à lente é chamada de distância focal ou foco f2 da lente divergente.

A posição do objeto em relação à lente é chamada de ponto objeto e a posição da

imagem em relação à lente é conhecida como ponto imagem.

O tipo de lente que se pretende estudar é constrúıdo de tal maneira que tanto o

ponto objeto (posição do objeto em relação à lente), como o ponto imagem (posição da

imagem em relação à lente) se encontram fora do meio da lente. Vamos restringir nosso

estudo a lentes e sistemas de lentes imersos no ar, cujo ı́ndice de refração é considerado igual

a 1 (o valor tabelado é igual a nar = 1, 000293, a 1 atm e 0 ◦C, medida realizada com luz de

sódio λ = 589, 29 nm, dados obtidos de [1]).

Observando mais uma vez a figura 2(b) vemos que os raios provenientes da fonte

pontual em F1 vão convergir para o ponto chamado conjugado F2, então, se for colocado

um anteparo no ponto F2 vai aparecer nesse anteparo uma imagem luminosa da fonte que

está em F1. Por essa razão a imagem é dita real. A imagem real pode ser projetada em um

anteparo.

Por outro lado, na figura 2(c), como os raios que chegam à lente são paralelos, ou seja,

a fonte está no infinito, os raios que emergem são divergentes, mas parecem se originar num

ponto F2. Entretanto, se for colocado um anteparo no ponto F2, nenhuma imagem luminosa

da fonte aparecerá no anteparo, apesar de que essa imagem pode ser percebida através da

lente. Essa imagem é dita virtual, como as imagens formadas por espelhos planos. Imagens

virtuais não podem ser projetadas em anteparos.

Este estudo que estamos propondo se restringirá aos raios que atingem a lente obe-

decendo a aproximação paraxial. Essa aproximação considera que os raios chegam à lente

com ângulos (ϕ), em relação ao eixo óptico da lente, pequenos o suficiente para que a apro-
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ximação em primeira ordem, senϕ ≈ ϕ e cosϕ ≈ 1 (ϕ em radianos), seja válida (ela é uma

aproximação razoável até ϕ ≈ 10◦).

Relembrando que o seno e o coseno de ϕ podem ser expandidos em séries de potência:

cosϕ = 1− ϕ2

2!
+
ϕ4

4!
− ϕ6

6!
+ · · · (1)

senϕ = ϕ− ϕ3

3!
+
ϕ5

5!
− ϕ7

7!
+ · · · (2)

A aproximação paraxial é também chamada de primeira ordem porque ela considera

somente o primeiro termo na aproximação acima. Por essa razão, a teoria que admite essa

aproximação é chamada de Óptica de Primeira Ordem ou Óptica Paraxial ou, ainda, Óptica

Gaussiana. Este último nome se deve ao fato de ter sido o matemático alemão Karl Friederich

Gauss, em 1841, quem primeiro fez uma formulação sistemática da formação de imagens sob

essa aproximação.

2.2 Lentes Delgadas

A lente delgada é aquela cujo comportamento pode ser previsto desprezando sua espessura.

No tratamento que vai ser realizado será considerada válida a aproximação paraxial e vai-se

estudar somente o caso em que o ı́ndice de refração da lente é maior que o ı́ndice de refração

do meio onde ela se encontra, que será o ar (nar = 1).

Lentes delgadas, divergentes ou convergentes podem ter duas superf́ıcies curvas ou

uma curva e uma plana, como se vê na figura 3 a seguir. Cada lente recebe um nome de

acordo com sua geometria.
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at so1 will appear to meet at P′, a distance, which we now call 
si1, from V1, given by

	
nm

so1
+

nl

si1
=

nl - nm

R1
	 (5.11)

media in which it is immersed. Concave, diverging, or negative 
lenses, on the other hand, are thinner at the center and tend  
to advance that portion of the incident wavefront, causing it to  
diverge more than it did prior to entry.

Thin-Lens Equations

Return to the discussion of refraction at a single spherical in-
terface, where the location of the conjugate points-S and -P is  
given by

	
n1

so
+

n2

si
=

n2 - n1

R
	 [5.8]

When so is large for a fixed (n2 - n1)>R, si is relatively small. 
The cone of rays from S has a small central angle, the rays do not 
diverge very much, and the refraction at the interface can cause 
them all to converge at P. As so decreases, the ray-cone angle 
increases, the divergence of the rays increases, and si moves 
away from the vertex; that is, both ui and ut increase until finally 
so = ƒo and si = ∞ . At that point, n1>so = (n2 - n1)>R, so that if 
so gets any smaller, si will have to be negative, if Eq. (5.8) is to 
hold. In other words, the image becomes virtual (Fig. 5.13).

Let’s now locate the conjugate points for a lens of index nl
surrounded by a medium of index nm, as in Fig. 5.14, where 
another end has simply been ground onto the piece in Fig. 5.13c. 
This certainly isn’t the most general set of circumstances, but it is 
the most common, and even more cogently, it is the simplest.* 
We know from Eq. (5.8) that the paraxial rays issuing from S  

R1 � 0
R2 � 0

R1 � 0
R2 � 0

CONVEX CONCAVE

Biconvex Biconcave

R1 � 0
R2 � 0

R1 � 0
R2 � 0

Meniscus
convex

Meniscus
concave

R1 � ∞
R2 � 0

R1 � ∞
R2 � 0

Planar convex Planar concave

Figure 5.12    Cross sections of various centered spherical simple lenses. 
The surface on the left is Þ1, since it is encountered first. Its radius is R1. 
(Melles Griot)

PS

(a)

S

(b)

P� S

(c)

Figure 5.13    Refraction at a spherical interface between two transparent 
media shown in cross section.

A lens focusing a beam of light. (L-3 Communications Tinsley Labs Inc.)

*See Jenkins and White, Fundamentals of Optics, p. 57, for a derivation containing 
three different indices.
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Figura 3. Diferentes lentes convergentes e divergentes e os seus raios de curvatura. Extráıda da

figura 5.12 de [1].
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Lentes convexas ou convergentes (mais espessas no centro que nas extremidades)

fazem diminuir o raio de curvatura das frentes de onda que as atingem, ou, utilizando o

conceito de raios, altera o ângulo de sáıda dos raios tornando-os mais convergentes. Elas

também são chamadas de lentes positivas porque se convenciona que a distância focal de

uma lente convergente é positiva.

Lentes côncavas ou divergentes (mais finas no centro que nas extremidades) fazem

aumentar o raio de curvatura das frentes de onda que incidem sobre ela. Ou, em termos de

raios, torna-os mais divergentes ao sáırem que quando entraram. São também chamadas de

lentes negativas porque se convenciona que a distância focal de lentes divergentes é negativa.

Há mais algumas convenções que se adotam no tratamento do funcionamento das

lentes:

• o foco objeto, fo, de uma lente é o ponto focal do lado onde está colocado o objeto,

esse ponto se encontra sobre o eixo óptico da mesma

• o foco imagem, fi, é o ponto focal do lado da lente onde se forma a imagem, esse ponto

se encontra sobre o eixo óptico da mesma

• para uma lente delgada, fo = fi = f

• o meio de entrada do raio na lente é chamado de espaço objeto

• a distância o é a distância do objeto ao plano que passa pelo centro da lente (essa

definição é válida apenas para lentes delgadas)

• a posição do objeto em relação à lente é chamada de ponto objeto

• o meio em que o raio emerge da lente é chamado de espaço imagem

• a distância i é o intervalo entre a imagem e o plano que passa pelo centro da lente

(essa definição é válida apenas para lentes delgadas)

• a posição da imagem em relação à lente é chamada de ponto imagem

• ho é a altura do objeto, que é a sua dimensão perpendicular ao eixo óptico

• hi é altura da imagem ou sua dimensão perpendicular ao eixo óptico.

A seguir, a convenção de sinais adotada para essas variáveis, considerando o feixe

de luz entrando na lente pela esquerda:

• a distância do objeto à lente, o, é positiva se o objeto estiver à esquerda da lente (lado

pelo qual o feixe entra na lente) e negativa se o objeto estiver à direita da lente (lado

pelo qual o feixe sai da lente)
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• a distância da imagem à lente, i, é positiva se a imagem estiver à direita da lente (lado

pelo qual o feixe sai da lente) e negativa se a imagem estiver à esquerda da lente (lado

pelo qual o feixe entra na lente)

• a distância focal f é positiva se a lente é convergente e negativa se a lente é divergente

• a altura ho do objeto e hi da imagem são positivas se estão acima do eixo óptico e

negativas se estiverem abaixo do eixo óptico

• a altura hi da imagem está para a altura ho do objeto assim como a distância i da

imagem à lente está para a distância o do objeto à lente. E a relação entre hi e ho é

chamada de magnificação linear transversal da lente, m. Se m é negativa significa que

a imagem está invertida.

i

o
=
hi
ho

= m (3)

A figura 4 a seguir mostra como uma lente delgada convergente forma a imagem de

um objeto de altura ho.

f

objeto
imagem

ho

hi

o i

Figura 4. Formação de imagem por uma lente convergente.

Essa imagem é uma imagem real e invertida, portanto, pode ser projetada em um

anteparo. Tanto a posição, i, como a altura, hi, ou magnificação dessa imagem podem ser

previstas. Essa previsão será o objeto das próximas seções.

2.3 Método Matricial Aplicado à Análise de Lentes

Há um método interessante que permite resolver o problema de traçar o caminho dos raios

luminosos através de uma lente ou sistemas de lentes. Esse método é particularmente útil

para sistemas de lentes em que a resolução anaĺıtica convencional fica muito trabalhosa. Esse

método utiliza matrizes para prever o caminho de um raio luminoso através de um sistema

óptico.
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Supondo que um raio de luz paraxial incida sobre um sistema óptico, vamos caracte-

rizá-lo por dois parâmetros: a distância r que ele está do eixo óptico do sistema e o ângulo ϕ

que ele faz com esse eixo. O sistema óptico, qualquer que seja ele, terá um plano de entrada

e um plano de sáıda do raio de luz. Vamos supor que os valores dos parâmetros r e ϕ nesses

planos sejam (r1, ϕ1) e (r2, ϕ2) respectivamente, como se vê na figura 5 a seguir.

P1 P2

plano de
entrada

plano de
saída

planos principais

r1
r2

ϕϕ11

d

ϕϕ22

Figura 5. Diagrama esquemático de um sistema óptico de espessura d, mostrando um raio

paraxial t́ıpico e seus parâmetros nos planos de entrada (r1 e ϕ1) e e sáıda (r2 e ϕ2)

do sistema.

Na aproximação paraxial há uma relação linear entre esses parâmetros da forma

(essas relações vem da aplicação da Lei de Snell nas interfaces de separação entre os meios):

r2 = Ar1 +Bϕ1 (4)

ϕ2 = Cr1 +Dϕ1 (5)

ou usando a notação matricial:(
r2

ϕ2

)
=

(
A B

C D

)(
r1

ϕ1

)
(6)

lembrando que estamos usando o ı́ndice 1 para assinalar a entrada e o ı́ndice 2 para a sáıda

do raio luminoso.

A matriz M , da expressão (6), é chamada de matriz de transferência do raio lumi-

noso:

M =

(
A B

C D

)
(7)

Essa matriz transforma o raio que incide no ponto P1 da lente, (ponto de entrada), no raio

que emerge no ponto P2, (ponto de sáıda). Portanto a matriz é um operador, ela opera uma

transformação sobre o raio luminoso.

Geralmente o determinante dessa matriz é igual a 1, como consequência do teorema

de Liouville. Esse teorema diz que a área do feixe luminoso (que vem do objeto e vai definir

a imagem) é conservada no espaço de fase. Quando temos que descrever um sistema f́ısico,
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há necessidade de certas grandezas para caracterizar essa descrição; o espaço de fase é o

espaço cujas coordenadas são essas grandezas. No caso, o espaço de fase do feixe é definido

como o espaço definido pelas coordenadas (r, ϕ), ou seja, um espaço bidimensional cujos

eixos são a distância r do eixo óptico ao ponto onde o raio atinge a lente, e o ângulo ϕ,

que é o ângulo que o raio faz com o eixo óptico da lente. Se a área no espaço de fase

é conservada, pode ser demonstrado que o determinante da matriz de transferência, M , é

igual a 1. Essa caracteŕıstica pode ser explorada como um teste de consistência sempre que

se cria uma matriz de transferência: uma condição necessária (mas não suficiente) é que seu

determinante seja igual a 1, para que ela faça a transferência correta entre o raio que entra

e o raio que sai do sistema óptico.

Uma outra caracteŕıstica da maioria dos sistemas ópticos, feitos de material isotrópico,

é que são reverśıveis, isto é, um raio luminoso que o atravesse da direita para a esquerda

com parâmetros de entrada (r2, ϕ2) sairá do sistema com parâmetros (r1, ϕ1). Portanto:(
r1

ϕ1

)
=

(
A′ B′

C ′ D′

)(
r2

ϕ2

)
(8)

e a matriz de transferência do raio reverso é:(
A′ B′

C ′ D′

)
=

(
A B

C D

)−1

(9)

Uma outra vantagem do tratamento matricial para o cálculo do transporte do feixe

é que ele o torna mais simples quando o sistema óptico possui mais de um elemento. Vamos

supor que o raio, ao sair da primeira lente, entra numa segunda lente; para representar o

transporte do raio luminoso através desse sistema vamos ter que representar por matrizes a

entrada e a sáıda do raio nas lentes e sua propagação no espaço entre elas. Essa descrição é

apresentada a seguir.

2.3.1 Representação Matricial do Espaço Livre entre dois Elementos Ópticos

O espaço livre onde o feixe de raios luminosos se propaga é a mais simples e a mais comum

componente de transporte de feixe e a matriz que o representa é, portanto, a mais simples.

Na figura 6 a seguir, o raio luminoso se desloca do ponto P1 ao ponto P2 no espaço livre:

De acordo com a figura supõe-se que P1 é o ponto inicial do raio luminoso e P2 o

ponto final, d é a distância que o raio percorre entre P1 e P2 e r1 é a distância do ponto P1

ao eixo óptico. Portanto, sendo válida a aproximação paraxial, valem as relações:

tanϕ1 =
senϕ1

cosϕ1

≈ senϕ1 ≈ ϕ1 (10)

usando esse resultado podemos escrever que:

r2 = r1 + dϕ1

ϕ2 = ϕ1

(11)
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r1

r2
ϕϕ11

ϕϕ22
r

z
d

Figura 6. Representação do espaço livre (de comprimento d) entre dois pontos.

na forma matricial as equações (11) tornam-se:(
r2

ϕ2

)
=

(
1 d

0 1

)(
r1

ϕ1

)
(12)

Note que o determinante da matriz de transferência é igual a 1 e como o caminho

percorrido pelo raio luminoso nesse espaço deve ser simétrico, os elementos A e D devem

ser iguais. Tanto r1 quanto d devem ser expressos nas mesmas unidades e os ângulos em

radianos.

2.3.2 Representação Matricial de uma Lente Delgada

Uma lente delgada é ilustrada na figura 7 a seguir. Essa lente pode ser considerada como

um dispositivo que causa uma mudança na divergência angular do feixe luminoso que é

instantânea e correspondente ao desvio da trajetória do feixe ao passar através da lente.

f

r1

r

ϕϕ11 ϕϕ22

r2

Figura 7. Percurso de dois raios luminosos através de uma lente delgada.

Vamos ver o que acontece quando três raios luminosos com trajetórias diferentes

atingem a lente delgada, de distância focal, f , conforme a figura 8 abaixo:

11



f

r1

ϕϕ22

(a)
(b)

(c)

f /2

f

ϕϕ11 == 00

ϕϕ22 == 00ϕϕ11ϕϕ11

ϕϕ22

ββ
αα

Figura 8. Esquema de lente delgada com três raios luminosos atingindo a lente com três ângulos

de entrada diferentes.

A situação (a) é aquela em que o raio entra pelo foco objeto da lente, portanto esse

raio sai paralelo ao eixo óptico, e, sempre tendo em mente que estamos trabalhando dentro

do limite de validade da aproximação paraxial, teremos que:

tanϕ
(a)
1 ≈ ϕ

(a)
1 =

r1

f
e ϕ

(a)
2 = 0 (13)

onde ϕ
(a)
1 é o ângulo que o raio de entrada faz com o eixo óptico da lente, r1 é a distância

do eixo óptico ao ponto onde o raio de entrada atinge a lente e ϕ
(a)
2 é o ângulo que o raio de

sáıda faz com o eixo óptico da lente. Podemos escrever, então:

∆ϕ(a) = ϕ
(a)
2 − ϕ

(a)
1 = −r1

f
(ϕ2 = 0) (14)

Na situação (b) o raio de entrada cruza o eixo óptico a uma distância igual à metade

da distância focal da lente. Nesse caso, vamos ter:

ϕ
(b)
2 + α + β = ϕ

(b)
1 (15)

onde o ângulo α é o ângulo que o raio emergente da situação (b) faz com o prolongamento do

raio incidente da situação (a), e, β é o ângulo entre o prolongamento dos dois raios incidentes,

o da situação (a) e o da situação (b). Portanto:

tanϕ
(b)
1 ≈ ϕ

(b)
1 =

r1

f
2

= 2
r1

f
(16)

e

β = ϕ
(b)
1 − ϕ

(a)
1 =

r1

f
(17)

Substituindo esses valores na equação (15) obtemos:

ϕ
(b)
2 + α +

r1

f
= 2

r1

f
(18)
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e

ϕ
(b)
2 + α =

r1

f
= ϕ

(a)
1 (19)

o que por construção implica que α = 0 e ϕ
(b)
2 = r1

f
. Então, também na situação (b), em que

o raio atinge a lente cruzando o eixo óptico na metade da distância focal, temos que:

∆ϕ(b) = ϕ
(b)
2 − ϕ

(b)
1 = −r1

f
(20)

Na situação (c) o raio incide na lente paralelamente ao seu eixo óptico, portanto

ϕ
(c)
1 = 0, temos:

ϕ
(c)
2 = −r1

f
(21)

portanto:

∆ϕ(c) = ϕ
(c)
2 − ϕ

(c)
1 = −r1

f
(22)

ou seja, para qualquer raio incidente, pode-se provar que a diferença angular entre o raio

que emerge da lente e esse mesmo raio quando atinge a lente é sempre igual a − r1
f

, o que

permite usar essa relação para definir a distância focal, f , da lente delgada.

Dessa forma, as equações para essa lente são:

r2 = r1

ϕ2 = − r1
f

+ ϕ1

(23)

ou (
r2

ϕ2

)
=

(
1 0

− 1
f

1

)(
r1

ϕ1

)
(24)

Observação: Em alguns textos trabalha-se com a potência da lente, P , que é definida

como o inverso da distância focal.

Com o que foi apresentado, é posśıvel, agora, descrever a imagem de um objeto

formada por uma lente delgada, convergente, utilizando o método matricial. Vamos supor

que o objeto se encontre a uma distância o, da lente convergente de distância focal f , e que

a lente produza uma imagem real a uma distância i da mesma. Então, tanto o deslocamento

em relação ao eixo óptico quanto os ângulos, ou divergência, na posição do objeto e na

posição da imagem, serão relacionados por uma equação matricial da forma:(
r2

ϕ2

)
=

(
1 i

0 1

)(
1 0

− 1
f

1

)(
1 o

0 1

)(
r1

ϕ1

)
(25)

A matriz de transferência vai ser o produto dessas três matrizes, nessa ordem. A

ordem é importante porque ela diz que a primeira matriz (a primeira matriz quer dizer a que

vai multiplicar primeiro a matriz do raio incidente) a operar sobre o raio luminoso é aquela

que descreve sua propagação do objeto até a lente. A segunda será a que representa a lente e
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a terceira é a que faz o transporte do raio da lente até a imagem. A matriz de transferência

do sistema será então:

 r2

ϕ2

 =


1− i

f
o− io

f
+ i

− 1

f
1− o

f


 r1

ϕ1

 (26)

Portanto:

r2 =

(
1− i

f

)
r1 +

(
o− io

f
+ i

)
ϕ1 (27)

ϕ2 = − 1

f
r1 +

(
1− o

f

)
ϕ1 (28)

Todos os raios que deixam qualquer ponto do objeto vão ser trazidos para um ponto

correspondente na imagem, não interessando qual era sua divergência ao deixar o objeto.

Isso tem como consequência que r2 depende de r1, mas não de ϕ1 e, portanto, o termo

superior direito da matriz de transferência deve ser igual a zero.

O termo superior direito da matriz de transferência de uma lente é proporcional à

espessura da lente (geralmente medida no seu centro), no caso das lentes delgadas esse termo

é sempre nulo. O termo inferior esquerdo da matriz de transferência é o inverso da distância

focal com sinal negativo, qualquer que seja a lente ou sistema de lentes. Essas caracteŕısticas

serão discutidas mais adiante quando for apresentada a descrição das lentes espessas.

É fácil verificar que o determinante da matriz de transferência final (que é a matriz

produto das três matrizes da equação (25)) é igual a 1, o que está de acordo com o teorema

de Liouville, e, já é uma boa indicação de que a equação matricial (25) deve estar correta.

Se tomarmos equação (27) levando em conta que, como já dissemos r2 depende de r1, mas

não depende de ϕ1, vamos obter:
1

i
+

1

o
=

1

f
(29)

também conhecida como equação de Gauss. A distância focal é positiva em consequência

das convenções adotadas para lentes delgadas convergentes. Pode ser feito o mesmo desen-

volvimento para uma lente delgada divergente.

2.3.3 Método Matricial Aplicado a uma Associação de lentes

Vamos, agora, associar duas lentes delgadas e através do método matricial achar a distância

focal da associação.

Na figura 9 está representada essa associação: lente 1 com distância focal f1, depois

um espaço livre entre as lentes de comprimento d e a lente 2 de distância focal f2:
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f1 d f2

Lente 1 Lente 2

Figura 9. Sistema de duas lentes convergentes de distâncias focais f1 e f2 separadas por uma

distância d.

Repetindo o procedimento que já foi feito, temos que escrever três matrizes: a de

transferência para a lente 1, depois a matriz para o espaço vazio entre as lentes e, finalmente

a matriz de transferência para a segunda lente. A matriz de transferência da associação

vai ser o produto dessas três matrizes. A “espessura” da associação vai ser proporcional ao

termo superior direito da matriz de transferência final e a distância focal da associação vai

ser o inverso do termo inferior esquerdo dessa matriz, com sinal negativo.

A matriz de transferência da primeira lente convergente é:

M1 =

(
1 0

− 1
f1

1

)
(30)

seguida da matriz do espaço entre as lentes

Mesp =

(
1 d

0 1

)
(31)

e da matriz de transferência da segunda lente convergente:

M2 =

(
1 0

− 1
f2

1

)
(32)

A matriz de transferência para esse sistema vai ser o produto das três matrizes

acima:

M = M2 ·Mesp ·M1 =

(
1 0

− 1
f2

1

)(
1 d

0 1

)(
1 0

− 1
f1

1

)
(33)

Portanto, multiplicando a matriz de transferência da primeira lente pela matriz que

representa o espaço vazio entre as lentes e depois multiplicando essa matriz pela matriz de

transferência da segunda lente tem-se:

M =


1− d

f1

d

− 1

f2

+
d

f1f2

− 1

f1

1− d

f2

 (34)
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Como já foi mencionado, o termo superior direito da matriz de transferência da

associação é proporcional à “espessura” da associação, que, como estamos tratando de um

sistema de duas lentes delgadas, é a distância entre elas, que é d. O termo inferior esquerdo

é o inverso da distância focal da associação com sinal negativo:

− 1

f
= − 1

f2

+
d

f1f2

− 1

f1

(35)

ou seja
1

f
=

1

f1

+
1

f2

− d

f1f2

(36)

Essa é a distância focal de uma associação de duas lentes delgadas.

2.3.4 Método Matricial Aplicado a Lentes Espessas

Podemos também aplicar esse método a lentes cuja espessura não pode ser desprezada, como

foi feito para o caso de lentes delgadas.

Vamos continuar supondo válida a aproximação paraxial, supondo que as lentes

estão imersas no ar e que são constrúıdas de material isotrópico e com ı́ndice de refração

maior que o do ar. Se o material é isotrópico, podemos considerar os raios reverśıveis.

Quase todas as convenções adotadas para as lentes delgadas continuam válidas para

as lentes espessas, a menos das definições para as distâncias focais, distâncias do ponto objeto

e do ponto imagem, que conforme se verá adiante, não podem mais ser medidas em relação

ao plano que passa pelo centro da lente.

A matriz de transferência vai permitir o mesmo que para o caso das lentes delgadas,

quer dizer, ela vai permitir prever como um raio incidente na lente vai emergir da mesma. Ou

seja, que as propriedades de um sistema óptico sejam descritas, em termos gerais, pela loca-

lização dos seus pontos focais e de seus planos principais, cujas posições serão determinadas

pelos elementos da matriz.

Para facilitar o entendimento, vamos observar a figura 10 a seguir:

fo

d

fi

H1 H2

Figura 10. Diagrama de uma lente espessa, de espessura d, onde são mostrados os planos prin-

cipais, H1 e H2, os focos objeto, fo, e imagem fi.

A figura 10 define os principais parâmetros de uma lente espessa, ou seja, a sua

espessura d, os planos principais H1 e H2 e os focos objeto, fo, e imagem, fi.
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A figura 11 mostra a trajetória verdadeira de dois raios luminosos provenientes de

um objeto através de uma lente espessa.

f1 f2

H1 H2

planos principais

o

i

h1 h2

Figura 11. Diagrama ilustrando a propagação de raios luminosos através de uma lente espessa.

Nessa figura fica evidente a dificuldade em relação à medida das distâncias focais

e distâncias da imagem e do objeto em relação à lente. Na lente delgada essas distâncias

foram medidas em relação ao plano que passa pelo centro da lente, isso significa que estamos

considerando que as duas refrações, uma em cada superf́ıcie da lente, estão ocorrendo num

só ponto que pertence ao plano que passa pelo centro da lente. Se a lente é suficientemente

fina, o erro que se estará cometendo não é muito significativo. Mas, para uma lente espessa,

as duas refrações, uma na primeira e outra na segunda superf́ıcie estão afastadas o suficiente

uma da outra para não permitir que se considere que toda a refração ocorre num ponto do

plano central. O erro que se estaria cometendo seria muito grande.

Por outro lado seria interessante poder adaptar os conceitos que funcionam para a

lente delgada para o caso de lentes espessas. Será que é posśıvel continuar afirmando, como

fizemos, que o raio que entra paralelo ao eixo óptico emerge passando pelo foco?

A figura 12 é um esquema de uma seção de uma lente e dos seus planos principais,

com a trajetória imaginária dos dois raios luminosos.

f1 f2

H1 H2

planos
principais

ϕϕ1 = 0

ϕϕ1 r1

r1
ϕϕ2 r2

ϕϕ22 = 0

r2

h1 h2

plano de
saída

plano de
entrada

F1 F2(a)

(b)

Figura 12. Esquema da trajetória virtual de dois raios luminosos através de uma lente espessa.
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Observando a figura 12 (raio (b)), podemos dizer que essa afirmação é correta se,

ao invés de considerarmos que essa mudança de direção ocorre no plano central, dissermos

que ela ocorre em um ponto imaginário H2 que é o ponto de interseção dos prolongamentos

do raio incidente na primeira superf́ıcie e do raio emergente da segunda superf́ıcie. Esse

ponto H2 pertence a um plano imaginário que recebe o nome de plano principal da lente e

é perpendicular ao eixo óptico. Nota-se que quanto mais espessa for a lente mais esse plano

estará afastado do plano central.

A mesma discussão se aplica para o raio (a) que atinge a lente passando pelo foco

e que deve emergir paralelo. Na figura 12 vemos que essa afirmação pode continuar válida

se considerarmos que a mudança total de direção que o raio sofre ao atravessar a lente vai

ocorrer em um ponto imaginário, que é a interseção dos prolongamentos do raio incidente

na primeira superf́ıcie e o raio emergente da segunda superf́ıcie. Esse ponto é o ponto H1

que pertence a um outro plano imaginário que também recebe o nome de plano principal da

lente. Uma lente espessa tem, portanto, dois planos principais.

O raio (a) que passa pelo primeiro ponto focal F1 vai emergir da lente paralelo ao

eixo óptico. Um raio (b) incidente paralelo ao eixo óptico que atinja a lente vai emergir dela

passando pelo seu segundo ponto focal F2. Esses dois raios, que estão desenhados na figura

12 são chamados de raios principais do sistema óptico.

Da mesma forma que para o caso das lentes delgadas, os pontos focais se encontram

sobre o eixo óptico da lente.

Podemos agora definir os demais parâmetros para uma lente espessa:

• a distância f1 é a distância entre o primeiro ponto focal F1 e o primeiro plano principal;

ela é chamada de primeira distância focal dessa lente

• a distância f2 é a distância entre o segundo ponto focal F2 e o segundo plano principal;

ela é chamada de segunda distância focal dessa lente

• como a lente está imersa num meio isotrópico (o meio tem o mesmo ı́ndice de refração

de cada lado da lente) f1 = f2

• h1 é a distância entre o plano em que o raio atinge a lente, ou plano de entrada e o

primeiro plano principal

• h2 é a distância entre o segundo plano principal e o plano em que o raio emerge da

lente, ou plano de sáıda

• a distância do objeto ao primeiro plano principal é chamada de o

• a distância da imagem ao segundo plano principal é chamada de i
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• cada superf́ıcie esférica de uma lente tem um raio de curvatura R. O raio de curvatura

será positivo se a superf́ıcie atingida pelo raio luminoso ao se propagar for côncava; e

o raio de curvatura será negativo se a superf́ıcie atingida pelo raio luminoso em seu

caminho for convexa. O raio de curvatura será infinito quando corresponder a uma

face plana.

Vamos construir as matrizes que descrevem essa trajetória virtual. Primeiro vamos

escrever a matriz do raio (a) que passa pelo ponto F1 e vai até H1, para esse raio, ϕ
(a)
2 é

igual a zero:

r
(a)
2 = Ar

(a)
1 +Bϕ

(a)
1

ϕ
(a)
2 = Cr

(a)
1 +Dϕ

(a)
1

(37)

r
(a)
1 é definido como a distância do eixo óptico ao ponto em que o raio atinge o plano de

entrada da lente. ϕ
(a)
1 é o ângulo que o raio incidente faz com o eixo óptico. r

(a)
2 é a distância

entre o eixo óptico e o ponto onde o prolongamento do raio incidente cruza o primeiro plano

principal da lente. Então, como fica evidente na figura 12 (sempre dentro da aproximação

paraxial):

r
(a)
2 = r

(a)
1 + h1ϕ

(a)
1

ϕ
(a)
2 = Cr

(a)
1 +Dϕ

(a)
1 = 0

(38)

mas, como podemos ver na figura 12:

ϕ
(a)
1 =

r
(a)
1

f − h1

(39)

Por outro lado, para o raio (b), ϕ
(b)
1 é igual a zero e sempre estamos trabalhando

com a mesma notação para os parâmetros, ou seja r
(b)
1 e ϕ

(b)
1 para a entrada e r

(b)
2 e ϕ

(b)
2 para

a sáıda. Assim, na mesma figura 12:

r
(b)
2 = Ar

(b)
1

ϕ
(b)
2 = Cr

(b)
1

(40)

da figura 12 vê-se que:

ϕ
(b)
2 = −r

(b)
1

f
(41)

Portanto, como já tinha sido visto antes, o elemento C = − 1
f
. Da expressão (38)

podemos escrever:

Cr
(a)
1 = −Dϕ(a)

1 (42)

substituindo (39) na equação acima vamos obter:

Cr
(a)
1 = −D r

(a)
1

f − h1

⇒ h1 =
D + Cf

C
(43)
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mas como C = − 1
f

h1 =
D − 1

C
(44)

Da figura 12 podemos ver que:

ϕ
(b)
2 = − r

(b)
2

f − h2

(45)

e usando, da equação (40), que ϕ2 = Cr1 e que r2 = Ar1 temos

Cr
(b)
1 = − r

(b)
2

f − h2

= − Ar
(b)
1

f − h2

(46)

e obtemos que

h2 =
A− 1

C
(47)

Portanto, uma vez tendo a matriz de transferência da lente espessa, temos automa-

ticamente as posições de seus dois planos principais, através de h1 e h2.

Agora vamos construir a matriz de transferência para uma lente espessa como a da

figura 13.

ϕϕ1

θθi αα θθr
θθp

δδ1

r1

R1 R2

r2

ϕϕ2

planos
principais

t

h1 h2

Figura 13. Diagrama que ilustra a propagação de um raio luminoso através de uma lente es-

pessa.

Essa matriz vai ser o produto de três matrizes de transferência: (i)M1 é a matriz para

a primeira superf́ıcie esférica atingida pelo raio luminoso; (ii) M2 é a matriz que descreve o

caminho do raio luminoso no meio da lente (espessura t); e (iii) M3 é a matriz que representa

a segunda interface esférica.

M = M3M2M1 (48)
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Notar a ordem dessas matrizes (essa ordem já foi observada antes, para a lente

delgada), M1 é a última à direita porque ela opera primeiro no raio incidente, representando

a primeira superf́ıcie que ele encontra.

Na primeira superf́ıcie esférica encontrada pelo raio luminoso pode-se (considerando

a aproximação paraxial e nar = 1) obter:

ϕ1 + δ1 + α = 180◦ = θi + α

ou

ϕ1 + δ1 = θi (49)

Aplicando a lei de Snell (na aproximação paraxial senθ ≈ θ):

ϕ1 + δ1 = nθr = n(θp + δ1) (50)

mas como

senδ1 ≈ δ1 =
r1

R1

podemos reescrever (50) como:

θp =
(1− n)

nR1

r1 +
1

n
ϕ1

r2 = r1

(51)

Assim, a matriz da primeira interface fica:

M1 =


1 0

(1− n)

nR1

1

n

 (52)

Podemos usar a definição de potência, P , de uma superf́ıcie refratora, P1 = (n −
1)/R1 (R1 que é o raio de curvatura da primeira superf́ıcie é medido em metros e a potência,

P1, é metro−1 ou dioptria) para reescrever a matriz (52):

M1 =


1 0

−P1

n

1

n

 (53)

Na aproximação paraxial considera-se que todos os raios que passam pela lente

espessa atravessam a mesma distância, t, dentro da lente. Nesse caso M2 será (matriz do

espaço vazio (12)):

M2 =

(
1 t

0 1

)
(54)
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A matriz M3 que representa a segunda superf́ıcie refratora, tem o mesmo formato

de M1, apenas levando-se em conta que o raio vem de um meio com ı́ndice de refração n e

vai para um meio de ı́ndice de refração 1 (o contrário da primeira superf́ıcie) e que o raio de

curvatura da segunda superf́ıcie é R2:

M3 =


1 0

(n− 1)

R2

n

 =

(
1 0

−P2 n

)
(55)

Finalmente a matriz de transferência da lente espessa considerada vai ser o produto

das três matrizes M1 , M2 e M3:

M = M3M2M1 =


1− tP1

n

t

n

tP1P2

n
− P1 − P2 1− tP2

n

 (56)

Sabemos que a distância focal dessa lente está relacionada ao elemento inferior

esquerdo da matriz de transferência:

− 1

f
=
tP1P2

n
− P1 − P2 (57)

Como P1 = (n − 1)/R1 e P2 = (1 − n)/R2 podemos substituir na equação acima

para obter a distância focal f em termos dos raios de curvatura R1 e R2:

1

f
= (n− 1)

(
1

R1

− 1

R2

)
+

(n− 1)2

n

(
t

R1R2

)
(58)

A espessura da lente é proporcional ao elemento superior direito da matriz de trans-

ferência que é (t/n), onde t é, de fato, a espessura da lente.

As distâncias h1 (do plano de entrada ao primeiro plano principal da lente) e h2 (do

segundo plano principal ao plano de sáıda da lente) podem agora ser calculadas, através das

expressões (44) e (47) e da matriz de transferência (56):

h1 =
t

n
(

1 + P1

P2
− tP1

n

) (59)

e

h2 =
t

n
(

1 + P2

P1
− tP2

n

) (60)

Vamos ver o que acontece com a matriz de transferência se considerarmos t = 0, ou

seja, uma lente delgada:

M =

(
1 0

−(P1 + P2) 1

)
(61)
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substituindo os valores de P1 e P2 e considerando que o elemento inferior esquerdo é menos

o inverso da distância focal da lente delgada, vamos obter:

1

f
= (n− 1)

(
1

R1

− 1

R2

)
(62)

essa equação é conhecida como a equação do fabricante para uma lente delgada cujas su-

perf́ıcies têm raios de curvatura R1 e R2. Para ter o foco correto deve-se levar em conta as

convenções de sinais adotadas.
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