
MAE0328 - Danilo Silva 1

Resolução da primeira parte da terceira lista de exerćıcios do curso
MAE0328 dispońıvel no Texto de Regressão (Paula, 2023).

16. Considere o seguinte modelo de regressão linear yi = β1+β2(xi−x̄)+ϵi, em
que ϵi ∼ N(0, σ2) independentes, para i = 1, . . . , n. Note que tal modelo
pode ser expresso na forma matricial como y = Xβ + ϵ, em que y =
(y1, . . . , yn)

⊤, X = [X⊤
1 , · · · ,X⊤

n ]
⊤, com Xi = [1, xi − x̄], β = (β1, β2)

⊤ e
ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn)

⊤. Sabemos, para k > 0, que

β̂R = (X⊤X+ kI2)
−1X⊤y

=

[
n+ k 0
0 Sxx + k

]−1 [
nȳ
Sxy

]
=

[
nȳ/(n+ k)

Sxy/(Sxx + k)

]
,

e também que,

Var(β̂R) = σ2(X⊤X+ kI2)
−1(X⊤X)(X⊤X+ kI2)

−1

= σ2

[
n+ k 0
0 Sxx + k

]−1 [
n 0
0 Sxx

] [
n+ k 0
0 Sxx + k

]−1

= σ2

[
n/(n+ k)2 0

0 Sxx/(Sxx + k)2

]
.

Note, para Zk = (X⊤X+ kIp)
−1(X⊤X), que

E{β̂R} = E{(X⊤X+ kIp)
−1X⊤y}

= E{(X⊤X+ kIp)
−1(X⊤X)(X⊤X)−1X⊤y}

= E{(X⊤X+ kIp)
−1(X⊤X)β̂}

= (X⊤X+ kIp)
−1(X⊤X)β = Zkβ,

portanto β̂R é viesado para β com k > 0.

18. Considere o seguinte modelo de regressão linear múltipla yi = x⊤
i β + ϵi,

em que ϵi ∼ N(0, σ2) independentes, para i = 1, . . . , n. Note que tal
modelo pode ser expresso na forma matricial como y = Xβ + ϵ, em que
y = (y1, . . . , yn)

⊤, X = [X⊤
1 , · · · ,X⊤

n ]
⊤, com Xi = x⊤

i , β = (β1, . . . , βp)
⊤

e ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn)
⊤. Assumindo que r(X) = p, temos

SQRes(k)− SQRes = (y −Xβ̂R)
⊤(y −Xβ̂R)− (y −Xβ̂)⊤(y −Xβ̂)

= −2y⊤Xβ̂R + β̂
⊤
RX

⊤Xβ̂R + 2y⊤Xβ̂ − β̂
⊤
X⊤Xβ̂

= −2(β̂R − β̂)⊤X⊤y + (β̂R − β̂)⊤(X⊤X)(β̂R + β̂)

= (β̂R − β̂)⊤{−2X⊤y + (X⊤X)(β̂R + β̂)}

= (β̂R − β̂)⊤{−(X⊤X)(X⊤X)−1X⊤y + (X⊤X)β̂R}

= (β̂R − β̂)⊤(X⊤X)(β̂R − β̂) ≥ 0,
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pois (X⊤X) é positiva semi-definida. Dessa forma SQRes(k) ≥ SQRes.

19. Considere o seguinte modelo de regressão linear yi = α+βxi+ ϵi, em que
ϵi ∼ N(0, diσ

2) independentes, com di > 0, para i = 1, . . . , n. Note que tal
modelo pode ser expresso na forma matricial como y = Xβ + ϵ, em que
y = (y1, . . . , yn)

⊤, X = [X⊤
1 , · · · ,X⊤

n ]
⊤, com Xi = [1, xi], β = (α, β)⊤ e

ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn)
⊤ com ϵ ∼ Nn(0n, σ

2V−1), com V = diag{d−1
1 , . . . , d−1

n }.
Sabemos que

β̂ = (X⊤VX)−1X⊤Vy

=

[ ∑n
i=1 d

−1
i

∑n
i=1 xid

−1
i∑n

i=1 xid
−1
i

∑n
i=1 x

2
i d

−1
i

]−1 [ ∑n
i=1 yid

−1
i∑n

i=1 xiyid
−1
i

]
=

1

c

[
(
∑n

i=1 x
2
i d

−1
i )(

∑n
i=1 yid

−1
i )− (

∑n
i=1 xiyid

−1
i )(

∑n
i=1 yid

−1
i )

(
∑n

i=1 d
−1
i )(

∑n
i=1 yixid

−1
i )− (

∑n
i=1 xid

−1
i )(

∑n
i=1 yid

−1
i )

]
,

com c = (
∑n

i=1 d
−1
i )(

∑n
i=1 x

2
i d

−1
i ) − (

∑n
i=1 xid

−1
i )2. Também, para C =[

0 1
]
temos que

ASQ(Cβ = 0) = β̂
⊤
C⊤{C(X⊤VX)−1C⊤}−1Cβ̂

= β̂2
1c

{
C

( ∑n
i=1 x

2
i d

−1
i −

∑n
i=1 xid

−1
i

−
∑n

i=1 xid
−1
i

∑n
i=1 d

−1
i

)
C⊤

}−1

=
cβ̂2

1∑n
i=1 d

−1
i

.
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