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Mostrar as possibilidades de ilustração das funções de 

resposta em frequência e relação com polos e zeros

Bônus: conectar as disciplinas de Modelos Dinâmicos e 

Sistemas de Controle.

Objetivo



Introdução: Representações

Serão introduzidos 4 tipos de representações:

1. Formato Configuração (EDO)

2. Relação Entrada e Saída – Função Transferência (FT)

3. Representação no Espaço de Estado (State Space Rep.)

4. Ganho, polos e zeros

Parte do material pode ser encontrado em: H.V. Vu and R.S. 
Esfandiari, Dynamic Systems: Modeling and Analysis. Macgraw-hill



Polos e Zeros



Exemplo. 

𝐺 𝑠 =
𝑋

𝐹
𝑠 =

1

𝑚𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘
FT.

Polos 𝑝1, 𝑝2 =
−𝑏 ± 𝑏2 − 4𝑚𝑘

2𝑚𝑚𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘=0

Polos e Zeros



Exemplo. 

SS.

Polos. Autovalores de A

𝑝1, 𝑝2 =
−𝑏 ± 𝑏2 − 4𝑚𝑘

2𝑚
𝑚𝜆2 + 𝑏𝜆 + 𝑘=0

 𝑥1
 𝑥2

=
0 1

−𝑘/𝑚 −𝑏/𝑚

𝑥1
𝑥2

+
0

1/𝑚
u

0 − 𝜆 1

−𝑘/𝑚 −
𝑏

𝑚
− 𝜆

= 0

Polos e Zeros
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Várias maneiras de 

encontrar os polos de um 

sistema!

Polos e Zeros



Polos e Zeros

Vamos considerar o mesmo sistema:

Reescrevendo  𝑥 + 2𝜁𝜔𝑛  𝑥 + 𝜔𝑛
2𝑥 = 𝐾𝑟𝜔𝑛

2u

𝜔𝑛=
𝑘

𝑚

𝜁 =
𝑏

2𝑚𝜔𝑛

𝑚  𝑥 + 𝑏  𝑥 + 𝑘𝑥 =u

Frequência natural

Fator de amortecimento
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Resposta em Frequência considera a entrada e a resposta senoidais do regime 

permanente do sistema, após os transientes desaparecerem (devido às condições 

iniciais e à entrada em si).

A resposta de regime permanente de 

um sistema a uma entrada senoidal é 

um sinal senoidal de mesma 

frequência com módulo e ângulo de 

fase diferentes.

Resposta em Frequência 



Resposta em Frequência 

Im 

Re 

𝑠 = 𝑖𝜔

Número complexo



No diagrama de Bode, a função transferência  é apresentada pela módulo 

|G(jω)| e pelo ângulo de fase Φ(ω) em função da frequência ω em gráficos 

separados. 

M10log20

Resposta em Frequência: Diagrama de Bode 



O diagrama de Nyquist é o gráfico da parte real e imaginária de G(jω) 

variando a frequência ω de zero a infinito. 

Exemplo:
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Resposta em Frequência: Nyquist
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Conexão do 1gdl com polos e frf

Resposta em Frequência

https://python-control.readthedocs.io/en/0.8.3/intro.html

https://python-control.readthedocs.io/en/0.8.3/intro.html


Mais de um GDL ...

Formulação Geral: n variáveis, m entradas, n saídas

Equações das variáveis no espaço de estado            

Equações de saída                                                

 𝑥1 = 𝑓1 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡
 𝑥2 = 𝑓2 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡

...

 𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡

𝑦1 = ℎ1 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡
𝑦2 = ℎ2 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡

...

𝑦𝑝 = ℎ𝑛 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡



Representação no Espaço de Estado

𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑞1
 𝑞2
+

𝑏1 +𝑏2 −𝑏2
−𝑏2 𝑏2

 𝑞1
 𝑞2
+

𝑘1 +𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2

𝑞1
𝑞2

=
𝑢1
𝑢2

M B K U

u1(t) u2(t)



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 2.

𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑞1
 𝑞2
+

𝑏1 +𝑏2 −𝑏2
−𝑏2 𝑏2

 𝑞1
 𝑞2
+

𝑘1 +𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2

𝑞1
𝑞2

=
𝑢1
𝑢2

M B K

𝑥1 = 𝑞1
𝑥2 = 𝑞2
𝑥3 =  𝑞1
𝑥4 =  𝑞2

 𝑥1 =  𝑞1
 𝑥2 =  𝑞2
 𝑥3 =  𝑞1
 𝑥4 =  𝑞2

Estados:

U



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 2.

𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑞1
 𝑞2
+

𝑏1 +𝑏2 −𝑏2
−𝑏2 𝑏2

 𝑞1
 𝑞2
+

𝑘1 +𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2

𝑞1
𝑞2

=
𝑢1
𝑢2

M B K
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 𝑥3
 𝑥4

=
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𝑥1
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+

0
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0
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Equação de Estados:
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Representação no Espaço de Estado

Exemplo 2.

𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑞1
 𝑞2
+

𝑏1 +𝑏2 −𝑏2
−𝑏2 𝑏2

 𝑞1
 𝑞2
+

𝑘1 +𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2

𝑞1
𝑞2

=
𝑢1
𝑢2

M B K

𝑦1
𝑦2

=
1 0 0 0
0 1 0 0

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

+
0
0

0
0

𝑢1
𝑢2

C D

Equação de Saída:

ABCD ideal para 

sistemas MIMO !



Discussão: FRF colocada e não-colocada

u1(t) u2(t)

Plote as FRFs:

a.  𝑄1
𝑈1 e  𝑄2

𝑈1

b.  𝑄1
𝑈2 e  𝑄2

𝑈2

Discuta a presença ou não de zeros de acordo com a posição da 

excitação: medida e excitação no mesmo lugar  (  𝑄1
𝑈1 e  𝑄2

𝑈2) e 

medida e excitação em lugares distintos (  𝑄2
𝑈1 e  𝑄1

𝑈2).
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FRF e lugar de excitação/medida

Discussão: FRF colocada e não-colocada



Discussão: Polo em ZERO

sys1

sys2

𝑚 = 1, 𝑘 = 100, 𝑏 = 0.9



sys1

𝑚 0
0 𝑚

 𝑞1
 𝑞2
+

2𝑏 −𝑏
−𝑏 𝑏

 𝑞1
 𝑞2
+

2𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

𝑞1
𝑞2

=
0
𝑢

M1 B1 K1

sys2

𝑚 0
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 𝑞1
 𝑞2
+

𝑏 −𝑏
−𝑏 𝑏

 𝑞1
 𝑞2
+

𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

𝑞1
𝑞2

=
0
𝑢

M2 B2 K2

Polo em ZERO



sys1

sys2

 𝑥1
 𝑥2
 𝑥3
 𝑥4

=
𝟎2𝑋2 𝑰2𝑋2

−𝑴1
−1𝑲1 −𝑴1

−1𝑩1

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

+

0
0
0

1/𝑚

u

A1 B1

 𝑥1
 𝑥2
 𝑥3
 𝑥4

=
𝟎2𝑋2 𝑰2𝑋2

−𝑴2
−1𝑲2 −𝑴2

−1𝑩2

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

+

0
0
0

1/𝑚

u

A2 B2

-1.18+16.14j 

-1.18-16.14 

-0.17+6.18j 

-0.17-6.18j

-0.9+14.11j 

-0.9-14.11j 

0+0.j 

0+0.j 

Polo em ZERO

Grau de liberdade 

de corpo rígido
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O que acontece com um um

par de polos em ZERO?

Polo em ZERO
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Tarefa 2

Linhas de 𝜔𝑛

Linhas de 𝜉

𝑠1: 𝜁 = 0.0, 𝜔𝑛= 4.5𝑟𝑎𝑑/𝑠, 𝐾𝑟 = 1

s2:   𝜁 = 0.4, 𝜔𝑛= 4.5𝑟𝑎𝑑/𝑠, 𝐾𝑟 = 1

s3:   𝜁 = 0.7, 𝜔𝑛= 4.5𝑟𝑎𝑑/𝑠, 𝐾𝑟 = 1

s4:   𝜁 = 1.0 𝜔𝑛= 4.5𝑟𝑎𝑑/𝑠, 𝐾𝑟 = 1

 𝑥 + 2𝜉𝜔𝑛  𝑥 + 𝜔𝑛
2𝑥 = 𝐾𝑟𝜔𝑛

2u

𝜔𝑛=
𝑘

𝑚
𝜉 =

𝑏

2𝑚𝜔𝑛

Considerando os sistemas

Encontre os polos, plote as 

FRFs e as resposta ao 

degrau, faça uma discussão 

sobre o impacto do aumento 

do amortecimento 
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Tarefa 2

Linhas de 𝜔𝑛

Linhas de 𝜉

𝑠5: 𝜁 = 0.5, 𝜔𝑛= 1𝑟𝑎𝑑/𝑠, 𝐾𝑟 = 1

s6:   𝜁 = 0.5, 𝜔𝑛= 5𝑟𝑎𝑑/𝑠, 𝐾𝑟 = 1

s7:   𝜁 = 0.5, 𝜔𝑛= 10𝑟𝑎𝑑/𝑠, 𝐾𝑟 = 1

s8:   𝜁 = 0.5, 𝜔𝑛= 20𝑟𝑎𝑑/𝑠, 𝐾𝑟 = 1

 𝑥 + 2𝜉𝜔𝑛  𝑥 + 𝜔𝑛
2𝑥 = 𝐾𝑟𝜔𝑛

2u

𝜔𝑛=
𝑘

𝑚
𝜉 =

𝑏

2𝑚𝜔𝑛

Considerando os sistemas

Encontre os polos, plote as 

FRFs e as resposta ao 

degrau, faça uma discussão 

sobre o impacto do aumento 

da frequência natural




