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O problema




Um cenario...

Sistema de fornecimento de agua

o Arestas indicam tubulacdes com capacidades (positivas)
de volume de agua

o Vértices sao pontos de unido e transferéncia de agua entre
tubulacoes

o Ha uma fonte (S - source) e um destino (T - target)

Origem/produtor vs. _
receptor/consumidor/usuario/sorvedouro/“ralo”

Tudo que sai da fonte, deve chegar ao destino

o Agua s06 flui em uma direcdo em cada tubulacao



‘ Um cenario...

= Sistema de fornecimento de agua: grafo dirigido
ponderado
o Qual a capacidade maxima possivel que chegaa T?




‘ Um cenario...

= Sistema de fornecimento de agua: grafo dirigido
ponderado
o Como maximizar a quantidade de agua fluindo de S até T?




Problema

Fluxo: taxa em que o material € transportado
no sistema

Conservacao do fluxo
o material passa pelos vertices sem acumulacao
o taxa de entrada = taxa de saida

Cada aresta tem uma capacidade




Problema

Problema do fluxo maximo

o Qual a maior taxa na qual o material pode ser
enviado da origem ao destino

0 Sujeito as restricoes anteriores de capacidade e
conservacao



Problema

Possibilidade de fluxo

o A notagao x,y nas arestas indica capacidade (x) e fluxo real (y)
Por exemplo, a aresta (S,A) tem capacidade 5 e fluxo 1

Da para melhorar?
Se sim, como?
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Problema

Possibilidade de fluxo

o A notacao x,y nas arestas indica capacidade (x) e fluxo real (y)
Agora, a aresta (S,A) tem capacidade 5 e fluxo 4

Da para melhorar?
Se sim, como?
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Primeiras licoes

E possivel perceber alguns comportamentos do sistema

o O fluxo real f(u,v) entre dois vértices u e v deve ser igual ou menor do
que a capacidade maxima de fluxo c(u,v): f(u,v) <= c(u,v)

O fluxo minimo possivel é zero: f(u,v) >=0
Para dois vértices sem arestas entre si, entdo c(u,v) =0 e f(u,v) =0

Todo o fluxo que sai de S deve chegara T:
Zv € Vértices f(Sr U) - Zv € Vértices f(v» T)

o Com excecao de S e T, para cada vertice v, o total que sai (outflow)
deve ser equivalente ao total que entra (inflow): outflow(v) = inflow(v)

o ParaSeT, outflow(S) = inflow(T)
o Somente S produz agua 3,1
o Somente T consome agua
o Ha mais de uma funcao de fluxo ao o 4.4
maxima (= otima) possivel
Alternativa para o exemplo ao lado? e o
(e) 22 Lo)™
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O desafio

Determinar uma fungao de fluxo maximo, ou seja, a
melhor configuragao de f(v;,v)) para o grafo
o Obedecendo-se as restricbes anteriores, logicamente

Diversas situacdes alem do fornecimento de agua
o Corrente por uma rede elétrica

Trens em um sistema ferroviario

Bits em uma rede de comunicacao

Pecas em uma linha de montagem
Etc.

o O O O



Solucgoes




Ford-Fulkerson

Um meétodo: engloba multiplas
implementacoes

Metodo iterativo: parte de um fluxo nulo em
cada vertice, e procura aumentar esse fluxo
enquanto for possivel

o Caminho "aumentante”: um caminhode Sa T ao
longo do qual podemos empurrar mais fluxo
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Melhorando uma funcao de fluxo

Dada uma funcao de fluxo f (possivelmente inicializada
com zero), encontrar um caminho S =v,, v,, ..., v, =T,
tal que

o O fluxo em cada aresta (v, v;) no caminho seja menor do que a
sua capacidade

o Capacidade residual da aresta (v;, J) Ci(V;, J) c(v;, J) f(v, J)

o Seja possivel aumentar o fluxo pelo menor valor ¢; no caminho
Dessa forma, ao final, pelo menos uma aresta do caminho tera

c(v;,v;) = f(v;,v))
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Melhorando uma funcao de fluxo

Exemplo
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Melhorando uma funcao de fluxo

Exemplo

= Caminhos possiveis
o (S,A,C,T): infrutifero, pois (A,C) ja tem fluxo maximo
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Melhorando uma funcao de fluxo

Exemplo

= Caminhos possiveis
o (S,A,C,T): infrutifero, pois (A,C) ja tem fluxo maximo
o (S,B,D,T): infrutifero, pois (B,D) ja tem fluxo maximo
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Melhorando uma funcao de fluxo

Exemplo

Caminhos possiveis
o (S,A,C,T): infrutifero, pois (A,C) ja tem fluxo maximo
o (S,B,D,T): infrutifero, pois (B,D) ja tem fluxo maximo

o (S,A,D,T): possivel aumentar, ja que todas as arestas tém fluxo menor
que capacidade, podendo-se aumentar pelo menor valor c(v;,v;) - f(v;,v;)
no caminho, que equivale a 1 para a aresta (D,T)
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Melhorando uma funcao de fluxo

Exemplo

Caminhos possiveis

a

a

a

(S,A,C,T): infrutifero, pois (A,C) ja tem fluxo maximo
(S,B,D,T): infrutifero, pois (B,D) ja tem fluxo maximo

(S,A,D,T): possivel aumentar, ja que todas as arestas tém fluxo menor
que capacidade, podendo-se aumentar pelo menor valor c(v;,v;) - f(v;,v;)
no caminho, que equivale a 1 para a aresta (D,T)

Fluxo total da rede aumentou de 5 para 6
Muito importante: as restricbes sao respeitadas
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Melhorando uma funcao de fluxo

Exemplo

Caminhos possiveis

o (S,A,C,T): infrutifero, pois (A,C) ja tem fluxo maximo
o (S,B,D,T): infrutifero, pois (B,D) ja tem fluxo maximo
o (S,B,A,D,T): outro caminho possivel

Fluxo total da rede aumentou de 5 para 6
Muito importante: as restricbes sao respeitadas
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Melhorando uma funcao de fluxo

Exemplo Chegamos ao
fluxo maximo!

= Caminhos possiveis

o (S,A,C,T): infrutifero, pois (A,C) ja tem fluxo maximo
o (S,B,D,T): infrutifero, pois (B,D) ja tem fluxo maximo
o (S,B,A,D,T): outro caminho possivel

o Ha outro caminho que seja possivel aumentar?

Fluxo total da rede aumentou de 5 para 6

. . .~ ~ . 25
Muito importante: as restricbes sao respeitadas



Melhorando uma funcao de fluxo

Outro Exemplo

= Como aumentar o fluxo na rede abaixo?
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Melhorando uma funcao de fluxo

Outro Exemplo

= Como aumentar o fluxo na rede abaixo?

o N&o ha caminho possivel de ser aumentado
= (S,X,T) no limite possivel
= (S,X)Y,T) no limite possivel
= (S,Y,T) no limite possivel
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Melhorando uma funcao de fluxo

Outro Exemplo

= Como aumentar o fluxo na rede abaixo?

o N&o ha caminho possivel de ser aumentado
= (S,X,T) no limite possivel
= (S,X)Y,T) no limite possivel
= (S,Y,T) no limite possivel

Mas, sera que € mesmo
impossivel aumentar esse fluxo?
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Melhorando uma funcao de fluxo

Outro Exemplo

= Como aumentar o fluxo na rede abaixo?
o N&o ha caminho possivel de ser aumentado

o Mas € possivel redirecionar alguns fluxos e aumentar outros
= Diminui-se o fluxo na aresta (X,Y)
= Aumenta-se nas arestas (X,T) e (S,Y)
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Melhorando uma funcao de fluxo

Outro Exemplo

= Como aumentar o fluxo na rede abaixo?
o N&o ha caminho possivel de ser aumentado

o Mas € possivel redirecionar alguns fluxos e aumentar outros
= Diminui-se o fluxo na aresta (X,Y)
= Aumenta-se nas arestas (X,T) e (S,Y)

31



Melhorando uma funcao de fluxo

Outro Exemplo

= Como aumentar o fluxo na rede abaixo?
o N&o ha caminho possivel de ser aumentado

o Mas € possivel redirecionar alguns fluxos e aumentar outros
= Diminui-se o fluxo na aresta (X,Y)
= Aumenta-se nas arestas (X,T) e (S,Y)

Fluxo positivo redirecionado,
como se (parte) tivesse sido
“‘empurrado de volta”

Fluxo total aumenta de 4 para 7! .



Melhorando uma funcao de fluxo

Outro Exemplo

= Como aumentar o fluxo na rede abaixo?

o Regra genérica
= Se houver (i) um caminho de S a Y, (ii) um caminho de X a T, e (iii)) um
caminho de X a Y com fluxo positivo, entdo o fluxo entre X e Y pode ser

reduzido na mesma proporcao em que os fluxosde SaY ede XaTsao
aumentados

Fluxo total aumenta de 4 para 7! .



Melhorando uma funcao de fluxo

Outro Exemplo

= Regra para aumentar o fluxo na rede abaixo

o Se houver (i) um caminho de S a Y, (ii) um caminho de X a T e (iii) um
caminho de X a'Y com fluxo positivo => o fluxo entre X e Y pode ser
reduzido na mesma proporcdo em que os fluxosdeSaYede XaT
sao aumentados

= C(S)Y)=c(S)Y)-f(S)Y), c(X,T)=c(XT)-f(XT)
= Valor correspondente ao minimo entre f(X,Y), c«(S,Y) e c{(X,T)

Fluxo total aumenta de 4 para 7! "



Algoritmo




Melhorando uma funcao de fluxo

Estratégia: considera um novo grafo (grafo “residual”)

Grafo residual indica os caminhos possiveis com fluxo positivo (>0)
“para frente” (fluxo adicional novo) e “para tras” (fluxo redirecionado)

o todas as possibilidades de “caminhos aumentantes” para o fluxo
entreSeT

Fluxo inicial
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Melhorando uma funcao de fluxo

Estratégia: considera um novo grafo (grafo “residual”)

Grafo residual indica os caminhos possiveis com fluxo positivo (>0)
“para frente” (fluxo adicional novo) e “para tras” (fluxo redirecionado)

o todas as possibilidades de “caminhos aumentantes” para o fluxo
entreSeT

Fluxo inicial Grafo “residual”

X 3 Com fluxo adicional
novo possivel
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Melhorando uma funcao de fluxo

Estratégia: considera um novo grafo (grafo “residual”)

Grafo residual indica os caminhos possiveis com fluxo positivo (>0)
“para frente” (fluxo adicional novo) e “para tras” (fluxo redirecionado)

o todas as possibilidades de “caminhos aumentantes” para o fluxo
entreSeT

Fluxo inicial Grafo “residual”

Com fluxo adicional
novo possivel

Com fluxo que pode
ser ‘redirecionado’
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Melhorando uma funcao de fluxo

Estratégia usual: representar no grafo os caminhos com fluxo
positivo (>0) “para frente” (fluxo adicional novo) e “para tras” (fluxo
redirecionado) possiveis, produzindo um grafo com todas as
possibilidades de “caminhos aumentantes” do fluxo entre Se T

Fluxo inicial Grafo “residual” Fluxo atualizado
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Melhorando uma funcao de fluxo

Estratégia usual: representar no grafo os caminhos com fluxo
positivo (>0) “para frente” (fluxo adicional novo) e “para tras” (fluxo
redirecionado) possiveis, produzindo um grafo com todas as
possibilidades de “caminhos aumentantes” do fluxo entre Se T

Fluxo atualizado Grafo “residual” atualizado
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Melhorando uma funcao de fluxo

Estratégia usual: representar no grafo os caminhos com fluxo
positivo (>0) “para frente” (fluxo adicional novo) e “para tras” (fluxo
redirecionado) possiveis, produzindo um grafo com todas as
possibilidades de “caminhos aumentantes” do fluxo entre Se T

Fluxo atualizado Grafo “residual” atualizado

Nao existe outro
caminho aumentante
possivel!
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Algoritmo de Ford-Fulkerson

Entrada: grafo G=(V,A) direcionado e ponderado, vértices Se T

para cada aresta (u,v) do grafo G, faga
flu,v) =0

construir o grafo residual G’ a partir de G

enquanto existir em G’ um caminho aumentante C, de S até T faga
buscar aresta de peso minimo no caminho aumentante C
atualizar os valores de fluxo nas arestas correspondentes em G
atualizar grafo residual G’
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Algoritmo de Ford-Fulkerson

Entrada: grafo G=(V,A) direcionado e ponderado, vértices Se T

para cada aresta (u,v) do grafo G, faca
flu,v) =0

construir o grafo residual G’ a partir de G

enquanto existir em G’ um caminho aumentante C, de S até T faga
buscar aresta de peso minimo no caminho aumentante C
atualizar os valores de fluxo nas arestas correspondentes em G
atualizar grafo residual G’

Obs.

(i) Um caminho aumentante C € um caminho simples de S a T no grafo
residual G’

(i) Um fluxo em G é maximo se e somente se o0 seu grafo residual G" nao
contém nenhum caminho aumentante
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‘ Exemplo

= Considere a rede abaixo




‘ Exemplo

= Fluxos sao zerados
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Exemplo

Grafo residual é construido
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Exemplo

Grafo residual é construido
o Busca-se um caminho aumentante arbitrario
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Exemplo

Grafo residual é construido
o Busca um caminho aumentante arbitrario
o Busca o menor valor no caminho (=4) e atualiza os fluxos
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Exemplo

Grafo residual é atualizado
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Exemplo

Grafo residual é atualizado
o Busca um novo caminho aumentante arbitrario

50



Exemplo

Grafo residual é atualizado
o Busca um novo caminho aumentante arbitrario
o Busca o menor valor no caminho (=3) e atualiza os fluxos
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Exemplo

Grafo residual é atualizado
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Exemplo

Grafo residual é atualizado
o Busca um novo caminho aumentante arbitrario
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Exemplo

Grafo residual é atualizado

o Busca um novo caminho aumentante arbitrario
N&o € possivel encontrar um caminhode SaT ®
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Exemplo

Grafo residual é atualizado

o Busca-se um novo caminho aumentante arbitrario
N&o € possivel encontrar um outro caminho aumentante de Sa T ®
Portanto, encontramos o fluxo maximo possivel ©

Fluxo maximo =7
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Exercicio

Executar o algoritmo de Ford-Fulkerson sobre a
rede abaixo
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Algoritmo de Ford-Fulkerson

Entrada: grafo G=(V,A) direcionado e ponderado, vértices Se T

para cada aresta (u,v) do grafo G, faga
f(u,v)=0

construir o grafo residual G’ a partir de G

enquanto existir em G’ um caminho aumentante C de S até T faca
buscar peso minimo de aresta no caminho aumentante C
atualizar valores de fluxo nas arestas correspondentes em G
atualizar grafo residual G’

Complexidade do algoritmo?
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Complexidade do algoritmo

Supondo

o Percurso em largura ou profundidade para encontrar
0s caminhos aumentantes, com O(|V|+]A|)

o Pode-se considerar O(JA|) em um grafo em que |A| >>
|V| (usual)

o Sendo possivel aumentar o fluxo, o menor aumento
possivel € 1, no pior caso

Portanto, no pior caso, O(|A|*fluxo maximo encontrado)
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‘ Questao

= O que fazer em situacdo com varias origens e destinos?
o Imagine uma fabrica com varias filiais fazendo entregas variadas
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‘ Solucao

= Transformamos o problema: incluimos super-origem e superdestino
o As mesmas estratégias anteriores podem ser usadas

Por que isso funciona? .



‘ Desafio

= Implementar algoritmo de Ford-Fulkerson!
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