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Nomes:
Nitimeros USP:
Assinaturas:

1) (3 pontos) Sejam a, b, n inteiros e k um inteiro positivo.

(a) Prove que, se n | a — b, entdao n | a® — bF.
(b) Prove que, se n | a —b e k é fmpar, entao n | a® + b.

(¢) Prove que nao existe um polinomio P de coeficientes inteiros tal que P(7) = 11 e
P(11) = 13,

Solucao

(a) Se n| a—b, entao existe um ¢ € Z tal que a — b = ng. Assim, observe que

a® — b = (a —b) (akil +a" %+ abh T+ bk’1> =

k—1 k—1
(a—10) g a' bt =g g a'p=1—
i=0 i=0

Logo, n | a® — b*.

(b) Se n|a— b, entao existe um ¢q € Z tal que a — b = ng. Assim, observe que
a* 4+ " = (a —b) (ak_l +ad"2 4+ ab T+ bk_1> =

k—1 k—1

(a — D) Z a’b* | =g Z a'pF

=0 =0

Logo, n | a* + b* se k for fmpar.



(¢) Vamos provar que se P é um polinémio com coeficientes inteiros, entdo a — b | P(a) —
P(b). Suponha sem perda de generalidadde que P possui grau n. Entao ele deve ser da
forma

n
Plx)=apx" + a, 12" + ...t + o = g a;x’,
i=0

Assim, note que

P(a) — P(b) = ap(a™ = b") + ap_1(a™ P =" + ...+ ay(a —b)
=(a—=b)(an (a" ' +a" 2+ - +ab" P+ 0"
+an1 (@ P+ a" b4 a0 )

Ou sucintamente,

P(a) — P(b) = Z a;(a — b)’

i—1

= i a;(a —b) Z aFpik
i=1 k=0
n i—1
=(a—0b) Z Q; Z a"p 1k
k=0

i=1

Portanto, concluimos que a — b | P(a) — P(b).
Suponha por contradi¢ao que existe P como no enunciado. Entao terfamos que 11 —7 |
P(11) — P(7), ou seja, que 4 | 2, uma contradigao.



2) (3 pontos)

(a) Seja a um inteiro e m um inteiro positivo. Prove que a™ —1 = (a —1)(a™ ' +a™ 2 +
o t+a+1).

m—1
(b) Prove que, se a # 1 é um inteiro e m é um inteiro positivo, entao mdc ( T a — 1) =
a _—

mdc(a — 1,m).
Solucao

(@) Vamos mostrar o resultado por indu¢do em m.
Caso Base: m = 1 Temos que

al—1l=a-1=(a—1)-1;

Hipétese: Suponha que a™ — 1 = (a — 1)(a™ ' + a™ 2 + --- + a + 1) para certo
m =k > 2, ou seja,

aF—1=(a—1)(a"+d" 2+ +a+1).
Passo Indutivo: Vamos provar que o resultado vale para n = k + 1, ou seja, que
"t —1=(a—-1)(d"+d" '+ +a+1).

Observe que

adt—1=a-d" -1

= (a—1)a" +d" -1
Hép'(&—1)ak+(a—1)(ak’1+ak72+---+a+1)
=(a—-1D(@ +ad" " +d" 2+ ta+1)
ssim, provamos utilizando o principio da indugao finita que ™ —1 = (a — 1)(a™ ' +
Assi tilizand incipio da indugao finit m—1 1)(a™ !
a™?+4---+a+1) para todo m > 1.
(a) Observe que
a™ —1

a—1

=" a4 tatl = (a—1)(a™ 220" 34 A (m—2)a+(m—1))+m.

Logo, pelo Algoritmo de Euclides, temos que

m—1
mdc <a ,a— 1) = mdc(a — 1,m).

a—1



3) (4 pontos) Seja n um inteiro positivo.

(a) Prove que, se 2" — 1 é primo, entao n é primo.

(b) Prove que, se 2™ + 1 é primo, entdo n = 2" para algum ¢ natural.
Sugestao: em ambos os itens, prove a contrapositiva, ou seja, que a negac¢ao da con-
clusao implica a negacao da hipotese.

Solucao

(a) Suponha que n nao é primo. Vamos provar que n” — 1 também nao é primo.
Se n nao é primo, entao existem x,y tais que n = xy. Logo,

M1 =2 _1=(2°)Y—1=(2¢—1)(2¢@ D L vle=2 1 L ovi1)

Logo, concluimos que 2Y — 1 divide 2*¥ — 1, e portanto nao pode ser um nimero primo.

(b) Suponha que n nao é da forma 2'. Logo, n admite um primo fmpar p como divisor.
Assim, n = pk para algum k natural. Desse modo,

ok 41 = (2F 4 1)(2Ke=D) k=) 9k 4 )

assim, 2" + 1 é composto.



