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Fungdes racionais — Somas parciais

Exemplo
5x% +43x + 7

(x — 1)(x +1)3(x2 + 1)(x2 + 3)

A fungdo racional 5 pode se
escrita como

A N B n C n D +Ex+F+Gx+H+ Ix+J
x=1 x+1 (x+1)2 (x+1)3 x24+1 x2+3 (x>+3)?

onde A, C, ..., J sdo constantes.
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Fungdes racionais — Somas parciais

Para integrar funcoes racionais basta saber

—

1
./(+)ndxcomn2leaERésimpIes(Fazeru_x+a).
x+a

2 /(zj_l)ndx com n > 1 é simples (Fazer u = x? + 1).
X

w

1
: / mdx = arctan(x) + k

1
4. /de para n 2 2

b 2
Obs.1 b2—4c<0:>X2+bx+c:<x+2> +AL A= /c- B

2

X b o0
—_——
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b 2
Obs.2 <X+ 2) + A% = A2



Fungdes racionais — Somas parciais

Para n > 2

Fazendo x = tan(t). Entdo dx = sec?(t)dt, x> + 1 = sec?(t) e

/ﬁdx = /cosz"—z(t)dt

e esta ultima integral ja sabemos calcular.
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A Substituicdo u = tg(x/2)

A Substituicdo u = tg(x/2)

A substituicdo u = tg(x/2) transforma qualquer quociente
envolvendo seno e cosseno em uma func¢do racional de polinémios.
Observemos que

sen(x) = 2sen(x/2) cos(x/2) = 2sen(x/2)

2 cos?(x/2).
cos(x/2) (x/2)

Assim,

o 2tg(x/2) 2w
sen(x) = 1+tg2(x/2) 1+ u?

Também temos que

cos(x) = 1 — 2sen?(x/2) = cos?(x/2) sec?(x/2) — 2 cos?(x/2)tg?(x/2),

logo,
C1—tg?(x/2)  1—-4?

C14+tg?(x/2) 14 u?

cos(x)




A Substituicdo u = tg(x/2)

Exemplo
1

Icul
Calcule / cos(x) + sen(x) dx

1
Fazendo u = tg(x/2), temos que du = 5(1 + tg?(x/2))dx, entdo

dx = mdu. Utilizando as identidades trigonométricas
u
anteriores,
11— u? +2u

cos(x) + sen(x) = T2
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A Substituicdo u = tg(x/2)

Assim,

1 1
dx =2 [ ———d
/ cos(x) + sen(x) x / 1- w20

a qual pode ser integrada utilizando fragoes parciais. Note que

1 1 1 (1 1
w2 —2u—-1 (u—a)u—b) 2y2\u—a u—->b)’

onde a=1++v2e b=1—+/2. Portanto,

1 1
/COS(X) + sen(x) dx = ﬁ(ln lu—b|—In|u—a|) + k
_ \2 (inloe(x/2) — 1+ V2| ~ Inlta(x/2) ~ 1 - V2]) + k.
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. L. e s Testes de Convergéncia
Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Integrais Impréprias

b
Na definicdo de integral definida / f(x) dx exige-se que a funcido

a
f esteja definida num intervalo limitado e fechado [a, b] e que
seja limitada nesse intervalo. A seguir estendemos o conceito de
integral definida para casos mais gerais.
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. L. e s Testes de Convergéncia
Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Integrais Impréprias - Invervalos infinitos

. 1 -
Consideremos a fungdo f(x) = — e calculemos a drea A limitada

pelo grafico de f e pelasretas y =0, x =1e x=b, com b > 1.
Entao

Fazendo b — +00, temos A — 1. Isto quer dizer que a drea A do
conjunto ilimitado

{(x,y) eR?:0<y < f(x), x >1}

é finita e igual a 1.
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Testes de Convergéncia

Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Defini¢cdo, (Integral Imprépria do Tipo 1)
> Se/ f(x) dx existe para cada nimero t > a, entdo definimos
a

Lmﬂ@wci@&lV@ﬁm

se o limite existir.

b
> Se / f(x) dx existe para cada nimero t < b, entdo definimos
t

ﬁf@&:i%lnmw

—0o0

se o limite existir.
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Testes de Convergéncia

Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Quando uma das integrais imprdprias acima existir e for finita,
diremos que ela é convergente. Caso contrério, ela serd dita
divergente.

Exemplo
o0

Determine se a integral / — dx € convergente ou divergente.
1

X
t

1 t1
—dx = lim —dx = lim In|x]|
1 X t—o00 1 X t—00 1

Como o limite é infinito, a integral é divergente.

= lim Int = co.
t—00
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Testes de Convergéncia

Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Exemplo

o0
Determine se a integral / —; dx € convergente ou divergente.
1 X

© 1 t1 1
/ —3dx: lim / —3dx— [im 5
1 X t—oo J1 X t—00 —2x

Como o limite é finito, a integral é convergente.

f_l 1 11
L 22 2 2

Exemplo
0

Determine se a integral / xe* dx é convergente ou divergente.
—0o0

t——o0 t——o00

0 0
/ xe“dx = lim / xe“dx = lim (—te' —1+e')=—1.
t

—0o0
Como o limite é finito, a integral é convergente (primitiva
xeX — eX).
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Testes de Convergéncia

Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Definicao
Se as integrais /

—0o0
convergentes, entdo definimos

/Z f(x)dx = /aoo f(x) dx%—/aOo f(x) dx.

a
Observacao: Se uma das integrais improprias / f(x) dx ou

—00

a

f(x) dx, / f(x) dx existem e sdo
a

o0

/ f(x) dx for divergente, entdo / f(x) dx também o sera.

—00
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Testes de Convergéncia

Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Exemplo

oo
Avalie / 15,2 dx. E conveniente escolher a = 0 na definic3o:
X

S | 0 1 © 1
dx:/ dx+/ —— dx.
/_ool—l-x2 oo 1+ X2 o 1+x2

Calculemos as integrais.

t

© 1 to
/ 5 dx = lim / 5 dx = lim arctg x
o 1l+x t—oo Jg 14 x t—00

0

° 1 0 1
/ —— dx=_lim / ——5 dx=_lim arctg x
o 1+ x to—oo [, 14 x t——00

0

t

Portanto,

/°° 1 d 7T+7T
X = — 4+ — =T.
oo 1+ X2 2 2
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. P L Testes de Convergéncia
Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Testes de Convergéncia

Algumas vezes nao é possivel encontrar um valor exato para uma
integral imprdpria, mas podemos saber se ela é convergente ou
divergente usando outras integrais conhecidas.

Teorema (Teste da Comparag&o)

Sejam f e g fungdes continuas satisfazendo f(x) > g(x) > 0 para
todo x > a. Entdo,

(i) Se/ f(x) dx € convergente, ent§o/ g(x) dx também é

convergente.

(ii) Se/ g(x) dx € divergente, ent§o/ f(x) dx também é
a a

divergente.
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Testes de Convergéncia

Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Exemplo

[e.@]
2 ,
Mostre que / e ™ dx € convergente.
1

N3o podemos avaliar diretamente a integral pois a primitiva de
e~ n3o é uma funcdo elementar. Observe que se x > 1, entdo
x? > x, assim —x? < —x e como a exponencial é crescente
e < e~ *. Assim,

0o ) es] t
e ¥ dx < e Xdx = lim e Xdx= lim(el—e ) =el.
1 1 t—oo Jq t—+00

Logo pelo Teste da Comparacdo a integral é convergente.
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Testes de Convergéncia

Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Exemplo
sen’x

> dx.

[e.@]
Analise a convergéncia de /
1 X

senzx

x2

1
Observe que 0 < < —, para todo x € [1,00). Como a
X

oo
integral / —5 dx converge, pelo Teste da Comparagdo a integral
1 X

 sen?x i
dx é convergente.
1

X2
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. P P Testes de Convergéncia
Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Exemplo

i o “14+e*
Analise a convergéncia da / e’ dx.
1 X
1+e7% 1

oo
1 . ~
Observe que —— > — e / — dx diverge, entdo pelo Teste
X X 1 X

001+e—X

da Comparacao a integral / —— dx é divergente.
1 X
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Testes de Convergéncia

Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Teorema (Teste da Comparagdo no Limite)

Sejam f, g : [a,+00) — R funges continuas. Se

lim @:L, 0<L<oo,
X—)oog(X)

o0 oo
entio / f(x)dx e / g(x) dx serdo ambas convergentes ou
a a

ambas divergentes.
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Testes de Convergéncia

Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Exemplo
* 1
Analise a convergéncia de / — 5 dx.
1 1+X
As fungdes f(x) 1 e g(x) ! sdo positivas e continuas
X) = —F X) = ——F5 ITIV 1
ung X2 g 1+ x2 P u
em [1,400) e
f 1/x2 1+ x2
jim L) iy gy 15y

X—$00 g(x) X—$00 1/(]_ + x2) x—o00 X2

1

17,2 dx

o0 1 [o.¢]
Portanto, como a integral / —5 dx converge, /
1 X 1

também é convergente.
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Testes de Convergéncia

Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Entretanto, as integrais convergem para valores diferentes.

>~ 1 t1
/ —2dx: lim / — dx
1 X t—oo J1 X

<1 |
/ ——dx = lim / 5 dx = lim arctg x
1 1+ x t—oo Jq 1+ x t—o0 1

: ™
tll>no10(arctg t —arctg 1) = 7
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Testes de Convergéncia

Integrais Impréprias - Invervalos ilimitados

Exemplo

~ 3
Analise a convergéncia de / pra— dx.
1 € =

1 3 . ,
As fungdes f(x) = o © g(x) = prg sdo positivas e continuas

em [1,00) e

lim @_ lim 1/76)(_ lim €-2_ lim 12 _1
x—00 g(x) x>0 3/(ex —2)  x—o00 3eX x—03 3ex 3

o 1 oo
Portanto, como a integral / — dx = / e X dx converge,
1 € 1

o0
/ ——— dx também converge.
1 ex —2
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Integrais improprias - funcoes ilimitadas

Integrais impréprias - funcoes ilimitadas

. - 1 .
Consideremos a fungdo f(x) = —. Queremos calcular a drea A
X
limitada pelo grafico de f e pelasretas y =0, x =€, >0, e
x = 4. Entdo

4

— 42z

&€

A:/:f(x)dx:zﬁ

Fazendo € — 0, temos A — 4 o que quer dizer que a drea A do
conjunto ilimitado

{(x,y) eER?:0<y < f(x),0< x <4}

é finita e igual a 4.
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Integrais improprias - funcoes ilimitadas

Definicdo (Integral Imprépria do Tipo 2)

» Seja f uma fungdo continua em [a, b) (possivelemente
ilimitada), definimos

/ab f(x) dc = lim. /at £(x) dx,

se esse limite existir.

» Seja f uma fungdo continua em (a, b] (possivelemente
ilimitada) definimos

/abf(x) dx = lim /tbf(x)dx,

t—at
se esse limite existir.

A integral imprdpria / f(x) dx é chamada convergente se o

. .a Va Va . .
limite existir e for finito, caso contrdrio sera dita divergente.
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Integrais improprias - funcoes ilimitadas

» Se f n3o estiver definida em ¢, onde a < ¢ < b, e ambos

c b
/ f(x) dx e / f(x) dx forem convergentes, entdo

definimos
/ab f(x) dx = /ac f(x) dx—i—/cb f(x) dx.
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Integrais improprias - funcoes ilimitadas

Exemplo
> 1
Calcule / dx.
2

X —2

Observemos que f(x) = \/)% ndo esta definida em x = 2.
Entao,
> 1 > 1
dx = i dx = lim 2(x —2)1/2
/2 x—2 x t—|>nz1+/t Vx—2 x t—l>n21+ (x )
= lim 2(vV3-Vi-2) =2v3.
t—2+

5

t
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Integrais improprias - funcoes ilimitadas

Exemplo
/2
Determine se / sec x dx converge ou diverge.
0

Como o lim secx = 400 a integral é imprépria. Entdo

t—mw/27
w/2 w/2 t
/ secxdx = lim / secxdx = lim In|secx+tg x|| = oo,
0 t—7/27 Jo t—m/27 0
pois lim secx = lim tg x = +oo. Portanto a integral é
t—7/2” t—m/27
divergente.
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Integrais improprias - funcoes ilimitadas

Exemplo

31
Calcule / dx.
0 X — ].

Observemos que f(x) =

n3o é continua em x = 1. Ent3o,

1 3 1
/oxl X dx—l—/1 xfldX'
Agora,
dx— lim dx— lim In|x — 1|

/1 :
0 x—1 t—=1— Jo X — t—1—

(In\t—1| In| —1|) = —o0,

t

0

pois lim (1 —t) = 0. Portanto a integral é divergente.
t—1—
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Integrais improprias - funcoes ilimitadas

Observacao: Se n3o tivéssemos notado a assintota x = 1 no
exemplo anterior e tivéssemos confundido a integral com uma
integral definida, poderiamos ter calculado erroneamente. De
agora em diante devemos prestar atencdo no integrando para
decidir se a integral é imprépria ou nao.
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Integrais improprias - funcoes ilimitadas

Sece (ab) e f:[ab]\{c} — R. Nestas condigBes, a integral
b

/ f(x) dx devera ser tratada como uma integral imprépria. Dai,
a

c b b
se / f(x)dx e / f(x) dx forem convergentes, entdo / f(x)dx

também serd convergente e teremos

/ab F(x) dx = / £(x) dx—i—/cb F(x) d.

c b
Se pelo menos uma das integrais / f(x)dx ou / f(x) dx for
a c

b
divergente, entdo / f(x) dx serd divergente.
a
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