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Teorema do Valor Médio para Integrais

Teorema do Valor Médio para Integrais

Teorema
Seja f : [a, b] = R uma fungdo continua. Entdo existe ¢ € (a, b)
b

tal que / F(x)dx = F(c)(b— a).
yA

f(c)

>x

0 |
a C b
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Teorema do Valor Médio para Integrais

Teorema do Valor Médio para Integrais

Teorema
Seja f : [a, b] = R uma fungdo continua. Entdo existe c € (a, b)
b

tal que / F(x)dx = F(c)(b — a).

a
Prova. Seja F(x) = [ f(t)dt, para x € [a, b]. Entdo, pelo
Teorema Fundamental do Célculo, F/ = f em [a, b]. Assim, pelo
Teorema do Valor Médio para derivadas, existe ¢ € (a, b) tal que

/b F(x)dx = F(b) — F(a) = F/(c)(b— a) = £(c)(b— a).
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Denominadores Redutiveis do
Denominadores Redutiveis do
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Substituicao inversa

Recorde que, x = g(t) usando a Regra da Substituic3o.

[ rd= [ rleng o

Esta formulagao permite modificar o integrando de maneira a
encontrar primitivas mais facilmente.

Quando g é uma fun¢do trigonométrica esta regra é chamada
substituicdo trigonométrica.
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Substituicdo inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis d

Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Substituicao Trigonométrica:

x? —a% x=asec(h), § € [0,7/2) U [r,37/2),
dx = a sec(f)tan(0)do

Depois use cos?(#) + sen?(§) = 1 ou 1 + tan?(0) = sec?().

Objetivo: eliminar a raiz.
Ex: / Va—x2dx=---= 4/ cos?(x) dx pela substituicdo (a)
Esta integral aparece, por exemplo, no célculo de drea do circulo

y? + x?> = 4. (Poderia ser para area de elipse: Z—i + }é—z =1)
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Substitui¢do inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Exemplo

Calcule / 1 — x2dx.

Como 1 —sen?(t) = cos?(t), a mudanca x = sen(t), —= < t <

T T
. - - - 2 2’
elimina a raiz do integrando. Temos dx = cos(t)dt. Ent3o,

/ﬂdx:/\/1—sen2(t)cos(t)dt:/\/cosz(t)cos(t)dt

:/|cos(t)\cos(t) dt:/cosz(t) dt,

) T
pois cost > 0 se 5 <t < —. Assim,

M\:q
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Substitui¢do inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

/ﬂdx: /cos2(t) dt = / (;—1—; cos(2t)> dt

1 1 1 1
=5t+ Zsen(2t) + k= Stts sen(t) cos(t) + k.

Devemos retornar a varidvel x original. Como x = sen(t) para

T T
) <t< o segue que t = arcsen(x) e que cos(t) = V1 — x?;
logo

1 1
/\/1 —x2dx = Earcsen(x)+§X\/1 —x24+k, —-1<x<1.
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Substitui¢do inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Exemplo
Calcule /XZ\/X + 1 dx.
Fazendo u = x+ 1, temos x = u — 1 e du = dx. Entao,

/}%&+1wci/w—1ﬂﬁmu:/hﬂ—2w+nwﬂw

:/<u5/2—2u3/2+u1/2) du

2 70 2255 235
— Zy72 0% ‘ k

7u 5u + 3u +

2 772 4 52, 2 3/2
:?(x—i-l) —g(x—i—l) —i-g(x—i-l) + k.
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Substitui¢do inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Exemplo

Calcule / V1 + x2dx.

Como 1+ tg?(t) = sec?(t), a mudanca x = tg(t), Tt

2 2’
elimina a raiz do integrando. Temos dx = sec?(t) dt. Ent3o,

/\/l—i-x2 dx:/\/l+tg2(t)sec2(t)dt

- / | sec(t)] sec?(t) dt — / sec’(t) dt,

pois sec(t) > 0 se —g <t< g Agora,
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Substitui¢do inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

/sec3(t) dt = /sec(t) sec?(t) dt = sec(t) tg(t) — /sec(t) tg(t) tg(t) dt
—— —— —_— =

f g fog 1 g
= sec(t) t(r) — [ sec(t)(sec?(r) - 1) k.
Portanto,
2 / sec3(t) dt — sec(t) ta(t) + / sec(t) dt
= sec(t) tg(t) + In|sec(t) + tg(t)| + k.

Devemos retornar a varidvel x original. Como x = tg(t), segue
1 + x? = sec?(t) e como sec(t) > 0, sec(t) = v/1 + x2; logo
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Substitui¢do inversa
Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais

Denominadores Redutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuacido q o o
S 4 Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

(sec(t) tg(t) + In|sec(t) + tg(t)| + k)

(X\/1+X2+In]\/1+x2—|—xl)+k.

/\/1—|—X2dxz

NI~ N~
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ituicao inversa
s de Funcdes Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Exemplo
1
Calcule / ——— dx com a > 0.
x2 + a2

Se x = atan(t), entdo x? + a® = a%(tan?(t) + 1) = a®sec?(t) e
dx = asec?(t)dt. Assim:

1 sec?(t) t 1 X
S dx= [agsdt= -+ c = Zarctan () + k
/ X2+ 2T /aa2 sec?(t) o ez etanlg)F
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icdo inversa

s de Funcdes Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Primitivas de Funcdes Racionais

Nesta se¢do mostraremos como integrar qualquer fungdo racional
expressando-a como soma de fragdes parciais. Seja
P(x

f(x) = (x)
Q(x)
onde P e @ s3o polindmios. E possivel expressar f como soma de
fracdes mais simples se o grau de P for menor que o grau de Q.
Se o grau de P for maior ou igual ao grau de @, ent3o primeiro
dividimos os polindmios,

e,

(9 _ ¢y, RO
Q) =M T o)

onde S, R, @ sdo polindmios e R tem grau menor que o grau de Q.
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Substituicdo inversa

Primitivas de Funcdes Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Exemplo
3
Ca/cule/x+1xdx

X —
Dividindo obtemos

3 2
/de: x4+ 24 — ) dx
x—1 x—1
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icdo inversa
s de Funcdes Racionais - Fracoes Parciais
adores Redutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuacido q o o
S 4 Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Uma segunda etapa consiste em fatorar o denominador Q(x) o
maximo possivel. Pode ser mostrado que qualquer polindmio @

pode ser fatorado como produto de fatores lineares e de fatores

quadraticos irredutiveis.

Exemplo
x* =16 = (x — 2)(x +2)(x? + 4).

Finalmente, devemos expressar a fungdo racional como uma soma

de fracoOes parciais. Explicamos os detalhes dos diferentes casos

que ocorrem.
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Substitui¢do inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Denominadores Redutiveis do 2° Grau

Teorema
Sejam «, B, m, n € R, com o # 3. Entdo existem A, B € R tais
que
) mx +n A B
O -5 “x—ax-8"
mx 4+ n A B
(i) (x—a)?2 x—a + (x — a)?

Observacao: Note que, para aplicarmos o teorema, o grau do
numerador deve ser estritamente menor do que o grau do
denominador do lado esquerdo das igualdades em (i) e (ii) do
Teorema.

ICMC - USP SMA0301 Calculo |



Sul)stltu|c10 inversa

Primitivas de Func6es Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

P
Procedimento para calcular /(X) dx , onde grau
(x —a)(x=5)
P<2.
» Se a # [, entdo o Teorema 3 (i) implica que existem A,
B € R tais que
P(x) A n B
(x—a)(x—pB) x—a x-p
Portanto

/(x—z)((xx) ) dX‘/"X*/BﬁdX

=Aln|x —a|+ Bln|x — 5| + k.
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de Funcdes Racionais - Fracoes Parciais
inadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

» Se a = f3, entdo o Teorema 3 (ii) implica que existem A,
B € R tais que

(xP—(Xci)z - (xi\ a) " x —Ba)2‘
Logo
/(x—a)2 —A/ dX+B/(x—a dx

B
:A|n|X—O[|—m+k.
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itivas de Fung¢Ges Racionais - Fragcoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Exemplo
x4+ 3
Icul ————— dx.
Cacue/x2_3x+2dx
Observe que x?> —3x + 2 = (x — 1)(x — 2). O método de fracdes
parciais da
x+3 A B

X2—3X—|—2:X—1+X—2

e portanto A(x —2)+ B(x —1) =x+3 ou

(A+ B)x —2A — B = x + 3. Como os polindmios sdo idénticos,
seus coeficientes devem ser iguais. Logo, A+ B=1¢

—2A — B = 3. Resolvendo, obtemos A= —4 e B =5 e assim

x+3 —4 5
~ Y dx = d
/x2—3x+2 X /(x—l+x—2> X

=—4In|x—1]+5In|x = 2|+ k.
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Substituicdo inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Exemplo

3
2
Calcule/x—i_ dx.
(x —1)?

Neste caso é melhor fazer uma mudanca de varidveis. Seja
u=x—1loux=u+1edu=dx. Assim,

3 3 3 2
/ x> 42 dX:/(u+1) +2du:/u +3u +3u+3du

(x—1)? u? u?
2
:%+3u+3|n\u\—%+k
_ (x—1)? 3
= +3(x—1)+3|n|x—1|—x_1+k.
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Substitui¢do inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Denominadores Redutiveis do 3° Grau

Teorema

Sejam «, B, ~y distintos entre si, m, n, p € R. Entdo existem
A, B, C € R tais que

. mx? + nx + p A B c
(7 (x—a)(x—ﬂ)(x—*y)_x—a+x—ﬂ+x—'y'
. mx? + nx + p A B C _
W B xa Tx B e pp
o m+nx+p A B C
(if) (x —a)3 _x—a+(x—a)2+(x—a)3'
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de Funcdes Racionais - Fracoes Parciais
s do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Exemplo
Calcule / 2x+1 dx

x3—x2—x+1
Como 1 é raiz de x> — x2 — x + 1, sabemos que (x — 1) é um fator
e obtemos x3 — x? —x+1=(x—1)(x®> —1) = (x — 1)?’(x +1). A
decomposicdo em fracdes parciais é
2x+1 A B C
3 5 = + + 5
x3—x2—x+1 x+1 (x—-1) (x—-1)
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Substituicdo inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Entdo, 2x +1 = A(x — 1) 4+ B(x + 1)(x — 1) + C(x + 1). Fazendo

x =1 obtemos 3 =2C ou C = =. Fazendo x = —1, obtemos
—1=4A0cu A= —%. Fazendo x = 0, obtemos 1 = —% - B+ g

1
ou B = —. Assim,
4

/ 2x+1 d
X
x3—x2—x+1

1 1 1 1 3 1
—‘4/x+1dx+4/x_1dx+z/(x_1)zdx
1

1 1 3
— Ut infx—1]—>— +k
4n|x+ |+4n\x | x -1t
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as de Fungbes Racionais - Fragoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Queremos calcular integrais do tipo

P
/ P
ax?+ bx+c¢
onde P é um polindmio e A = b?> — 4ac < 0. Ent3o devemos

reescrever o denominador como soma de quadrados. Em seguida,
fazemos uma mudanca de varidvel e calculamos a integral.
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Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuacido q o o
S 4 Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Exemplo

2x+1
Ca/CU/e/X2_'_2X—i_2 X.

Escrevamos o denominador como soma de quadrados
24 2x+2=x>+2x+1+1=(x+1)2+1. Fazendo u = x +1,
temos du = dx;

2x+1 2x+1 2u—1)+1
T dx= | ———dx= | 2"
/x2+2x+2 x /(x+1)2+1 x / u?2 41 4

2u -1
= [ 5—d ———d
/u2—|—1 u+/u2—|—1 “
= In(1 + v?) — arctg(u) + k
= In(1+ (x +1)?) — arctg(x + 1) + k.
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Substituicdo inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Exemplo

4x2 — 3x + 2
Icul — dx.
Cacue/4x2_4x+3 dx

Como o grau do denominador ¢ igual ao grau do denominador,
primeiro vamos dividir os polinéGmios,

4x% — 3x + 2 x—1 x—1
o2 ax+3 Yo —axas Yt o120
4x2 —4x + 3 4x2 —4x + 3 (2x—1)2+2

1
Fazendo u =2x —1ou x = %, temos du = 2 dx, assim
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Substituicdo inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

4x —3x + 2 x—1
T T ik = 1+ —————)d
/4x2 4x + 3 /( +(2x—1)2+2> x
1 e 1 fu-1
= 2 qu= S =4
X+2/ 212 X+4/u2+2 “
1 u 1 1
=x+- | ——du—=> [ ——d
X+4/u2—|—2 ! 4/ 212
+1|n|2+1| tg | —= ) + k
=x+zInju —f—arc
8 4.2 8 V2
1 1 2x—1
=x+=1In|(2x—1)2+1|— arct <>+k.
gl )7+1] 23 B\ =7
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de Funcdes Racionais - Fracoes Parciais
adores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Agora, vamos considerar integrais do tipo

/ P(x) o
(x — a)(ax? + bx + ¢)
onde P é um polindmio e A = b?> — 4ac < 0.

Teorema
Sejam m, n, p, a, b, ¢, a € R tais que A = b? —4ac < 0. Entdo
existem A, B, D € R tais que

mx% + nx+ p A Bx+ D

(x —a)(ax? + bx +¢) _x—a+ax2+bx+c'
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Substituicdo inversa

Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau
Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuagdo

Exemplo
5 1
Calcule /X—{;XjL dx
x> —8
Observe que x> — 8 = (x — 2)(x? + 2x + 4). Dividindo obtemos
x°+x+1 2+8x2—i—x—i—1 2, 8x% +x+1
— =Xt ———— =X .
x3 -8 x3 -8 (x = 2)(x2 +2x + 4)

Pelo método de fragdes parciais,

8x2+ x+1 A Bx + C

(x —2)(x2 +2x + 4) x—2+x2+2x—|—4'
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Substituicdo inversa
Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais
Denominadores Redutiveis do 2° Grau

Técnicas de Integracdo - Continuacido q o o
S 4 Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Entdo, 8x% + x + 1 = A(x? + 2x + 4) + (Bx + C)(x — 2). Fazendo

x = 2 obtemos 35 = 12A ou A = T Fazendo x = 0, obtemos
1
1=4A—-2Cou C= —6 Fazendo x = 1, obtemos

10:7A—B—CouB:%. Assim,

/ 8x2 4 x + 1 35 1 +/ Sx+ 1
x = — [ ——=dx —=—3—dx
(x —2)(x® +2x + 4) 12 ) x-2 x24+2x+4

35 In 2 + 1 / 61x + 64
—Inl|x — — | ——— dx.
12 12 )] x24+2x+4
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Substituicdo inversa
Primitivas de Fung¢des Racionais - Fracoes Parciais

Técnicas de Integracdo - Continuacio Denominadores Redutiveis do 2° Grau
S 4 Denominadores Redutiveis do 3° Grau
Denominadores Irredutiveis do 2° Grau

Para calcular a dltima integral, escrevemos

x24+2x+4=(x+1)?+3efazemosu=x+loux=u—1le
du = dx; portanto,

/ 61x + 64 dx—/ 61x + 64 dX_/61(u—1)—|-64du
x24+2x+4 " ) (x+1)2+3 77 u?+3

u 1 61 3 u
——d :—l 2 4 3)+—arctg [ —= | +k
u?+3 ! /u2+3 ! n(u”+ )+\/§arcg<\ﬁ>+

61 3 x+1
:2In((x+1)2+3)+\/§arctg< 7 > + k.

=61

Finalmente,
x4+ x+1
/X3 —3 dx

x3

5 61 3 x+1
— —Inx—2 —i——ln x+1)2+3)+ arct
3 T2 (e 17 4 3) et
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