SEL 0364 - Controle Nao Linear Aplicado / SEL 5772 - Controle Nao Linear Avaliagao: Parte 1

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
Escola de Engenharia de Sao Carlos
Disciplinas: SEL 0364 - Controle Nao Linear Aplicado

-
i‘.”,"////// SEL 5772 - Controle Nao Linear

Professora: Vilma Alves de Oliveira
Aluno: GABARITO
N° USP: Data: 27/06,/2023

Avaliacao: Parte 1

Orientacoes gerais:
1- Sua avaliagdo consta de 4 questdes, somando 10 pontos. E proibido utilizar consultas.

2- Justificar as respostas e mostrar os calculos realizados.

1. (3 pontos) O péndulo invertido exibido na Figura 1 é representado por:

S (1)
.@2 = f(l'l, xg) + b(xl,xg)u ’

sendo x1 = 6 o angulo da haste com a vertical e as fungoes f e b dadas por:
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Figura 1: Péndulo invertido.

Para manter a posigdo da haste (1) em uma referéncia x4, sendo o erro e = x; — x4, defina a
superficie de deslizamento s = Ae + é, com A > 0 uma constante de projeto. Pede-se:

a) Mostre que a primeira derivada em relagdo ao tempo da superficie pode ser escrita como
s = h + bu. Explicite a funcao h. Calcule a lei de controle equivalente .

Para a superficie de deslizamento s = Ae 4 é, a sua primeira derivada é calculada por:

§= N+ &= Ny — @q) + i1 — 74 (4)

Utilizando que &1 = x5 e &1 = @5 de (1):
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S:)\(%2—id)+f—|—b’lt—id:A(mg—i'd)—i-f—fi’d—i-bu (5)

Portanto, analisando (5) conclui-se que § = h + bu, sendo h = A(zg — &4) + f — Z4. O sinal
de controle equivalente é calculado fazendo $ = 0:

h + biteg = 0, (6)

Ueg = —bTh = =b""[Nag — &a) + [ — &4 .- (7)

Seja o sinal de controle descontinuo uq = —b 'ksign(s), com k > 0 uma constante de
projeto. Mostre que a lei de controle u = u,, + uq4 satisfaz a condigao:

V < _77|S|? (8)

sendo V' uma candidata Lyapunov e n > 0.
1
Dica: escolha V = 532 e lembre-se que s - sign(s) = |s|.

O sinal de controle completo é dado por:

U= Uey +ug = —b"'h — b ksign(s) = —b~" [h + ksign(s)]. (9)

1 .
Para V = 552 entao V = ss. Assim:

V =ss= s(h+bu) = s(h —bb~' [h + ksign(s)]). (10)

V = s(—ksign(s)) = —k|s|. (11)

Note que em (11), para satisfazer a condigdo V' < —n|s| basta escolher i < k. Assim:

V = —k|s| < —nls|. (12)

A utilizacao da funcao sign na construcao da lei de controle descontinua leva a um problema
tipico no projeto de controladores sliding mode. Qual é este problema e seus principais
impactos? Escreva uma lei de controle alternativa que contribua na solugao deste problema.
Existe alguma outra forma de contornar o problema gerado pela descontinuidade da fungao
sign na lei de controle tradicional?

O uso de uma lei de controle descontinua leva ao fendmeno conhecido como chattering, que
se caracteriza como oscilagoes de alta frequéncia e amplitude no sinal de controle. Essas
oscilagoes surgem devido ao fato de que a lei é descontinua em s = 0, fazendo com que
s tenha sinais opostos em cada lado da superficie para satisfazer a condicao de desliza-
mento. Os principais impactos sao: Desgaste de atuadores, excitacao de altas dinamicas
nao modeladas, desperdicio de energia, etc.

Para atenuacao do chattering pode-se substituir a fungao signal por funcoes continuas se-
melhantes como a fungao sat ou a tangente hiperbolica. Com isso, o chattering é reduzido,
mas a precisao do controlador é penalizada. Como exemplo, tem-se:

ug = —b 'ksat (;) (13)

Outra forma de contornar o problema do chattering sem que haja penalizacao do desem-
penho do controlador ¢ o uso de sliding mode de ordens superiores, sendo o de 2% ordem o
mais utilizado (algoritmo twisting, super-twisting, entre outros).
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2. (2 pontos) Um sistema fuzzy possui como entradas as variaveis x; e x5 e uma unica saida y.
As entradas e saida s@o caracterizadas por trés variaveis linguisticas: Pequeno (P), Médio (M)
e Grande (G). As fungoes de pertinéncia sao exibidas na Figura 2, enquanto a base de regras
é exibida na Tabela 2. O sistema usa o processo de inferéncia Mamdami, uso de multiplicacao
para o conectivo E entre as regras, acumulacao por soma e defuzzyficacao por centro de area.
Considerando uma situagao em que as entradas sao r; = 2 e x5 = 8, faga o que se pede.

w(z1)y w(y) 4
1 G 1 P M G
0,85 : B
0,5 0,5 f--rmre — L :
0,2}
0 7,5 10 T 0 2,5 5 8 10 Ty 0 25 50 75 100 Ty

a)

Figura 2: Funcoes de pertinéncia das entradas e saida do sistema fuzzy dado.

Tabela 2: Regras para o sistema fuzzy dado.

X2

Tz 2T
QY|P =
DINPIRavARD!

P
i M
G

Indique quais regras estao ativas para essa combinagao de entradas.

Da Figura 2, note que para a entrada z; = 2 apenas a variavel linguistica P possui per-
tinéncia nao nula, enquanto que para xo = 8, apenas a variavel linguistica G possui valor
de pertinéncia nao nula. Portanto, as regras ativas sao dadas pelas combinagoes dessas va-
ridveis linguisticas. Apenas uma regra encontra-se ativa para essa combinacao de entradas,
destacada na Tabela 2:

Sex1 éPexyé Gentaoy é P.

Na Figura 3, represente graficamente a saida fuzzy do sistema.

Para z; = 2 e x5 = 8, 0 grau de pertinéncia das variaveis linguisticas sao pup(r; = 2) = 0,85
e ug(xe = 8) = 0,8, como pode ser visto na Figura 2. Portanto, para o conectivo E entre
os antecedentes da regra, utiliza-se a interse¢do (minimo):

pup =min{pup(r; =2), pg(re =8)} = min{(0.85, 0.8)} = 0.8 (14)

Como apenas uma regra esta ativa, ela indicara o resultado do sistema fuzzy nessa situacao.
Portanto, o resultado seré toda a varidvel linguistica P da saida y cujo valor é menor ou
igual a 0.8, conforme exibido na Figura 3.

Calcule o valor estimado da saida .

> () g

Dica: a defuzzyficagao por centro de area é dada por CDA = ﬁ Discretize a
M\ Tk

saida em passos de 5 unidades.
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Figura 3: Construcao grafica da saida do sistema fuzzy dado.

Como solicitado, a saida sera discretizada em passos de 5 unidades, o que corresponde a 10
pontos entre 0 e 50. O célculo da pertinéncia para alguns valores de y pode ser feito com o
auxilio da equacao da reta que define a variavel linguistica de saida P:

uly) =1- L. (15)

A saida pelo método do centro de area sera:

(0 1(0)) + (5- u(5)) + (10 - u(10)) + ... + (50 - u(50))

B 1(5))
CDA = 1(0) + (5) + p(10) + . .. + p(50)

. (16)

opa— (008 +(5:08)+(10-08) + (15-0.7) + (20 0.6) + (25 0.5) + (30 - 0.4) + (35 - 0.3) + (40 - 0.2) + (45 0.1) + (50 - 0)
- 0.8408+0840.7+0.6+05+04+03+02+01+0 (‘
17)

CDA = 15,77 (18)
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3. (3 pontos) Considere o sistema:

{jzl — 1y (22 + 2} — 2) — day 2 (19)

Ty = 42219 + 29 (a:f + x2 — 2)

a) Encontre o conjunto de pontos de equilibrio.

Os pontos de equilibrio podem ser calculados através da condi¢ao # = 0, ou seja, 1 =0 e
t9 = 0. Utilizando (19):

21 (2} + 23 — 2) — w23 = 0 (20)
Azias 4+ x5 (27 + 25 —2) =0 (21)

Portanto, pode-se perceber que o conjunto de pontos de equilibrio do sistema sao:

P =(0 0) (22)
Py=(0 V2) (23)
Py=(0 —v?2) (24)
Py = (\/5 0) (25)
B = (_\/§ 0) (26)

b) Faga a linearizagao pelo primeiro método de Lyapunov e classifique os pontos de equilibrio.
Utilizando o primeiro método de Lyapunov, a matriz A fica:

on ORY oL,
oxr, Ox 3z —x3) — 2 —6x129

A — 1 2 | — . 27
% % [ 10z 24 5%% + 3$§ -2 (27)
89&1 81’2

Substituindo os valores de x; e x5 para os pontos de equilibrios obtém-se:

-2 0
Ap = A= Np =2, 28
Py [0 _2] 1 2 ( )
—8 0|
Ap2 = APS = [ 0 4 )\1 =4e )\2 = —8, (29)
40
Ap4—Ap5—[0 N )\1:46)\2:8. (30)

Para o ponto de equilibrio P;, ambos autovalores possuem parte real nao nula. Portanto,
trata-se de um ponto de equilibrio hiperbolico. Além disso, como ambos possuem parte real
negativa e parte imaginaria nula, o ponto de equilibrio é um sumidouro do tipo né estavel.

Para os pontos de equilibrio P, e P, ambos autovalores possuem parte real nao nula.
Portanto, trata-se de um ponto de equilibrio hiperbélico. Além disso, como um autovalor
possui parte real positiva, trata-se de um ponto de equilibrio do tipo sela. Para os pontos
de equilibrio P, e P5, ambos autovalores possuem parte real positiva. Portanto, trata-se
de um ponto de equilibrio instavel. Além disso, como ambos autovalores possuem parte
imaginaria nula, conclui-se que sao noés instaveis.
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c) Utilize a fungao candidata abaixo
V(z) = 2% + 23

e o Principio de Invariancia de LaSalle para mostrar que toda trajetoria iniciada dentro da
bola de raio v/2 centrada na origem ird convergir para a origem.

Para a candidata Lyapunov dada, sua derivada de primeira ordem seréa:

V(I) = 21’1?1.}1 + 2I2$'2 (31)

Substituindo (19) em (31):
V(x) =21 [xl (x% + 3 — 2) — 41’135%} + 229 [41’%952 + T (xf + 3 — 2)] (32)
V(z) =2 (af +23) (2] + 25 — 2). (33)

De (33), é possivel perceber que V ¢ semi-definida negativa, de forma que nao é possivel
garantir a estabilidade assintotica da origem. Note que V' ¢ localmente negativa no interior
a bola de raio V2.

Seja o conjunto wy = {z € R : V(z) < £}, em que [ > 0 e V(z) < 0. A regido de V(z) <0
¢ compreendida por 2 (x% + x%) (x% + 3 — 2) < 0, ou seja, (37% + 22— 2) < 0. Para ¢ =k,
com k < 2, o conjunto w; pode ser redefinido como: wy = {x1, 25 € R : 27+a5—k < 0}. Tem-
se que w; representa o interior de uma circunferéncia centrada em (0, 0) de raio V2. Define-
se um conjunto £ = {z € w, : V(z) = 0}. V(z) =0 — 2 (27 +23) (a7 + 23 —2) = 0.
Portanto, considerando os pontos no interior da bola de raio v/2, o conjunto E é dado por
r1 = x9 = 0, isto é, a origem. Em um conjunto invariante, qualquer trajetoria iniciada
dentro do conjunto deve permanecer no conjunto para todo ¢ > 0. Assim, como (0, 0) é o
maior e unico conjunto invariante em FE, a origem é um ponto de equilibrio assintoticamente
estavel. Pelo Teorema de LaSalle, toda trajetoria iniciada dentro de w; ird4 convergir para a
origem.

4. (2 pontos) As equagoes de Euler para uma espagonave rigida rotativa sao dadas por:
Jlfi)l = (JQ — Jg)ngWg + U1
Jowy = (J3 — Ji)wswy + ug , (34)
J3LZ}3 = (Jl — JQ)WlWQ + us

sendo w; a w3 as componentes de velocidade angular do vetor w em relagao aos eixos principais,
u1 a uz sao os torques aplicados nestes eixos e J; a J3 os respectivos momentos de inércia.

a) Mostre que com u; = us = uz = 0 a origem w = 0 ¢ estavel. Ela é assintoticamente estavel?
Para a candidata Lyapunov dada, sua derivada de primeira ordem seréa:

V(w) = lelwl + nggwg + Jg&)g@g (35)
Substituindo (34) em (35):

V(w) = Jiw —<J2 — Ja)waws + Jowy (J3 — J1)wswi ¥ Jaws (J1 — J2)wiws
Jl J2 J3

V(w) = (JQ — Jg)&)ﬂ.«)g(x)g + (J3 — Jl)w1w2w3 + (J1 — JQ)LU1WQW3
V(w) = <J2 - J3 + J3 — Jl + Jl - J2>w1w2w3

V(w)=0 (36)
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Figura 4: Diagrama da espagonave rigida rotativa

Portanto, uma vez que V é semi-definida negativa, pode-se concluir que a origem é estavel.
Todavia, a estabilidade assintética nao pode ser garantida.

b) Considere as entradas de torque como o controle de realimentacao dado por u; = —k;w;,
com ¢ = 1: 3, com k; sendo constantes positivas. Mostre que, nessas condigoes, a origem é
assintoticamente estavel.

Dica: Use a candidata Lyapunov V(w) = = (Jiw] + Jows + J3w3 ).

1
2
Substituindo as entradas de torque em (34) obtém-se:

Jld)l = (JQ — Jg)w2w3 - k?l(.dl

JQ@Q = (J5 — Jl)LU3w1 — k’g&)g . (37)

J3wz = (Jl - J2)w1w2 — ksws

Substituindo (37) em (35):

V(w) = —kiw? — kyw? — ksw?. (38)

Note que V é definida negativa. Assim, pode-se concluir que a origem é assintoticamente estavel.

Pag. 8 de 8



