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Prof. Sergio H. Monari Soares Questao | Valor | Nota
1.2 3,0
Nome: 2.9 3,0
3.4 3,0
Nimero USP: 4.2 1,0
| Total | 10,0 |

Instrucoes

1. Vocé s6 podera sair da sala de aula ap6s entregar a sua prova.

2. O uso de quaisquer equipamentos eletrénicos ¢ proibido. Em particular, desligue
e guarde o seu telefone celular. Portar em maos ou utilizar quaisquer equipamentos
eletronicos durante a prova resultara em anulacao da sua avaliagao.

3. Esta prova é individual. Tentativas de consultar colegas, fornecer informacoes a
colegas, consultar material bibliografico, anotacoes pessoais etc. resultara em anulagao
da sua avaliacao.

Termo Compromisso

Eu, abaixo assinado, empenho a minha honra em realizar esta avaliacao de acordo
com as instrucoes recebidas, de modo estritamente individual, sem consultar ou fornecer
informacgoes aos meus colegas, respeitando assim o proposito da avaliacao, os meus colegas
e professores bem como o Codigo de Etica da Universidade de Sao Paulo.

Assinatura:




(a) Mostre que a solugao geral da equagao da onda uy — *u,, =0 (z € R, t > 0),

u(z,t) = f(x +ct) + g(x — ct)

para f e g funcoes arbitrarias.

Solucao. Considere a mudanca de variaveis
E=x+ct n=ux—ct.
Pela regra da cadeia,
Op =0:+0, e 0= cO— cO,.

Assim,

8m = 6,55 -+ 28@7 -+ &m e 8tt = 028& — 2028577 —+ 0287777.

Portanto
0 = uy — gy = (O — 0pe)u = —402857714 =0;

O que significa que ug, = 0, pois ¢ # 0. Integrando em 7, temos u¢(€,n) = F(§).

Integrando em relagao a &, temos

u=f(&)+90),

onde f' = F, ou seja,

u(z,t) = f(x+ct) + gz — ct),

Use o item anterior para obter a formula de d’Alembert da solucao do problema

{ Ugp — Uy =0 (2 €R, t>0),
u(z,0) = ¢(x), u(x,0) =¢(x) (x€R).

Solucao. Fazendo t = 0 na identidade

obtemos
¢(x) = f(x) + g(x).
Derivando (1) e fazendo ¢t = 0,
b(x) = cf'(x) — g (z).

Derivando (2) e dividindo (3) por ¢, obtemos

H@)= @) +d@) e ) =) - g



Assim,

)= g0+ 5 [ v ds+a
g(z) = %qb(:c) - 2%/0%(3) ds + B

onde A, B sao constantes arbitrarias. Por (2), A+ B = 0. Avaliando f em
x4+ ct e g em x — ct, obtemos

z+ct 1 zr—ct
wat) = o)+ [ v+ o= [ v
ou seja,
1 z+-ct
uw, ) = (B +et) + oo — et + o [ w(s)ds

Use a integral de energia

E(t) = 1/ (pui + Tu?) dz,

o0

onde p e T sio constantes e ¢ = T'/p, para mostrar a unicidade de solugao do
problema de valores iniciais do item (b).

Solugao. Sejam u; e uy solugdes do problema de valores iniciais do item (b).
Assim w = u; — us é solucdo do problema

Wy — Cwyy =0 (v €R, t>0),
w(x,0) =0, w(xz,0)=0 (xze€R).

Como os dados iniciais neste problema sao nulos, a energia E(0) = 0. Pela
conservagao de energia, F(t) é uma constante independente de ¢, logo E(t) =
E(0) =0, logo

1 oo
5/ (pw; + Tw?) dx) = 0.
Como o integrando é continuo e nao negativo,

pw? +Tw? =0, r€R, t>0,

Assim, w é constante. Mas w(x,0) = 0, portanto w = 0, isto &, u; = us.
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(d) Mostre a estabilidade, isto é, sejam wu; e us as respectivas solucoes dos pro-
blemas do item (b) com respectivas condi¢Oes iniciais ¢y, 11 e ¢g, 1bo, mostre
que

sup [us (2, 1) — ug(@, )| < sup |1 (x) — @o(x)] + T'sup [ (x) — a()],

z€eR zeR zeR
para todo t € [0, 7]

Solug¢ao. Como a equagao é linear, a funcao u; — us é solucao do problema é solucao
do problema

w(x,0) = ¢1(z) — d2(x), w(w,0) = Y1(x) —o(z) (v €R).

Pela formula de d’Alembert,

{wtt—CQUJmc:O (x eR, t>0),

wr(,0) = (i, 1) = 3 [(G2(x + ct) — Ga(ar + ct)) + (6n(x — ) — gl — ct))]
1 z+ct
c30 [ W) —ate) ds
= 2 (61— 2)(w + ) + (61 — ) — )]
1 x-‘rct
2—/ ) (s)ds

Pela desigualdades triangular,

Jur (2, 1) — ua(x, 8)] < 5 [[(¢1 — @2) (@ + ct)| + |(¢1 — o) (2w — )]

1

2
x+ct

— - d

co ) =l ds

Dado T > 0, para todo ¢ € [0, T, temos

1 z+ct
sup s (1, £) = ol )] < 3259 [61(a) = (o) + e sup () — valo)] [

z€R 2c

< sup|éi () — bala)| + isupwl( ) — a(0)] (& + et — ( — et)

zeR 2¢C zeR

= sup [61(2) = a(2)] + 5 sup [11(z) — dal)|2et

zeR 2 Te
= Sup |p1(x) — do()] + sup 1 () — a(z)t

< sup [¢1(z) = da()| + sup [ (z) = Ya(@)|T-



2.

(a)

Enuncie o principio do maximo para a equacao da difusao u; — kug, = 0.
Solugao. Se u € C*((0,L) x (0,7)) N C([0, L] x [0,T]) satisfaz a equagao de
difusao

Uy = kg, O0<ax<L, 0<t<T,

entao o valor méaximo de u(z,t) é assumido inicialmente (¢ = 0) ou nas laterais
(x =0 ou xz = L). O valor minimo tem a mesma propriedade.

Prove a unicidade de solucao do problema de valores inicial e de fronteira

up —kug, =0 (0<zxz <L, t>0),
u(0,t) = g(t), u(L,t) =h(t) (0<x<L,t>0),
u(z,0) =¢(x) (0<az<L).

Solucao. Suponha que u; e us sao solugoes do problema de valores inicial e de
fronteira em questao. Entao v = u; — uy é solucao do problema

vp— kv, =0 (0<az <L, t>0),
v(0,t) =0, v(L,t) =0 (0<z<L,t>0),
v(z,0)=0 (0<z<L).

Assim v ¢ nula inicialmente (¢ = 0) e nas laterais (zr = 0ouxz = L). Seja T > 0.
Pelo principio do méximo, v(x,t) < 0 no retangulo [0, L] x [0,7]. O mesmo
para o minimo mostra que v(x,t) > 0 no retangulo [0, L] x [0,7]. Portanto,
v = 0 no retangulo [0, L] x [0,7]. Como T > 0 é arbitrario, v = 0 no conjunto
[0, L] x [0,00), isto é, u; = us.

Mostre a estabilidade, isto é, sejam u; e uy as respectivas solucoes dos proble-
mas do item (b) com respectivas condi¢oes iniciais ¢1(x) e ¢o(z) continuas em
[0, L], mostre que

_ < _
max |ui(z,t) — uz(z, t)] < max [éi(w) — da(w)l,

para todo t > 0.
Solucao. A funcao u; — us é solucao do problema

vy — kv =0 (0<z <L, t>0),
v(0,t) =0, v(L,t)=0 (0<z<L,t>0),
v(2,0) = ¢1(z) — ¢2(x) (0<z <L)

Como u; — ug é zero nas laterais do retangulo {(x,t) |0 <z < L,t >0} eé
igual a ¢; — ¢ na base do retangulo, o principio do maximo diz que

_ < _
wi(a,8) = ual 1) < max [61() — da(a)],
enquanto o principio do minimo diz que

(1) = (e 1) = min (61(x) = 0a(w) = = max, [61(x) = 6a(@)
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portanto,
Jur(, ) = (. £)] < max |1(2) — da(a)]

e assim
_ < _
ax ur(,t) — ux(z, t)] < max |¢1(z) — d2(w)],
para todo t > 0.
3. Considere a difusao dentro de um tubo circular fechado de comprimento 2L. Seja
r o parametro de comprimento do arco onde —L < x < L. Entao a concentracao
da substancia difusora satisfaz

Uy = kg, (—L <z <L),
{ u(—L,t) =u(L,t) e uy(—L,t) =wu,(L,t) (t >0).

Estas condicoes de fronteira sao chamadas de condicoes de fronteira periddicas.

(a) Mostre que os autovalores sao A = (nm/L)? paran =0,1,2,3,....

(b) Mostre que a concentragao é

1 oo
u(z,t) = 500 + Z (an cos ? + by, sin ?) eIk LE
n=1

(c) Encontre a solu¢do deste problema que satisfaz a condicao inicial u(z,0) =
1+ 3sin(mx/L) para —L < x < L.

Solucao.
Para resolver este problema separamos as variaveis da forma u(x,t) = X (x)T(t).
Substituindo na equacao da difusao obtemos
T/ X//
KT X
Portanto, T'(t) satisfaz a equacdo T"(t) = —\kT(t), cuja solugdo é T(t) = Ae .
Além disso,

= )\ (constante).

X"(z)+ XX (z)=0, X(-L)=X(L), X'(-L)=X'(L)
HA4 trés possibildades:

a) Se A =0, X(x) = A+ Bz e as condi¢oes de contorno implicam B = 0 e A
qualquer.

b) Se A=\ <0, X(z) = Ae¥=>* + BeV=>* ¢ as condigbes de contorno implicam
A=B=0.

c) Se A\ = 82 > 0, X(z) = AsinfBz + BcosfBz. Ao impor as condigoes de
contorno, encontramos A e B quaisquer e sin SL = 0, ou seja, § = nmw/L para
n=12,....



Assim,

A= (nw/L)?, Xn(x):Ancos$+anin? (n=0,1,2,3,...)

Para cada n, a geral da edo na variavel ¢t é T,,(t) = C,e "™ "/I*_ Portanto, a
solugao (concentragao) é

nmtx 2.2 2
——a + (ancos——i-b sm—) e TR LY,
u(z, 0 Z I

Por fim, impondo a condicao inicial

1+3sin7r—Lw: u(z, —a0+z<ancos + b, sm?)

obtemos
ap =2, a,=0n>1), by =3, b, =0 (n>2),
ou seja, a solucao é
u(z,t) =14 3sin W—;e_”%t/ﬂ.

. Mostre que se f ¢ uma fungao C' em [—, 7] que satisfaz as condigoes de fronteira
periodicas (veja Questao 3) e se f_ﬂﬂ f(z)dz = 0, entao

[ P < [ irwpas

(Dica: Use aidentidade de Parseval, lembrando que para a série de Fourier completa,
a identidade de Parserval se escreveve como

L

1 2 = 2 2 _l/ 2

onde Ay, A,, B, (n=1,2,...) sdo os coeficientes de Fourier de f.)

Solug¢ao. Denotando Ao, A, B, (n = 1,2,...) os coeficientes de Fourier de f, a
identidade de Parseval implica

1 " 2 _ 1 2 = 2 2\ __ = 2 2
PR = g S B = 3o+ B ()

pois, por hipotese, Ay = %ffﬂ f(x)dx = 0. Por outro lado, pela integracao por

partes,
1 [™ 1
= _/ f(z) cosnzdr = — (f(:c SlnTm / o Smnxd:c)
T ) . T

1 [7 1
=—— [ f'(z)sinnzdx = —=B),
nr J)_, n




onde B! é o coeficiente de Fourier de senos de f’. De modo anélogo, usando que
f(=m) = f(m) e que a fungao cosseno é par, obtemos

m —I—/W f,(x)cosn:vdx>

B, = L[ f(z)sinnzdr = ! (_f(x)cosna:

™ ™ n —m n
1/1 1 [,

= — | = [=f(m) cosnm + f(—) cos(—nm)] — — f'(x) cos nzdx
T \n nJ_.
r [, 1,

= — f(x)cosnxdx = —A;,,
nm ) . n

onde A, ¢ o coeficiente de Fourier de cossenos de f’. Substituindo A, = —1B) ¢

B, = 1A na equacdo (4) e usando a identidade de Parseval da f’, temos

T o0

Portanto



