SEL0310 - Ondas Eletromagnéticas

Resolugao P1 - 09/05/2023

1 Questao 1

(a) Conforme a situagdo proposta pelo enunciado, observa-se que o campo elétrico da
onda plana é perpendicular (dire¢do y) ao plano de incidéncia x — z, enquanto o
campo magnético deve pertencer ao plano de incidéncia. Logo, tem-se um caso de
polarizagao TE (Elétrico Transversal).

(b) De acordo com a equagao da componente y do campo elétrico incidente, o vetor de
onda é descrito por:

-

k=Fkiy2+ki,2=31+42

Logo, o angulo de incidéncia 6; deve ser dado por:

k; 3
O;=tg ' (=) =tg >
(&) - (5)
Portanto, | 6; = 36.87°

(c) Inicialmente, determina-se o dngulo de transmissao 6; utilizando a lei de Snell:

ki - sen(0;) = ko - sen(6;)
wy/Iho €0 - sen(B;) = w+/fuo [ir €0 €r - sen(6y)
sen(6;) = \/ug €r - sen(6;)

Considerando que o meio dielétrico é nao-magnético, ug = 1, entao o angulo de
transmissao é descrito por:

0, = sen! {L sen(@i)}
€R

Logo, 6; = 17.46°. Dessa forma, pode-se calcular os coeficientes de reflexao e trans-
missao para polarizacao TE, sabendo que as impedancias caracteristicas do meio sao

€R

m=m =/t =120m Qen =no- L — 601 Q:

RTE _ 2 cos(0;) — m1 - cos(6y)
N2 - cos(0;) + n1 - cos(6y)

=—041

TTE _ 2 -1y - cos(b;)

— =0.59
no - cos(0;) +m1 - cos(0;)
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Nesse panorama, os vetores de onda refletida k, e transmitida k; sao dados por:

by = kg & + kys 2 = ky [sen(6,) & — cos(6,) 2]
Ky = iy &+ ks 2 = ko [sen(0;) & + cos(6;) 2]

onde,
ki = |k = \Jk2 + k2 =5m~!
e
kz = W /€l - \/5: ]fl ‘A ER = 10 mfl
Assim,

k, =33 — 42
k, = 33 + 9.542

A partir da lei de Faraday, pode-se encontrar as componentes do campo magnético
partindo do campo elétrico:

VxE
JWi

VxE=—jwuH — H=-—

Dessa maneira, seja Ey = 20 V/m a amplitude do campo elétrico incidente, os campos
elétrico e magnéticos refletidos e transmitidos serao descritos por:

(i) Campos de onda refletida

Ep = RTE.Eye 7§ = Ep = RTE.Bye13r742) g = | By — —8.18 ¢ 96242 § V/m

- R'".Ey-k

Hpg [cos(0,) & + sen(B,) ] - eIk ) o
Wy
. R'E.E |
Hp = ——cos(0,) & + sen(0,) 2] - e 7C+12) =
Ui

Hp = —21.71 (0.8 & + 0.6 2) e~ 96374 mA /m

(ii) Campos de onda transmitida

Er=T"". By e 7§ = | Ep = 11.82 ¢ (71954) § v/




- TTE.E, R A —j(32+9.542)
Hr = ——— [—cos(6;) & + sen(6;) Z] - e’ 08 =
2

Hyp = 62.72 (—0.95& + 0.3 2) e~9(3219542) A /i

2  Questao 2

a) Seja a velocidade da luz equivalente a ¢ = 1 0o — 3-10% m/s, a velocidade de fase
(a) Sej i

v, ¢ dada por:
w c

w
— = = Uy = ——
ko wyen 8 VHRER

'Up:

Logo, [v, = 1 - 10® m/s

(b) O namero de onda ¢ dado por:

2r f

w
k:E\/m:T\/m

Portanto, |k = 20m m™! = 62.83 m_l‘

(¢) O comprimento de onda é equivalente a:
2
A==
(d) Seja o campo elétrico dado por:

E(z,t) = Re {Ege = 40 & = By cos(wt — kz + ¢) &
Assim, seja Fy = 100 V/m,

E(z=0,t=0)=100cos(¢) & =50& [V/m] =
50 1 n
A T S
Logo,
- AT

E(z=)/2,t=0) = 100005(—k:'§+ )& = 100003(—7T+g)55 =

3

—

E(z=X/2,t=0)= =502 V/m

(e) Da questdo anterior, constata-se que o campo E (z = A/2, t = 0) esta defasado de
180° do campo E (z =0, t = 0), logo, estao fora de fase.

(f) Os fasores serao dados por:

—

E(z=0) =100 €5 # V/m||E (z = 0.05) = —100 ¢’5 # V/m




3 Questao 3

(a) Como a onda incidente esté circularmente polarizada a esquerda (LHC) do ponto de
vista da fonte, espera-se que, sendo o plano de polarizacao = — y, a componente y do
campo esteja avancada de A¢ = 7/2 com rela¢do a componente x, além de F; = E,.
Assim, supondo propagagao na dire¢ao +2z com incidéncia normal:

El(z, t) = E; cos(wt — kz)
E}(z, t) = By cos(wt — kz + g)

Entao:

Bilz t) = Bi(z )@+ Bz, )

Ei(z,t) = F [cos(wt — kz) T+ cos(wt — kz + g) g)]

—

Ei(z, t) = Ey[cos(wt — kz) & — sen(wt — kz) y]

Seja cos(wt + ¢) = Re {ej(‘“t+¢)}, entao:
Ej(z, t) = Re { 1/ @ )3 4 el i=ke+3)g)
Ei(z, t) = Re {El (e‘jkzi + e_j(kz_%)gj) ej“’t}
Logo, a forma fasorial sera dada:

E;(Z) = E1 (Zi' + ng@) G_jkz

Ei(2) = By (& +j§)e7*

Aplicagdo numérica: nesse panorama, supondo que a onda se propaga no ar (vacuo)
e incide no meio dielétrico, a constante de propagacao deve ser equivalente a:

k:g:ﬂ:> Am -1
C

c 3

Logo, sejam igualmente |E;(z, t)] = By =10 V/m e w = 21 f = 1.26 - 10° s71, tem-se:

—

Ei(z, t) = 10 [cos(1.26 - 10°¢ — T 2) & — sen(1.26 - 10°t — 472) §] V/m

Ei(z) =10(&4j9) e 5% V/m




(b) Seja a impedéncia caracteristica do primeiro meio (z < 0) equivalente a 1, = 1y =
1207 Q e a impedancia do segundo meio (z > 0), gy = 19, /L& = 607 €2, considerando

cr
incidéncia normal (6; = 0; = 0°), tem-se:

R:772—771:>RTE:_%
N2+ M
9.
7= ,[r=2
N2 + M

(c) Dada a situagao descrita pelo enunciado, tem-se:

- . AT |
kr=k,z2=——2

3

— 8

ky = ki, 2 = koZ = k1\/lUgeRr 2 = ?2

Dessa forma, o campo refletido sera dado por:

E.(2)=FE -R-(2+j§)e5"

En(2) = —%(i+j ) e’5* V/m

Ja o campo transmitido deve ser dado por:

8w

E(2)=T B -(&+jj)eds?

—

Ef(2)=2(i+jg)e 57 V/m

Por fim, o campo total em z < 0 sera:

Er(z <0) = Ey(z) + E.(2)

—

Er(z<0)=10(& +j§)e 5% = S(@+jg) e’

Fr(z<0) =103 +j79) (wfz _ 1. eﬂfZ) V/m




4 Questao 4

De antemao, para meios isotropicos nao-magnéticos ou que operam em frequéncias opticas,
seja pur = 1, tem-se:

N =c\Jeft = \/JErig = N = \J€r = | € = eon?

De forma analoga, para meios anisotrépicos biaxiais, estudados no sistema de coorde-
nadas cartesianas (x, y, z), tem-se:

n'?> 0 0 ng 0 0
€E=¢ | 0 n;2 0| =e]|0 n, 0| =>€=¢-n
0 0 n? 0 0 n,

onde 7 é o tensor de permissividade relativa. Logo, do enunciando da questdo, tem-se
ny = 1.0, n, = nf = 1.6, n, = n’y2 =17 n, = n’Zz = 1.5, ny = 2.0eny = 1.45.

Supondo polarizagao TM, o campo magnético serd da forma H = H,y, enquanto o
campo elétrico deve assumir a forma F = FE, £+ FE, 2. Assim, deriva-se a Eq. de Helmholtz
em polarizagao TM para as:

(i) Camadas isotropicas (i = 1, 2 e 4)

Dadas a equagoes de Maxwell a seguir:
V x HD = jwen?E @ (1)
Vx E® = —juugH® (2)

Encontra-se a partir da Eq.(1) que:

oH," |
S = —jweon?E) g
OH (4) .
Gu = Jweoni B (4)
e, a partir da Eq.(2), que:
0B op" Z.
9z  or _]w'uOHy() (5)

Aplicando as Eqs.(3) e (4) na Eq.(5), deve-se encontrar:

072 + 0x?

+ w260u0n?Hy(i) =0 (6)

Assumindo que a componente Hy(i) do campo magnético é descrita por uma fungao
do tipo



H (@, 2) = hy(x) 9%,

entao a Eq.(6) pode ser, finalmente, reescrita como:

0°H,"
0x?

+ (kgn? = B*)H =0

onde k} = w?eyup e define-se igualmente:

/ii:\/kgng—BQ

Camadas anisotropicas (i = 3)

Dadas a equagoes de Maxwell a seguir:
V x HO = jwegnE @ (7)
V x E® = —jwueH® (8)

Encontra-se a partir da Eq.(7) que:

oH," A
S = —jwans B’ )
oH,"” .
5 — jwegn, BY (10)

e, a partir da Eq.(8), que:

oY  orl
0z  Ox

— —jupoH (11)
Aplicando as Eqs.(9) e (10) na Eq.(11), deve-se encontrar:

1 o2 1 0°HY |
— " (@) —
ng 022 n, 0x? e eonoH,” =0 (12)

Assumindo que a componente Hy(i) tem a mesma forma considerada para o meio
isotropico, a Eq.(12) pode ser rearranjada para:

82H(Z) . )
ax‘;’ + {k;g n, — 3 (Z—)} H® =0

No caso anisotropico, define-se, de forma analoga,

Ki= /= \[k2n, — B2
Ny




(a) Para as camadas isotropicas (i = 1,2 e 4), se, em determinada camada ¢ tem-se uma
onda em comportamento oscilatorio, espera-se que K; seja puramente real e logo:

K=k =/kin2— B

Entretanto, caso a onda na camada tenha comportamento evanescente (decaimento
exponencial), espera-se que K; seja puramente imaginario. Portanto:

Ki = jki = j\/ B2 — k2n? = k; = /B2 — k3 n?

Nesse sentido, como k; € R, entao, para o caso:

(i) Oscilatorio
2 2 2 s P 2 _ 2
kgn; —B° >0 <= n; >k—g:ni > ngpp =
(ii) Evanescente
2

2 2.2 2 5 2 2
*—kin; >0 < W < g5 =0 <Ny &
0

Ja, para as camadas anisotropicas (i = 3), se houver comportamento oscilatorio da
camada, tem-se K; seja puramente imaginario:

/Qi:ki: & k%nm_ﬁQ
V "

Para onda evanescente na camada anisotrépica, espera-se:

%i:jh::ﬁ/gi-dﬁz—kgmpéky:,/%5- 32— k2n,

De forma anéloga & situacao isotropica, espera-se k; € R. Assim:

(i) Oscilatorio

2
king, — % >0 < nx>%:>nx>n§ff = |y > Nepy
0

(ii) Evanescente

2

B2 —king, >0 < nx<%:>nx<n§ff = |y < Nesy
0

A partir dos valores informados pelo enunciado, sabe-se que:

Ny < /Ny <Ny < No



Como n; = 1, assume-se que o indice de refracao efetivo seja sempre n.sy > n; para
que nao se tenha k < ky. Além disso, tendo em vista o objetivo de um guia de onda,
deseja-se que haja confinamento de onda em ao menos uma camada. Dessa forma, o
caso em que negr > Ng inutiliza o guia de onda, pois levaria a decaimento exponencial
em todas as camadas. Essa situacao sera igualmente descartada. Portanto, existem
3 solugoes possiveis para as condigoes de radiacao:

Comportamento da camada 1

Caso 1 2 3 4
ny < Nefp < /Ny | Evanescente | Oscilatorio | Oscilatério | Oscilatorio
VNz < Nepp < ny | Evanescente | Oscilatorio | Evanescente | Oscilatorio
ng < nefr < ng | Evanescente | Oscilatorio | Evanescente | Evanescente

Tabela 1: Limite de variacao de n.f; e comportamento nas camadas para cada uma das

solugoes tuteis do guia de onda.

(b) Adota-se, desse item em diante, o limite de variagao:

Ny < Nepp < ng = [1.45 <ngpp < 2.0

(c) Considerando a Eq. genérica de Helmholtz das camadas isotropicas e anisotropicas:

0°H,"
0x?

2006
+K;HY =0,

seja o campo magnético nas camadas da forma Hy(l) (x, z) = héz) (x) e79P% entao pode-
Se reescrever a equagao como:

(@) | 2
W + K/ih;)<1‘) =0

A EDO acima tem solugao geral:
hy(i)(x) = C1e/M 4 Che™ Il

Assim, para a situagao adotada no item (c), tem-se:

(i) Camada 1 (w < x <w + d)

K1 = jki = jy\/ % — kin? =

hiD(x) = Cye M=) 4 O ehrv) (13)
Sabe-se que em x = w -+ d, o campo magnético deve ser nulo, logo:
Cye M9 4+ Cue? = 0 = | Oy = —Cye®™ (14)




(ii) Camada 2 (—w < x < w)

/12:k2:\/k8n§—@2:>

h;z)(x) = Clek2® 4 Cle k2" =
hiP(x) = (C + Cg) cos(kqx) + j(C'5 — Cg) sen(kox) =
hf)(x) = (5 cos(kqx) + Cg sen(kqx) (15)

(i) Camada 3 (—t—w < x <—w)

. . [Ny
ffszjkg:u/n—~ B% — kin, =

h;fi) (z) = C; e ka(etw) Cy eka(z+w) (16)
(iv) Camada 4 (x < —t—w)

Ky = jhka = jy/B* — kgni =
h;4) (l‘) _ Cg 6—k4(w+w+t) + ClO €k4(1‘+w+t) (17)

Sabe-se que:

i 1) =0

Supondo a continuidade dos campos elétrico e magnético na interface entre as cama-
das, tem-se:

(i) Em x = w:

iV (= w) = hy(z) (x =w) =|C3+ Cy = Cs cos(kaw) + Cg sen(kaw)|  (18)

Y

eMe=w)=eP(z=w)= %(—03 +Cy) = % [—C5 sen(kow) + Cgcos(kaw))
1 2
(19)
(ii) Em x = —w

hf) (v = —w) = hég) (x = —w) = |C7 4+ Cg = C5 cos(kaw) — Cg sen(kaw) | (20)

2) ) s ks

e, (x=—w)=e(r=—w)= " [Cs sen(kow) 4+ Cgcos(kow)] = n—(—C’7 + Cs)
2 z

(21)

Az =—w—t)= h;‘l) (x=—w—1t) =|Cref + Cge™" = Oy (22)

(23)
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Com esses resultados, aplicando a Eq.(14) nas Eq.(18) e Eq.(19), encontra-se:

Cy (1 = e*19) = C5 cos(kaw) + Cg sen(kaw)

A-Cy(1+ €M) = —Cs sen(kow) + Cg cos(kaw)

onde )
- k’l ny

A

)

Dividindo a Eq.(25) pela Eq.(24), encontra-se:

%:[LJa@@wq 6

B + tg(kow)

onde
1 + e2krd

1 _ €2k1d

B=A

Dividindo a Eq.(23) pela Eq.(22), encontra-se:

= (l—I—C _ezkgt) C.

1-C
onde
]{34712
O —
]an?l

Retornando a Eq.(27) na Eq.(22), encontra-se que:

_ 2 kst
Cw—(l_c (& )C7

Sejam igualmente

2
2kt o k3 n3

_1+4C

D=
1-C

e F

e —
k2 Ny

entdo, aplicando a Eq.(27) nas Eqs.(20) e (21), tem-se:

Cs cos(kaw) — Cg sen(kaw) = (1 + D) Ct
C; sen(kow) 4+ Cg cos(kew) = E(D — 1) Cq

Dividindo a Eq.(28) pela Eq.(29), encontra-se:

F

1-F. tg(kgw)] Co

11

(26)

(27)

(30)



onde

14+ D

F=sm-1

Finalmente, igualando as Eqs.(26) e (30) encontra-se a equacao transcendental:

[1 - B-tg(kyw)][1 - F - tg(kyw)]

tg(kow) = - F
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