CAPITULO 15

ANOVA: 0 MODELO DE MEDIAS DE CASELAS PARA
DADOS DESBALANCEADOS



15.1 INTRODUCAO

Trataremos do uso da ANOVA em conjuntos de dados desbalancea-
dos, em que o numero de observacdes por tratamento nio é o mes-
mo.

Problema: Generalizar os resultados conhecidos do modelo super-
parametrizado para dados desbalanceados pode levar a resultados
contraditorios.

Speed, Hocking e Hackney (1978) e Hocking (1996) resumiram os
métodos mais comuns de analise de dados desbalanceados para
modelos com dois fatores e delinearam as hipéteses a serem testa-
das em cada caso.



Ja sabemos que:

e A hipoétese usual para os efeitos principais de um modelo com
dois fatores (com interagdo) é que as respostas médias dos ni-
veis de um fator nao diferem entre si, quando avaliados sobre to-
dos os niveis do outro fator.

Por exemplo: método dos quadrados médios ponderados (weight
squares means), proposto por Yates (1934), testa esta hipotese e
tem uma modernizacdo baseada no modelo de médias de caselas.

As hipéteses testadas por outros métodos sao funcdes das médias
ponderadas pelas frequéncias de caselas, n;;, que (geralmente) ndo
sdo caracteristicas naturais, a menos que os tamanhos das amos-
tras sejam, de certo modo, uma caracteristica de cada grupo.
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Mais detalhes sobre as diversas abordagens de andlise de conjuntos
de dados desbalanceados sdo encontrados nas paginas 413 a 415
do livro do Rencher.

Modelos para um fator e para dois fatores com dados desbalancea-
dos serao cobertos nas Se¢des 15.2 e 15.3, respectivamente.

Usaremos o modelo de médias de caselas para identificar clara-
mente as hipoteses que serdo testadas em cada caso.




15.2. 0 MODELO COM UM FATOR

0 modelo desbalanceado com um fator é

Yij=Hta;t¢g;
(15.2)
= Wi t+ &;

parai=1,2,...,kej=1,2,.., n; Para fazer inferéncias, assumire-
mos que &; ~ N(0,07) sdo i.i.d.

15.2.1 Estimagao e Teste de Hipdtese

Para estimar os y;’s, nos iniciamos escrevendo as N = ),; n; obser-
vacgoOes para o modelo (15.2) na forma matricial:



yl.nl 1
Y21 0

Yon, [=[0 1 - 0

rY1i17 1 0 -+ 07

i) g 6 . 1

Hq
|2%)

Uy

_811_

81711
€21

€2n2

€k1

-8knk_

ou y=Wu+e¢ (15.3)

O sistema de equagdes normais W' Wi = W'y tem solucdo Unica:

p=WW)'Wy=y=

V1e
Yae (15.5)

yko
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Em que: WW = diag[nlanI "'Jnk]: w,y = [)’1-:3’2-: '"tka], €Yie =

ng

n _ 1
Zj;1 Vij € Vie= n_l Z,=1 Vij

Para testar a hipotese Hy:puy = p, = +++ = U, n0s comparamos o
modelo completo em (15.2) e (15.3) com o modelo reduzido y;; =

§* + &, onde pu* € uma constante comum a todo y;;, sob Hy.

Para o modelo completo, nds temos que:

2
yi.
ni

SQ(Hl:HZ!”'!.”'k) = ﬁlwly = Ziyioyio = Zi

As observagdes no modelo reduzido podem ser escritas matricial-
mente como:

y = uj + &,onde jé Nx1
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A solugdo do sistema j'ji = j'y é i =3...Como j'y = Ny,, temos:

T ey _ 1 2
SQ(u) ={'j'y =Nyi = N (Zijyij)
A SQEntre grupos é calculada como:

2 2
SQEntre =3, Juy. — NyA =T, 22 =28 (157)

N

onde Y., = X;; ¥ij € Yoo = Yeo/N. A SQEntre tem (k-1) graus de li-
berdade.

A SQResiduo é dada por (7.24) como
. ’ ~Iyar! y °
SQResiduo =y'y -@'W'y =X, ¥7L, y7 - Yk == (158)

e tem N-k graus de liberdade.
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Observe que SQEntre e SQResiduo também podem ser escritas na

forma:
2

SQEntre = Y% . n;(¥ie — Vo)
i _ \2
SQResiduo = Zizj(yij - yi.)

Tabela 15.1 ANOVA do modelo desbalanceado com um fator

Fonte de Variacdo gl.  Somas de quadrados

2
Entre k-1 SQEntre =3F, y" —~ YW
Residuo N-k SQResiduo = ZU v -2, y“
2
Total N-1 SQTotal =Y;; Yizj — YW
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Se assumirmos que y;; ~ N(y;, 0?) entdo pelo Teorema 8.1D, uma
estatistica para testar:
Horpy = ply = -+ =

é dada por:
_ SQEntre/(k—1)  QMEntre

~ SQResiduo/(N—-k) QMResiduo

(15.11)

que tem distribuicdo F(k — 1, N — k), se H, é verdadeira.

Exemplo 15.2.1. Os pesos liquidos de latas enchidas por cinco ma-
quinas de enchimento (filling machines) sao apresentados na Ta-
bela 15.2 (Ostle & Mensing, 1975, p.359).

A andlise de varidncia é mostrada na Tabela 15.3. A estatistica F é
calculada por (15.11).
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Tabela 15.2. Peso liquido de latas enchidas por cinco maquinas

A B C D E
11.95 12.18 12.16 12.25 12.10
12.00 12.11 12.15 12.30 12.04
12.25 12.08 12.10 12.02
12.10 12.02

Tabela 15.3. ANOVA para os dados de peso liquido (Tabela 15.2)

Fonte de variagao g.l. SQ QM F p-valor
Entre 4  0.05943 0.01486 1.9291 0.176
Residuo 11 0.08472 0.00770

Total 15 0.14414
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Nao existem diferencgas significativas (p-valor = 0.176) entre as
médias ponderadas de peso liquido de latas enchidas pelas cinco
maquinas.

Conclusao: Os pesos liquidos médios das latas enchidas pelas cinco
maquinas nao diferem entre si (p-valor > 0,05).

15.2.2 Contrastes
Um contraste das médias populacionais é definido com
8 = Cly + oty + -+ + Cylh, em que X, ¢; = 0

e pode ser expresso como & = ¢'u, onde ¢’ = [¢y, ¢y, ¢ ] e p =
’
[,Lll, Uz, - uuk] .
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Ja sabemos que:

e OBLUEded§é §=c'l =170+ V00 +  + CiVke
o var(8) =o' (WW) tc=023F c?/n,.
e A estatistica F paratestar Hy: 6 = 0 €

_ @R [CWW R _ (i)’
- 52 s (ZE o /ny)

onde s* = SQResiduo/(N-k).

F

(15.13)

Se H,, é verdadeira, a estatistica F em (15.12) ou (15.13) tem dis-
tribuicdo F(1; N-k) e rejeitamos Hy: 6 = 0 se F > F,,;,(1; N-k),
ou se p-valor < a onde «a é o nivel de significancia adotado.
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Em experimentos balanceados, dois contrastes

A

§ =% aVe? =35 b
sdo ditos ortogonais se Z{-‘zl a;b; = 0. Esta também é a condicdo de
independéncia de 6 e ¥ quando o experimento é_balanceado.

Problema: No caso de dados desbalanceados os dois contrastes or-
togonais & e 7 que satisfazem sé a condicdo ¥, a;b; = 0 ndo sdo
independentes!

Teorema 15.2A Se y;; ~ N(u;,02), i.i.d., no modelo desbalanceado
(15.2), entio os dois contrastes § = Y. a;y;. e 7 = Y5, b,y sdo

. aib;
independentes se e somente se Y.~ 7‘1 - =0.

i
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Prova: Os dois contrastes podem ser escritos na notag¢ao vetorial
como S = aly e ? = b,y; Onde 7 = [}_]10;}_]20! o Jyko],'
Por (7.14) tem-se que

Cov(y) = O-Z(WIW)_l = O-Zdlag( i’ ...’_) — O—ZD

X
ny’ ny ng
Por (3.41), temos que:

cov(S, )7) =cov(a'y,b’y) = a'cov(y)b

1/n1 0 e 0 bl
= [al a, .. ak] 0 1/n2 0 “ Ibz“
1/n; 1 Lby

0 0
= g2 3k b (15.14)

n;
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Entao, pelo Teorema 4.4C, 5e ¥ sdo independentes se e somen-
te se Z{F:l% =0.

i

Os contrastes § = XX, a;y,. e 7 = X%, b;¥;. cujos coeficientes satis-
aibj ~ . i
1‘1" = 0 sao conhecidos como contrastes ortogonais pon-

2

derados e independentes.

fazem Y,

Importante:

e Se definirmos (k-1) contrastes ortogonais ponderados, eles par-
ticionardo a soma de quadrados de tratamentos (SQEntre), em
(k-1) somas de quadrados independentes, cada uma delas com
um grau de liberdade.
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Os contrastes ortogonais (ndo ponderados) que satisfazem so-
mente Y.¥ , a;b; = 0, ndo sdo independentes e nio recompdem a
soma de quadrados de tratamentos, mas sao facilmente inter-
pretados.

Na pratica, os contrastes ortogonais ponderados sido de menor
interesse que os contrastes ortogonais ndao ponderados, porque,
geralmente, ndo escolhemos os coeficientes a;’s e b;’s com base
nos tamanhos (n;) das amostras.

Raramente os n;’s refletem caracteristicas populacionais que de-
sejamos levar em conta nos testes.

Nao é necessario que as somas de quadrados sejam independen-
tes para realizarmos os testes sobre os contrastes.



18

e Se usarmos contrastes ortogonais ndao ponderados, o teste da hi-
potese linear geral baseado em (15.12) ou (15.13) testa cada
contraste ajustado para os outros contrastes (Teorema 8.4D).

Exemplo 15.2.2A Suponha que desejamos comparar as médias dos

trés tratamentos e que os coeficientes dos contrastes ortogonais

nio ponderados § = a’u ey = b'usio dados pora’ =[2,-1,-1] e

b’ =10, 1,-1] com as hip6teses correspondentes:

Hz2+U3
2

Hoy:py= Hop: iy = pi3

Se os tamanhos das amostras dos trés tratamentos forem n, = 10,
n, = 20 e n; = 5, os contrastes serdo estimados por:

A

O0=2y, =y, —yseV =¥,y
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Os contrastes § e 7 ndo sdo independentes e as correspondentes
SQ’s ndo recompoem SQEntre, ou seja, SQ (3) +SQ¥) # SQEntre

Outra situagdo: Os coeficientes dos dois contrastes

6 =25y, — 20y, — 5¥3 V=Y2-Y3
satisfazem a condi¢do XX, a;b;/n; = 0, paran; = 10, n,= 20 e ny
=5 e, portanto, sdo independentes. Entretanto, o primeiro contras-
te serve para testar a hipotese:

4u,+u
Hoz: 25p; = 20p; + 5puz  ou H03:H1=%
Uz+U3

2

que é diferente da hipotese de interesse Hy;: ;=
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Exemplo 15.2.2(b). Ilustraremos o uso de contrastes ortogonais
ponderados e de contrastes nao ponderados, com os dados da Ta-
bela 15.2 do Exemplo 15.2.1.

Suponha que desejamos fazer as seguintes comparagdes entre as
cinco maquinas:

(1) A,Dversus B,C, E

(2) B,Eversus C

(3) Aversus D

(4) Bversus E.

Os coeficientes dos contrastes ortogonais (nao ponderados) que
proporcionam essas comparagoes sao apresentados a seguir.
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Figura 15.1 Coeficientes dos contrastes ortogonais ndao ponderados
3 -2 =2 3 -2
0 1 -2 0 1
1 0 0 -1 0
0 1 0 0 -1

Tabela 15.4 Somas de quadrados e valores F para os contrastes
para os dados da Tabela 15.2.

Contraste gl SQ F p-valor

A,Dvs.B,C,E 1 0.00576 0.75 0.406
B,Evs.C 1 0.00235 0.31 0.592
Avs.D 1 0.03440 4.47 0.058
Buvs.E 1 0.01333 1.73 0.215
Total 4 0.05584
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Conclusao: Como nenhum p-valor é menor que o = 0,05 nao rejei-
tamos qualquer uma das hipo6teses H,: Y,; c;u; = 0 associadas aos
contrastes definidos anteriormente.

Observe que:

e Como os contrastes sao do tipo ndo ponderado, o total das suas
SQ’s (0.05584) nao é igual a SQEntre = 0.05943.

e Usando a abordagem de Bonferroni, para que o contraste corres-
pondente fosse considerado significativo (rejeitar H,) , o p-valor
de cada contraste deveria ser menor que 0.05/4 = 0.0125, por-
que o teste geral na Tabela 15.3 ndo rejeitou Hy: pt; = -+ = s.
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Como exemplo de dois contrastes ortogonais ponderados nos usa-
mos o primeiro contraste, a’'u = [3, -2, -2, 3, -2]u, e trocamos o
segundo contraste por b'u = [0, 2, -6, 0, 4] u, que testa a hipétese

2upt4ug
Ho: =

= u.. Para esses dois contrastes, nés temos:

K abi_30) _2(2) _2(-=6) | 3(0) _ 2(4) _
=1 n. 7 4 2 s T3 4 =0

As SQ’s sao independentes e os valores F [usando (15.13)] corres-
pondentes a estes dois contrastes sdo:

Contraste gl SQ F p-valor
A,Dvs.B,C,E 1 0.00576  0.75 0.406
B,Evs.C® 1 0.00534  0.69 0.423

(*) Ponderado
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15.3. MODELO COM DOIS FATORES (two way)

0 modelo desbalanceado com dois fatores é dado por
Yijk =+ a; + B +vi; + & (15.16)
= Wij + &jk (15.17)
i=12,...,aj=12,..,bek=12,.,n.

em que Y i.id N (1), 0?). Trataremos dos casos em que n;; > 0.

~

Para analise do modelo com dois fatores e caselas vazias (n;; = 0)

consultar Bryce, Scott & Carter (1980), Searle (1987) e Hocking
(1996, sec¢des 13.2 e 13.4), dentre outros.
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A andlise do modelo superparametrizado (15.16) pode resultar em
inconsisténcias.

A andlise do modelo de médias de caselas (15.17) fornece uma
abordagem simples e sem ambiguidades para testar hipoteses.

0 modelo de médias de caselas foi proposto por Yates (1934) e tem
sido defendido por autores como: Speed (1969), Urquhart, Weeks
& Henderson (1973), Nelder (1974), Hocking & Speed (1975),
Bryce (1975), Bryce, Carter & Reader (1976), Searle (1977), Speed,
Hocking & Hackney (1978) e Hocking (1985, 1996) dentre outros.
Turner (1990) discutiu a relagao entre as caracterizagoes (15.16)
e (15.17).

Rencher usa o modelo de médias de caselas, como proposto por
Bryce, Scott & Carter (1980) e Hocking (1985, 1996).
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15.3.1 Modelo Incondicional

Consideramos inicialmente o modelo incondicional no qual ndo im-
pomos qualquer condi¢do sobre as médias y;;'s.

Exemplo: Para ilustrar o modelo de médias de caselas (15.17) usa-
remos os fatores A e B, com a = 2 e b = 3 niveis, respectivamente,
e n;; repeticdes por casela (Figura 15.1), totalizando N =11 parce-

las e servira de referéncia nesta se¢do e na se¢ao 15.3.2.

Figura 15.1 Ilustracao do fatorial 2x3 com dados desbalanceados

B
A 1 2 3
1 Tl11=2 Tl12=1 n13=2
2 n21:1 n22:3 n23:2
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Para as 11 observagdes da Figura 15.1, o modelo 15.17 pode ser

escrito como:

Y111 = M11 + €111
Yiiz = H11 + €112
Viz1 = Mz + €121

Y231 = M3 T E231
Y232 = M3 T E232

que na forma matricial fica:

Em que

y=Wu+e¢

(15.18)



V112
Y121
Y131
Y132
Y211
Y221
Y222
Y223
Y231

V1117

COO0O0CO0O0OOR M

LY 232

o

O OO OO OO OoO kOO

O OO OCOO R, R, OOCOo

O OO OO RrRrRrOOOoC oo

O R PR PR OOOOOoOOo

o

=0 00000000

117

|25V
25k
H21
Uz2

LU 23

r€1117

€112
€121
€131
€132
€211
€221
€222
€223
€231

_8232_
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Cada linha de W contem um unico 1 que corresponde ao (;; apro-

priado em pu.
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Nesta ilustracdo, y e € sdo vetores 11xX1 e W é uma matriz 11Xx6.
No caso geral, y e € sao vetores Nx1 e W é uma matriz NXab, com

N = Zunu

Como W é de posto completo, o estimador de minimos quadrados
de u é dado por:
ai=WWwW) 'Wy=%y (15.19)
onde ¥ = [V11e) V12e) V1300 V2101 V220) V234]” CONtém as meédias amos-
trais das caselas, y;;, = %Zk Yijk- A matriz de covariancias de i €
ij

dada por:
cov(fi) = c2(W'W)™ 1

= 02 diag (i,i - = = i) (15.20)

) ) ) )
Ni1 Ny N3 MNz1 Nz N33
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No caso geral, um estimador nio viesado de o2 é dado por:

§2 = SQResiduo _ (y — W)/ (y — Wir)
- Vres h N—ab

(15.21)
onde v,..s = Zizj(nij —1)=N —ab,comN = Xij Nij-
Na ilustragdo, com a = 2 e b = 3, nds temos:

Vres = N —ab =11 - (2)(3) = 5 graus de liberdade

Duas formas alternativas [ver (7.26) e (13.48)] para o calculo de
SQResiduo sao:

SQResiduo = y'[1 — W(W'W) 1W']y (15.22)
. _ 2
SQResiduo = ¥, %; Xi(Viji = Vije) (15.23)
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Usando (15.23) podemos expressar s? como o estimador pondera-
do das variancias dos dados de todas as caselas:

_ XiXj(nyy - 1)sf
N N—-ab

52 (15.24)
(yz'jk—l_'ij.)z

(1) ¢é a variancia amostral dos dados da case-
ij—

em que s = X
la ij.

O modelo superparametrizado (15.16) inclui parametros repre-
sentando os efeitos principais e as intera¢gdes, mas o modelo de mé-
dias de caselas (15.17) ndo tém tais parametros, o que implica em
usar contrastes para expressar os efeitos principais e as interacdes
como fungdes das meédias, u;;, em u.




Figura 15.2. Médias de caselas correspondendo a Figura 15.1.

A Bl 1 2 3 |Média
1 H11 Uy2 28%; HUie
2 H21 22 23 Hoe
Média HUeq He2 He3 Ueo

Vamos iniciar com o efeito principal do fator A. No vetor

=11, a2, U1z, U1, U22, st]'

os trés primeiros elementos correspondem ao primeiro nivel de A
e os trés ultimos elementos ao segundo nivel de A, como visto na

Figura 15.2.

32
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Para o efeito principal de A, nés comparamos a média de p,1, i1, €
U113 com a média de u,q, Uy, € Uy3. A diferenca entre essas médias
pode ser expressa no contraste:

a'p = — o = (H1g + paz + 1a3) — (o1 + poz + fha3)
=[1, 1, 1, -1, -1, -1]u
Para comparar os dois niveis de A nds testamos H,,: a’'u = 0, que
pode ser escrita como:

Hop: (11 — po1) + (Uap — paz) + (Uy3 — Hp3) = 0

que estabelece que “é nulo o efeito de A, somado sobre todos 0s ni-
veis de B”, que corresponde a definicdo usual de efeito principal na
presenca de interacao [comentarios em (13.62)].
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Para comparar os trés niveis do fator B nds usaremos dois con-
trastes ortogonais. Vamos comparar o primeiro nivel de B com os
outros dois niveis e comparar o segundo nivel de B com o terceiro.

Para fazer essas comparagdes podemos usar:

(pim =10
HOB{b’Zﬂ=O

onde b u e b, u sdo os seguintes contrastes ortogonais:

10 = 21 = ey = Ha3
=211 + p21) — (a2 + Ua2) — (as + pho3) (15.25)
= (211 = 2 — t13) + QU1 — Uz — U23)
=[2, -1, -1, 2, -1, -1]u
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by = pey — He
= (U2 + U22) — (13 + Hp3) (15.26)
= (12 — th3) — (U2 — U23)
=[0, 1, -1, 0, 1, -1]u

Podemos juntar os vetores b’ e b, na matriz

[pil1_2 -1 -1 2 -1 -1
B_[b’z]‘[o 1 -1 0 1 -1 (15.27)

A hipotese Hyg: Bu = 0, por (15.25) e (15.26), é equivalente a:

Hoyp: (li11 + Uzq) = (Uyp + .Uzz) = (ll13 + #23) (15.28)
Ou

Hop: fey = Uep = He3
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Na forma (15.28), H,yp estabelece que “as médias dos trés niveis de
B nao diferem entre si quando somados para todos os dois niveis
de A”. (A mesma defini¢do que nos tivemos no caso balanceado, na
presenca da interacao).

Nota: Existem outros contrastes ortogonais ou linearmente inde-
pendentes além de b} u e b, u que levariam a (15.28) e a mesma es-
tatistica F definida em (15.33).

Por analogia, a hipotese de interagao pode ser escrita como:

Hyyp: (#11 - .“21) = (.U12 - .Uzz) = (.U13 - ﬂ23)

que é uma “comparacao dos efeitos de A em todos os niveis de B”.
Se esses efeitos de A diferirem, nés temos uma interacao.
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Vamos expressar as duas igualdades em H,,z em termos de con-
trastes ortogonais analogos aqueles em (15.25) e (15.26):

it =2(py1 — pa1) — (12 — M22) — (a3 — Hha3) =0
et = (fiz — Ha2) — (13 — U3) =0
Assim a hipdtese H,, pode ser escrita como H,: Cu = 0, onde:

C:[C’l]=[2 -1 -1 -2 11
ol lo 1 -1 0 -1 1

Note que ¢1=[2,-1,-1,-2, 1, 1] pode ser obtido tomando os pro-
dutos dos elementos correspondentes de
a =1, 1, 1, -1, -1, -1]eb1=[2, -1, -1, 2, -1, -1]

ou seja, ¢; = a'#b]. De forma similar, ¢, = a'#bj.
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Obs: A multiplicacdo de dois vetores, elemento-a-elemento, é cha-
mada de produto de Haddamard. Neste caso serve para pro-
duzir os contrastes da interagdo, que sao ortogonais entre si e
também com os contrastes de efeitos principais.

Agora n6s vamos construir testes para os efeitos principais de A4,
de B e da interacdo entre eles, respectivamente, usando a aborda-
gem da hipdtese linear geral.
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A hipétese Hy,: a’u = 0 para o efeito principal de A é testada usan-
do uma estatistica F similar a (8.38) ou (15.12):
_@@'[d’W'W)la] " (@'m) _ SQA

52 SQResiduo [Vges

F

(15.29)

onde s? é dado por (15.21) e vg,; = N-ab. Se H,, é verdadeira,
F ~F(1, N-ab).

A estatistica (15.29) também pode ser escrita como:
_ 2
F (a'@)? _ (Zijaijyije)
s2[a’'(W'W)~ta]  s2Y;jafi/n;

(15.31)

que é analogo a (15.13).
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Como (t,,Res)2 = F (1, vg.), uma estatistica-t para testar a hipotese
Hy,: a’'p = 0 é dada pela raiz quadrada de (15.31):
r= a'n _ afi-o0
sya' (WW)~la Jvar(a'f)

(15.32)

que ¢ distribuida como t(y_,p) quando Hy, € verdadeira.

Rencher mostra que o teste baseado em (15.29) ou (15.32) é um
teste do tipo modelo completo versus modelo reduzido (Teorema
8.4D) e, portanto, o teste para A é ajustado para o fator B e para a

interacao.
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A estatistica de teste para o efeito principal do fator B,

HOB: BI"' = 0
é dada por:
~\/ ! —1p/1—1 —~
F = (Bi) [B(W W) B ] (B#)/UB — SQ.B/vB (1533)
SQResiduo /vges SQResiduo /Vges

onde vg.s = N-ab e vy € o numero de linhas de B. (Na ilustragao,
UReS = 5 e UB — 2)

Quando H é verdadeira, F tem distribuicdo F (vg, Vges).
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A estatistica de teste para a hipotese de interacao Hy,z: Cu = 0 €
obtida similarmente:

Ccw'lcw'W)~'c’I7 (C@)/vap _  SQAB/vap
SQResiduo /Vges SQResiduo /VRes

F = (15.34)
que é distribuida como F(v,g, Vg.s), onde v,z é 0 nimero de graus
de liberdade para a interacdo e corresponde ao numero de linhas
de C (Nailustracgao, v,z = 2).

Importante: Como os n;;’s ndo sdo iguais e as somas de quadrados
foram obtidas a partir de contrastes ortogonais ndo ponderados,
SQTrat #SQA + SQB + SQAB e elas ndo sdo estatisticamente inde-
pendentes, como no caso balanceado. No entanto cada SQ é ajusta-
da para todos os outros efeitos.
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Exemplo 15.3.1. A Tabela 15.5 contém as porcentagens de gordura
(dressing) de suinos em um esquema fatorial 2x5 desbalanceado
(Snedecor & Cochran, 1967, p.480).

Linhagem .
Sexo Médias
1 2 3 4 5
Macho H11 H12 H13 H14 Hi1s Hie
Fémea U2 Uz2 Uzs Uzg Uzs Uze
Médias He1 Uep Ue3 Hey Ues

Rearranjando os elementos do vetor de médias u para correspon-
der ao arranjo dos dados apresentado na Tabela 15.5, usado por

Rencher, temos as médias dos 10 tratamentos:

1= (111, Ho1y Ha2s B22s B35 M235 B14s 24, His) .Uzs]’



44
Tabela 15.5. Porcentagens de gordura de 75 suinos classificados por Linhagem e Sexo

Linhagem 1 Linhagem 2 Linhagem 3 Linhagem 4 Linhagem 5
Macho Fémea | Macho Fémea | Macho Fémea | Macho Fémea | Macho Fémea
13.3 18.2 10.9 15.3 13.6 129 11.6 13.8 10.3 12.8
12.6 11.3 33 15.3 13.1 15.4 13.2 15.4 10.3 8.4
11.5 15.2 10.5 11.8 4.1 12.6 49 10.1 10.6
15.4 15.9 11.6 11.0 10.8 15.2 6.9 13.9
12.7 12.9 15.4 10.9 15.7 13.2 10.0
15.7 15.1 15.4 10.5 12.4 11.0
13.2 11.6 129 12.2
15.0 15.4 12.5 13.3
15.3 7.5 13.0 129
16.5 10.8 7.6 9.9

15.0 10.5 129
13.7 15.5
10.9
13.0
15.9
12.8
n1=12 Ny =6 | n;p=16  ny=11 | ni3=4 ny;3=2 | nyu=6 Nny,=3 | nis=10 n,s=5
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Paratestar Hy,: 1. = Hye OU Hy,: @'t = 0 0 vetor a’ é 1x10, defini-
do como:

a=[1-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 —1]

Para testar Hyg: o1 = Hez = He3 = Hes = Hos USaremos quatro con-
trastes ortogonais nao ponderados:

11 = 3(Her + Haz) = 2(lez + fhos + Hhas)
bop = peg — ey

3H = Pez — 2fleg T Hos
bip = pez — pes
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A matriz B é 4x10 e é definida como:
3 3 3 3 -2 -2 -2 -2 =2 =2
1 1 -1 -1 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 1 1 -2 =2 1 1
0 O 0 0 1 1 0 0 -1 -1

B =

A matriz C é 4x10 e as suas linhas foram obtidas fazendo os produz-
tos de Hadamard: a'#b3, a'#b;, a'#b’; e a'#b),

3 -3 3 -3 -2 2 -2 2 =2 2
C= 1 -1 -1 1 0 o 0 o0 o0 O
0 o o o0 1 -1 -2 2 1 -1
0 o 0 o0 1 -1 0 0 -1 1
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Importante: Outros conjuntos de contrastes ortogonais ndo pon-
derados podem ser usados em B e C, sem alterar os valores de Fg

e F45 (Verificar!)

Usando (15.19) nés obtemos:
=y =]15.08,15.60,11.75,12.06, 10.40, 13.65, 13.28, 11.03, 11.01, 11.14]

Tabela 15.6 ANOVA para os dados de suinos da Tabela 15.5

Fonte de variacao g. L. SQ oM F p-valor
A (sexo0) 1 1984 1984 0.303 0.5840
B (linhagem) 4 90.856 22.714  3.473 0.0124
Interacdao AxB 4 24876 6.219 0951 0.4400
Residuo 65 425.089 6.540

Total 74 552.095
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Como usamos contrastes ortogonais ndao ponderados, as SQ’s obti-
das correspondem as SQ’s dos tipos III e IV do SAS.

e A interacdo Sexo*Linhagem resultou nao significativa (p-valor
= 0.4400)

e O efeito principal de Sexo resultou nao significativo (p-valor =
0.5840).

e Somente a hipotese Hyg: o1 = Uez = He3 = Hesa = U.os fOI rejeita-
da (p-valor = 0.0124).

Note que: SQA + SQB + SQAB + SQResiduo = 542.805 nao é igual
a SQTotal (552.095) porque o experimento é deshalanceado e
as SQ's foram calculadas utilizando contrastes ortogonais nio
ponderados.
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Exemplo 2. Em um experimento de substituicao do farelo de soja
pelo farelo de girassol na racdo de suinos, montou-se um experi-
mento fatorial 2x5, com os fatores (A) Sexo (1:Macho e 2:Fémea) e
(B) Girassol (0, 25,50, 75 e 100% de substituicdo). Foram utiliza-
dos 30 suinos (15 machos e 15 fémeas) castrados da ra¢a Duroc-
Jersey, num DIC com 3 repeti¢des. Na fase final do periodo experi-
mental “morreram” trés suinos. Os ganhos de peso dos animais aos
112 dias de experimento foram os seguintes:

Macho Fémea
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
945 995 93.0 83.0|779 715 675 715 895
86.0 96.0 98.0 96.0 80.0 |83.2 735 . 70.8 91.8
84.0 95.8 . 90.5 785|835 70.5 650 725 929
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Modelo de médias de caselas:

Yijk = Uij + &jroparai = 1,2,j =1,...,5ek = n;

Para testar Hy,: 4, — Uy, VAamos usar:
a=1 1111 -1 -1 -1 -1 -1]

Para testar Hog: a1 = Hep = He3 = Hes = Hes VAIMOS USAr 0S CON-
trastes ortogonais nao ponderados:

1= Ay — Pog = ez = fos — Hos
2l = 3l — ez — Hog — Haes
3 = 20he3 — Hog — Has

bipt = phey — hes
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A matriz B com os coeficientes dos contrastes é:

4
0
0
0

B =

-1

3
0
0

-1
-1

2

0

-1
-1
-1

1

-1
-1
-1
-1

4 -1 -1 -1 -1
0 3 -1 -1 -1
0 0 2 -1 -1
0 0 0 1 -1

Para testar a hipotese de ndo interacao entre os niveis dos dois fato-
res, Hyap: (U1 — 1) = - = (U5 — Uy5), vamos usar a matriz C cu-
jas linhas foram obtidas fazendo os produtos de Hadamard: a'#b7,

a'#b,, a'#b} e a'#b),
-1

4
0
0
0

C=

3
0
0

-1
-1

2
0

-1
-1
-1

1

-1
-1
-1
-1

—4

N S
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Quadro da ANOVA do Exemplo 2

Fonte de variacao g.l. SQ oM F p-valor
A (sexo) 1 1286.7968 1286.7968 335.33 <.0001
B (Girassol) 4 47.3594 11.8398 3.09 0.0442
Interacdo AxB 4 1624.6104 406.1526 105.84 <.0001
Residuo 17 65.2367 3.8375

Total 26 2896.3963

Girassol

0% 25% 50% 75% 100%
Fémeas 81.53 71.83 66.25 71.60 91.40
Machos 85.00 95.43 98.75 93.17 80.50
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Como a interagao resultou significativa (H,;, foi rejeitada) deve-
mos realizar o desdobramento da interacao para:

Desdobramento 1: Comparar as médias dos dois sexos em cada ni-
vel do fator Gi-rassol separadamente, ou seja, para testar Hy: uy; =
Uzjparaj =1, 2,3,4,5vamos usar os seguintes contrastes ortogo-
nais e ndo ponderados:

apu=[1 0 0 0 0 -1 0 0 0 Olu
a,pu=[0 1. 0 0 0 0 -1 0 O Olu
au=[0 0 1 0 0 0 0 -1 0O Olu
a,u=[0 0 0 01 0 0 0 0 —1lu

Resultando em:
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Ho:pij = tyj  g.1l. SQ F p-valor
0% 1 14,42133 217,71  0,0693
25% 1 835,4400 275,25 <0,001

50% 1 1056,2500 181,81 <0,001

1
1

75% 697,6817 46,44 <0,001
100% 178,2150 217,71 <0,001

A hipotese Hy: [;; = U,; néo foi rejeitada para Girassol = 0%. Nos
niveis 25%, 50% e 75% de Girassol, o ganho médio de peso dos ma-
chos foi superior ao das fémeas, mas com 100% de Girassol, as fé-
meas tiveram maior ganho médio de peso.
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Desdobramento 2: Comparar as médias do fator Girassol em cada
Sexo, separadamente. Como Girassol é um fator quantitativo e seus
niveis sdo igualmente espacados, vamos usar coeficientes de poli-
nomios ortogonais para realizar os testes de tendéncia, separada-
mente, para cada Sexo. Como sao 5 niveis vamos usar:

Grau Coeficientes
19 -2 -1 0 1 2
29 2 -1 -2 -1 2
3¢ -1 2 0o -2 1
49 1 —4 6 —4 1




Para os Machos vamos usar

cu=[-2 -1 0 1 2 0 0 0 0 Olu
ccu=[2 -1 -2 -1 2 0 0 0 0 Olu
csu=[-1 2 0 -2 1 0 0 0 0 Olu
cou=[1 -4 6 -4 1 0 0 0 0 Olu

e para as Fémeas:

ccu=[0 0 0 0 0 -2 -1 0 1 2)u
c;u=[0 0 0 0 0 2 -1 -2 -1 2Ju
ccu=[0 0 0 0 0 -1 2 0 -2 1lu
cau=[0 0 0 0 O 1 -4 6 —4 1lu



Para os Machos:

Grau g.L SQ F p-valor
19 1 114,0750 29,73 <0,0001
20 1 917,0008 23896 <0,0001
39 1 32,0333 8,35 0,0102
40 1 0,3712 0,10 0,7596

Para as Fémeas:

Grau g.L SQ F p-valor
19 1 31,7344 8,27 0,0105
29 1 506,0017 131,86 <0,0001
39 1 0,0003 0,00 0,9928
40 1 0,4393 0,11 0,7392
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Com base nos resultados dos testes de tendéncia podemos concluir
que o comportamento do ganho de peso em fun¢do do aumento da
porcentagem de substituicdo do farelo de soja por farelo de girassol
pode ser bem explicado por um polinémio de 32 grau para os Ma-
chos e de 22 grau para as Fémeas.

As curvas ajustadas estdo apresentadas na Figura seguinte. Note
pelo comportamento das médias, que também podemos ajustar um
polindmio de 22 grau para os Machos. Mesmo perdendo um pouco
na qualidade do ajuste, existe um ganho em simplicidade na inter-
pretacao do comportamento das médias dos ganhos de peso em
funcdo do aumento da % de farelo de Girassol na ragao.

O script Fatorial Girassol (desbalanceado).sas traz os comandos do
proc iml e do proc glm usados na analise dos dados do Exemplo 2.



Ganho de peso(kg)

.................... ®
B .
e y = 1E-07x* - 0.0063x* + 0.5852x + B4.949 e,
'y .
ap ¥ - ]
70 L .
................. . amante®
y=0.008¢ - 0.7212% + B2 61
60
50 ® Fémeas eMachos
40
1] 25 50 75 100

Girassol (%)
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APENDICE A

Script no proc glm para fazer as andlises propostas no Exemplo
15.3.1

data Ex15_5;
input Trat Gordura@@;

cards;
113.3 1 12.6 1 11.5 1 15.4 1 12.7 1 15.7 1 13.2 1 15.0
1 14.3 1 16.5 1 15.0 1 13.7 2 18.2 2 11.3 2 14.2 2 15.9
2 12.9 2 15.1 3 10.9 3 3.3 3 10.5 3 11.6 3 15.4 3 14.4
3 11.6 3 14.4 3 7.5 3 10.8 3 10.5 3 14.5 3 10.9 3 13.0
3 15.9 3 12.8 4 14.3 4 15.3 4 11.8 4 11.0 4 10.9 4 10.5
4 12.9 4 12.5 4 13.0 4 7.6 4 12.9 5 13.6 5 13.1 5 4.1
510.8 6 12.9 6 14.4 7 11.6 7 13.2 7 12.6 7 15.2 7 14.7
7 12.4 8 13.8 8 14.4 8 4.9 9 10.3 9 10.3 9 10.1 9 6.9
9 13.2 9 11.0 9 12.2 9 13.3 9 12.9 9 9.9 10 12.8 10 8.4
10 10.6 10 13.9 10 10.0

~.



proc glm;
class trat;
model Gordura = trat / ss3;

* média 11 12 21
contrast 'Sexo ''trat 1 -1 1
contrast 'Linhagem' trat 3 3 3
trat 1 1 -1
trat 0 0 O
trat 0 0 O
contrast 'Interacdo' trat 3 -3 3
trat 1 -1 -1
trat 0 0 O
trat 0 0 O

run;

22 31 32
-1 1-1
3 -2 -2
-1 0 O
0o 1 1
0o 1 1
-3 -2 2
1 0 O
0 1 -1
0 1 -1

42
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APENDICE B

15.3.2 Modelo Condicional

Ja estudamos o modelo com dois fatores admitindo nao haver inte-
racao entre seus niveis, usando o modelo superparametrizado.

Problema: O que fazer para usar o modelo de médias de caselas pa-
rarepresentar corretamente o modelo com dois fatores sem intera-
¢ao?

Para nao incluir a interacao no modelo de médias de caselas de um
experimento com dois fatores nés precisamos adicionar condi¢oes
marginais sobre os parametros do modelo (15.17) ou (15.18).
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Exemplo: O modelo de médias de caselas, y;j, = p;; + &y, ndo ser-

ve para representar o modelo com dois fatores e sem interacao, ex-
presso por:

yijk =#+ai +ﬁ] +€ijk (1535)

L al) ~ A )
a menos que especifiquemos relagdes sobre os parametros p;;’s
que indiquem a auséncia de interagdo entre os niveis dos fatores.

Ideia: Nailustracao de um fatorial 2x3 na Secdo 15.3.1, os dois con-
trastes para a intera¢ao sdo expressos como:
2 —1 -1 =2
G = [ -1 0 —1 1] H
Se desejarmos usar um modelo com dois fatores e sem interacdo,

Cu = 0 ndo sera uma hipotese a ser testada, mas uma suposicdo a
ser levada em conta quando estabelecermos o modelo.
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De um modo geral, para condi¢des Gu = 0, o modelo de médias de
caselas deve ser expresso como:

y =Wu+ g sujeitoaGu=0 (15.36)

Vamos considerar a estimacao e testes de hipéteses neste modelo
condicional.

Para incorporar as condi¢cdes Gu = 0 ao modelo y = Wu + &, nos
usamos a matriz:

A= [Ié] (15.37)

onde K é uma matriz cujas linhas estao associadas com hipdteses a
serem testadas no modelo condicional. Para o modelo sem intera-
¢do noés usamos G = C.
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A primeira linha de K corresponde a um teste da média geral, H:
u = 0; a segunda linha é o vetor a’ que representa o efeito de 4; a
terceira e a quarta linhas compdem a matriz B, que representa o
efeito de B. Assim, nos temos:

1 1 1 1 1 1

I R T | T ¢
2 -1 -1 2 -1 -1 a
o 1 -1 o0 1 -1] 'B
2 -1 -1 -2 11
G_C_[o 1 -1 0 -1 1

Se as linhas de G sdo ortogonais as linhas de K, entdo a matriz A em
(15.37) é de posto completo e tem inversa Unica, o que é verdade
no nosso exemplo.
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Inserindo (A"!A) em (15.36) obtemos:
y = WA 'Au + ¢, sujeitoa Gu =0 (15.38)
=78 + g sujeitoaGu=0
ondeZ=WAled=Apu.

Lembrete: No modelo balanceado com dois fatores, nés obtemos o
modelo sem interacdo admitindo simplesmente que y;; = 0 em:

Yijk =W+ a; + B; +vij+ &

Para incorporar a condicdo Gu = 0 diretamente no modelo com
dois fatores e desbalanceado, nés particionamos § em:

o= n=[cl=[cu] = ]
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Com uma correspondente parti¢io das colunas de Z = WA™1, o mo-
delo pode ser escrito como:

)
sujeitoaGu =20

y=18+¢=[Z, Z,] [61] b e=17,8,+7,8,+¢ (1539)
2

Desde que §, = Gu = a condi¢do Gu = 0 implica em 6, =0 e o
modelo condicional (15.39) simplifica-se para:

Um estimador de &, [ver (7.6)] é dado por:
8, = (ZZ) 'Ly
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Para obter uma expressao para u sujeito as condi¢cdes Gu = 0, noés

pré-multiplicamos:
_ [61] _ [04
An _[62]_[0]

por A~ = [K* G*].

Quando as linhas de G forem ortogonais as linhas de K teremos:
A™! = [K* G*'] =[K'(KK)™!, G'(GG')] (15.41)

(ver problema 15.13).

Denotando o produto K*&, por u. podemos escrever
u. =K*8, =K' (KK') 16,
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Estimamos u, por:

fi. = K'8, = K*(Z1Z,)"'Zy (15.42)
que tem matriz de covariancias:
cov(fi,) = 0? K*(Z1Z,) 1 K" (15.43)

Exemplo: Para o teste do fator B no modelo condicional (sem inte-
ra¢do) usamos a hipotese H,: Bu, = 0.

A matriz de covariancias de Bli,. é obtida de (3.42) e (15.43) como:
cov(Bfi.) = 0?°BK*(Z1Z,) 'K*'B’

Pelo Teorema 8.4B, a estatistica para o teste H,: Bu, = 0 no mo-
delo condicional é dada por:
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~ * -1 * -1 ~
v (Bito)'|BK*(21Z,) " K*'B'| (BR)/vs
B SQResiduoc/VRes,

(15.44)

Em que SQRes, (sujeito a Gu = 0) é obtida usando i, na expres-
sdo (15.21), ou seja, SQResiduo,. = (y — Wii,.)' (y — WH,.).

Rejeitamos Hy: Bu, = 0 se F > F(a, vB,vReSC), onde F(a) é o per-
centil superior de ordem a da distribuicao F central.

O niimero de graus de liberdade do residuo no modelo condicional
é
VRes, = VRes T POStO (G)

onde vg.s = N — ab no modelo incondicional. Em nosso exemplo,
posto(G) = 2, pois SQAB tem dois graus de liberdade.
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Para testar Hy: a’u,. = 0 nds usamos a estatistica:
0 Cc
Poo T Trsfot \=Losl 171,
(a'fic) [a K*(21Z,) K a] (a'fic)/vp

SQResiduoc/Vges,

(15.45)

que tem distribuicdo F (1, vReSC) se H, é verdadeira.

Exemplo 15.3.2 Para os dados de suinos da Tabela 15.6, nos testa-
remos hipoteses para os fatores A e B no modelo sem interacdo, em
que A é o fator Sexo e B é o fator Linhagem.

A matriz G é a mesma matriz C no Exemplo 15.3.1. Para a matriz K
nos temos:
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o1 -1 01 -1 1 -1 1 -1 1 -1
o423 3 3 3 -2 -2 2 -2 2 -2
21”117 1. -1 -1t 0 0 0 0 0 o0
B o 0o 0 0 1 1 -2 -2 1 1
o o 0o 0 1 1 0 0 -1 —1

Por (15.42), nds obtemos:

H.=[15.16,15.42,11.77,12.03, 11.40, 11.65, 12.45,12.70, 10.97, 11.22]’

Note que fi, no modelo condicional sem interacdo, é diferente de
n=7y=/[15.08,15.60,11.75,12.06, 10.40, 13.65, 13.28,11.03, 11.01, 11.14]’

do modelo incondicional (com interagao).
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Para SQRes,. nés usamos fi. no lugar de i em (15.21) para obter

SQResiduo, = 449.96508
e para Ug,s_nos temos:
VRes,= Vges T+ P0Sto(G) = 65 + 4 = 69.

Por (15.44), n6s obtemos FB(C) = 3.8880. As SQ’'s que levam a FB(C)
e FA(C) sao apresentadas na Tabela 15.7.

Os testes realizados na ANOVA indicam diferenca significativa (p-
valor = 0,0066) entre as médias das linhagens. No modelo com
interacao, p-valor = 0.0124.
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No caso de um modelo com dois fatores e sem interacao as SQ’s de
A e de B correspondem as somas de quadrados dos tipos II, Il e IV
do SAS.

Tabela 15.7 ANOVA para o modelo condicional (sem interagdo)

Fonte de variacdo gl SQ QM F  p-valor
A (sexo) 1 1132 1132 0.17 0.6780
B (linhagem) 4 101.418 25.355 3.89 0.0066
Residuo 69 449965  6.521

Total 74 552.095




