Algoritmos e suas
Complexidades

Diferentes Estrategias



Criando Algoritmos Eficientes

e Tarefa dificil de executar

o Cientistas da computacdo podem criar, talvez, um algoritmo durante toda a sua carreira.

e Pensamos que criamos mas na verdade apenas reduzimos a complexidade

do problema envolvido para problemas analogos ja solucionados fazendo:

o Uma analise da complexidade do problema a ser solucionado
o Uma divisdo do problema em subproblemas.

o Relacionando tais subproblemas a problemas com algoritmos eficientes ja criados.



Criando Algoritmos Eficientes

e Outro lado da moeda:

o Nem sempre o algoritmo mais eficiente € escolhido

o  Tal algoritmo pode ser desnecessariamente dificil de entender ou desenvolver num primeiro momento.
e Uma boa estratégia:

o Resolver o problema da forma mais direta possivel.

o Identificar possiveis gargalos computacionais.

o  Aprimorar a complexidade computacional para reduzir tais gargalos.



Conceitos Preliminares: Inducao

Exemplo: Subindo uma escada infinita

Consigo alcangar o
primeiro degrau?

Passo basico: Subir primeiro degrau



Conceitos Preliminares: Inducao

Se posso chegar a um degrau,
consigo chegar ao préximo
Provado por inducgao !!!

Passo Indutivo: Se consegue
chegar a um degrau qualquer, entao
. consegue passar para o proximo

Passo basico: Subir primeiro degrau




Conceitos Preliminares: Inducao

Primeiro Principio da Inducao:

Passo basico: P(1) € verdadeiro. P(n) verdade Vn € Z,

Passo indutivo: Vk € Z_, P(k)— P(k+1



Conceitos Preliminares: Inducao

Exemplo 1: Prove que 1+3+5+...+(2n-1) = n?
Passo basico n=1:
1=12=>1=10Kk
Passo Indutivo:
Hipotese de Indugédo n=k = 1+3+5+...+(2k-1) = k? n=k = 1+3+5+...+(2k-1) = k?
Precisamos provar para n = k+1, ou seja,

14345+, +(2k-1) + [2(k+1)-1] = (k+1)? 2222



Conceitos Preliminares: Inducao

1+3+5+...+(2k-1) + [2(k+1)-1] = (k+1)?
_ J

k2+ [2(k+1)-1] = (k+1)2, Hipotese de Inducdo: 1+3+5+...+(2k-1) = k?

k2+ [2(k+1)-1] = (k+1)2
k? + 2k +1 = (k+1)?
(k+1)% = (k+1)?



Conceitos Preliminares: Inducao

Segundo Principio da Inducao (Inducao Forte):

Passo basico: P(1) € verdadeiro.

— P(n) verdade Vn € Z,
Passo indutivo: Vk € Z,_ [(P(r) com Osrsk)—/ P(k+1)]

—




Conceitos Preliminares: Inducao

e A corretude de um algoritmo indica que ele termina sua execucao,
retornando saidas corretas para todas as instancias do problema.

e \Vamos provar a corretude de algoritmos usando Indug¢ao
Matematica.



Conceitos Preliminares: Corretude de algoritmos

e Invariante de laco:
o propriedade que é verdadeira cada vez que a condicao do laco é
avaliada.
o Propriedade que é verdadeira antes e depois de cada iteracao do
laco.
® A propriedade de um invariante de laco é satisfeita independente de
qual iteracao do laco esta sendo executada.



Conceitos Preliminares: Corretude de algoritmos

e Invariante de lago pode ser utilizada para determinar a corretude de
algoritmos.
® Trés aspectos precisam ser considerados:

O

Inicializacdo: Um invariante de laco é verdadeiro antes da primeira iteracao
do laco.

Manutencao: Se for verdadeiro antes de uma iteracao do laco, ele
permanece verdadeiro antes da proxima iteracao.

Terminagao: A invariante nos da uma propriedade util que ajuda a mostrar
gue o algoritmo esta correto quando o laco termina.



Conceitos Preliminares: Corretude de algoritmos

® Estratégias para verificar tais aspectos:
o Estratégia ruim: Verificar o comportamento apos cada iteracao.
o Estratégia boa: Inducao matematica.
m Passo base: Provar que a hipdtese de indugao ocorre para os valores de
entrada do laco.
m Passo Indutivo: Provar que se a hipdtese de inducao ocorre apos k iteracdes,
ela também é verificada apos k+1 iteracdes.
m Utilize a hipdtese de inducdo para comprovar que o algoritmo esta correto ao
final do laco.

® A hipodtese de indugcao na estratégia boa é a invariante de lago!!!



Conceitos Preliminares: Corretude de algoritmos

Exemplo 1:

Algorithm Muito-Simples

d<C, e (Qual a entrada?
b<«—0; o
while (a>0) e Qual asaida:
do a<a-1; ® (Qual a propriedade do laco?
b—b +1;

return b;



Conceitos Preliminares: Corretude de algoritmos

Exemplo 1: Verificando a corretude do algoritmo:

Algorithm Muito-Simples
5 P Invariante de lago: a+b =

a—c;
b<«—0;
while (a>0) Passo base: Antes do inicio do laco, temos
do a<a-1; Jec-
b—b + 1; ’
return b; b<0;

Logo, a+b=c+0=c= a+b =c Okl!!



Conceitos Preliminares: Corretude de algoritmos

Exemplo 1: Verificando a corretude do algoritmo:
Algorithm Muito-Simples Invariante de lago: a+b =c
a<cC;
b<_0- Passo Indutivo: Se a+b= c ocorre apods k
while’ (a>0) iteracoes, entao a+b=c apods k+1 iteracoes.
do a<—a-1: Prova:

ApoOs a iteracao k, por hipotese de

b—b +1; inducdo, temos a=c-k e b=k com a+b=c;

return b;



Conceitos Preliminares: Corretude de algoritmos

Exemplo 1: Verificando a corretude do algoritmo:

Algorithm Muito-Simples

3<C; Passo Indutivo: Se a+b= c ocorre apds k
b«0; iteracOes, entao a+b=c apos k+1 iteracoes.
while (a>0)
do a<a-1; Prova:
b—b +1; Na iteracdo k+1, usando a H.l, temos:
return b; a—a-1© a=ck1

b—b+1 © b=k+1
Logo, a + b = (c-k-1)+(k+1) = ¢
= a+b=c Ok!!



Conceitos Preliminares: Corretude de algoritmos

Exemplo 1: Verificando a corretude do algoritmo:
Algorithm Muito-Simples Terminag¢ao: O algoritmo apds o laco deve
a<—C; estar correto.
b<«O0; Prova: A condicao do laco é violada
while (a>0) quando a < 0.
do a<a-1; Pela propriedade da invariante de laco,
b—b + 1; temos b=c.
return b; Logo,

return b //Retorna valor de c !!



Algoritmos de Busca

e Encontra um item ou grupo de itens dentro de um conjunto ou sequéncia de
itens.

e Tal conjunto ou sequéncia de itens define o0 espaco de busca.

o Conjunto de valores inteiros, base de dados com registros médicos, sequéncia de valores
financeiros, etc.

o Varios problemas reais podem ser reduzidos a um problema de busca.



Algoritmos de Busca

e |nput:

o (Lista L de itens, item e procurado)

) Python: ein L
e Saida:

o Verdadeiro, se e esta em L.

o Falso; caso contrario



def busca(lL,e):
Tor 1 1n range{len(L)):
if L[i] == e:

Algoritmos de Busca

return True
return False

e O(len(L)): complexidade linear considerando o tamanho de L, caso cada
operacao no lago seja executada em tempo constante.

e Python faz isso?



def busca(lL,e):
for 1 in range(len(L)):
if L[1] == e:

Algoritmos de Busca

return True
return False

e O(len(L)): complexidade linear considerando o tamanho de L, caso cada
operacao no lago seja executada em tempo constante.
e Python faz isso?

e Python acessa o i-ésimo elemento em tempo constante?



def busca(L,e):
for 1 in range(len(L)):

Algoritmos de Busca

if L[1]
return True
Inicio return False
0 Localizagao: inicio +4i
0101 1001 0111 0100 | i= 0 inicio = 0 temos 0 + 4(0) =
@ 00101110100
0 1 2 i= 1, start = 0, temos 0 + 4(1) = 4
01011110100
+5 -1 +7 +4 |
i=2,start=0,temos 0 +4(2)=8

0101100101110100



Algoritmos de Busca

e No exemplo anterior, cada elemento da lista tem o mesmo tamanho.
e O endereco em memoria do elemento i da lista € simplesmente inicio + 4i.

e Python conseguiria calcular tal endereco em tempo constante.



Algoritmos de Busca

— Lista de
/,/ / ponteiros!!
—

e Aldgica anterior ndo muda, caso consideremos quatro unidades de memoria ocupada por ponteiros na lista
contendo mais quatro unidades de memdéria para armazenar enderegos dos objetos referenciados.
e O endereco do i-ésimo elemento da lista sera armazenado na posigao inicio + 4 + 4i.

e Tal endereco continua sendo determinado em tempo constante.



Algoritmos de Busca

e O conceito de indiregao foi utilizado, onde o acesso ocorre primeiro a uma
referéncia do objeto final a ser obtido.

e Basicamente, utiliza-se uma variavel para se referir ao objeto ao qual essa variavel
esta vinculada.

e Temos a chamada indirecao em dois niveis quando usamos uma variavel para
acessar uma lista e, em seguida, uma referéncia armazenada nessa lista para

acessar outro objeto.



Algoritmos de Busca

e O conceito de indiregao foi utilizado, onde o acesso ocorre primeiro a uma
referéncia do objeto final a ser obtido.

e Basicamente, utiliza-se uma variavel para se referir ao objeto ao qual essa variavel
esta vinculada.

e Temos a chamada indirecao em dois niveis quando usamos uma variavel para
acessar uma lista e, em seguida, uma referéncia armazenada nessa lista para

acessar outro objeto.



Algoritmos de Busca

e Indirecdo multipla ou ponteiros para ponteiros ocorre quando temos ponteiro apontando para outro

ponteiro que aponta para um determinado valor.

Pir1 Variavel
Endereco >| valor
Ptr1 Ptr2 \ariavel

Endereco ™1 Endereco ™>lvalor

Indirecao
simples

Indirecao
multipla



Algoritmos de Busca

Exemplo em linguagem C

#include <stdio.h>
int main(void) {
int x, *p, **qg;
x=10;
P=&X7;
q=&p;
printf ("%d", **q) ;
return 0;

Um ponteiro para um ponteiro
deve ser declarado com a adigcao
de mais um *.

o int**q;

o Indica que g € um ponteiro

para um ponteiro do tipo int.

*g

o acessa o valor apontado

pelos ponteiros.



Algoritmos de Busca

int x=10
P
=&X
B &X
q
=&
J=up &p

10
P X
&X 10
A
g P X ¥
&p [T &X 1




Algoritmos de Busca

—

&d

&a

&c

&b

Lista de
ponteiros!!



Busca Binaria

e O(len(L)) € o melhor que podemos alcangcar em um algoritmo de busca?

o Sim, se ndo ha uma informacao sobre como os elementos se relacionam e sobre a ordem
do seu armazenamento na lista.

o Precisamos verificar cada elemento de L no pior caso!



Melhora o tempo médio
mas continua O(len(L))
no pior caso.

Busca Binaria

e Agora, vamos mudar o problema:

o Input: (L, e) com elementos de L .
put: (L, ) import random

dispostos em ordem crescente.
def buscal(lL,e):
for 1 in range(len(L)):
if L[1] == e:
return True
el = e
return False
return False

o Saida: Verdadeiro, se e esta em L;

Falso, caso contrario.

1
2
3
4
5
6
7/
38
9



Busca Binaria

e Qutra estratégia:

o Determine um indice para item mediano da lista, ou seja, dividir a lista aproximadamente pela

metade.
o \Verifique se L[i] == e.
o Caso contrario, verifique se L[i] € maior ou menor que e.

o A partir da resposta, buscar e na metade inferior ou superior da lista.



Busca Binaria

=

Minimo

Médio Maximo

-

Minimo Médio

Maximo

Minimo Médio Maximo

-l B == — B

Minimo Maximo



f busca(L, e):
"""Entrada: lista L em ordem crescente.
Saida: Verdadeiro, se e esta em L; Falso, caso contrario."""
"~ buscaBinaria(L, e, low, high):
if high == low:
return L[low] == e
mid = (low + high)//2
if L[mid] == e:
return T
elif L[mid] > e:

if low == mid:

return Fal
else: return buscaBinaria(L, e, low, mid - 1)
else:
return buscaBinaria(L, e, mid + 1, high)

if len(L) ==
return Fal
else:
return buscaBinaria(L, e, 0, len(L) - 1)




Busca Binaria

e A implementacdo assume que L esta ordenada.
e Atarefa de verificar se essa condicao foi satisfeita € do algoritmo principal busca().
e Caso L ndo esteja ordenada, ndo ha obrigacdo de que o resultado seja aquele

esperado. Logo, podemos ter:

e Elemento é localizado
e (Cadigo “crasha”

e Obtemos uma resposta errada.



if len(L) ==

return

Busca Binaria o

® Devemos tratar isso no cédigo? return buscaBinaria(L, e, 0, len(L) - 1)

o Isso ajudaria a eliminar os problemas mencionados...
o ...ao custo O(len(L)) para verificar se a condig&o € valida, antes de executar

a busca.
e busca() € um exemplo de fungao wrapper:
o Fornece uma interface para o cédigo do cliente.

o Trata-se de uma passagem que nao faz nenhuma computagao séria.

o Executa a funcao auxiliar buscaBinaria().



Busca Binaria

® Podemos eliminar busca() e usar apenas buscaBinaria()!!

o Nao!!l! Parametros como low e high ndo tem nada haver com a abstragéo de procurar um

elemento em uma lista.

o Tais detalhes de implementacdo devem ser escondidos dos programas que chamam a busca

binaria.



Busca Binaria

® A etapa de decrementar a funcao, ou seja, reduzir o parametro de entrada, tem as seguintes

propriedades:
1.  Mapeia os valores para os quais os parametros ficam limitados a valores nao negativos.
2. Quando o valor € 0, o passo recursivo € encerrado.

3. O valor de decremento € menor em cada chamada recursiva em relacdo a chamada anterior.



Busca Binaria

e buscaBinaria() executa duas chamadas recursivas:

o Uma chamada € ajustada com parametros para

buscar na metade inferior da lista corrente.

else: return buscaBinaria(L, e, low, mid - 1)

o Qutra chamada é ajustada com parametros
para buscar na metade superior da lista

corrente. else:
return buscaBinaria(L, e, mid + 1, high)

o Em ambos os casos, a diferenca low-high se
reduz & metade. mid = (low + high)//2




Busca Binaria
mid = (low + high)//2 . I I

Minimo Meédio Maximo

BB s

Minimo Médio Maximo

Minimo Maximo

g e

else: return buscaBinaria(L, e, low, mid - 1)

else:

return buscaBinaria(L, e, mid + 1, high)




Busca Binaria

e Quando a Busca termina?
o Sejaionumero de passos até chegar ao passo basico da recursao.
o Temos que n/2'=1 = n=2'= log,n=log,2'= i = log,n

e Logo, a complexidade do algoritmo recursivo é O(logn).



Busca Binaria

e Lembre-se que Iogy (x) indica o numero de vezes que y precisa ser multiplicado para atingir x.
log,8 = x & 2*=8 & x=3, 2x2x2=8

e Da mesma forma, dividir 8 por 2 um total de Iogy (x) vezes resulta em 1.

e Logo, o termo high—low € cortado pela metade pelo menos log,(high—low) vezes antes de atingir 1.



Algoritmos de Ordenacao

e Considerando que vamos executar uma busca binaria, qual seria 0 aumento da complexidade ao se
ordenar uma lista antes de executar a busca?
o Suponho que a complexidade de ordenacgao seja O(ordenar(L)), ainda indefinida
matematicamente: ordenar(L)=???
o Abusca binaria leva O(log(len(L)))
o Teriamos O(ordenar(L) + log(len(L))) < O(len(L))?

o Resposta: Nao € possivel ordenar L em tempo sublinear.



Algoritmos de Ordenacao

Vamos mudar um pouco: suponha agora que vamos executar a busca binaria m vezes sobre a
mesma lista L.
A complexidade estimada mudaria para:
o O(ordenar(L) + m*log(len(L))) < O(m*len(L))?
o Resposta: Se m cresce, O(ordenar(L)) se torna irrelevante.
O valor de m dependera de O(ordenar(L)):
o  Se O(ordenar(L))=0(2"*"1), precisaremos de um elevado valor de m.

Felizmente, existem eficientes algoritmos de ordenacéo.



Algoritmos de Ordenacao

e Algoritmo selection sort: simples mas ineficiente!!!

I

1
2
3
4
5
6
7
8
9
0
1

- selectionSort(L):
"""Entrada: lista L contem elementos que
podem ser comparados usando o relacinonal >.
Saida: lista L ordenada em ordem crescente"""
suffixStart = 0
while suffixStart != len(L):

for 1 in range(suffixStart, len(L)):

it L[i] = LlsutfixStartl:
LIsuffixStart], L[i] = L[i], L[suffixStartH
suffixStart += 1



Algoritmos de Ordenacao

Invariante de laco:

o Separa a lista L em parte 1, L[0:]], e
parte 2, L[i+1:len(L)].

o Ordena a parte 1 tal que nenhum de
seus elementos seja maior que o

menor elemento na parte 2.
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Algoritmos de Ordenacao

° Prova da propriedade de loop invariante:
o Caso Base:
m  prefix =[] e suffix=L. A propriedade de loop invariante é verdadeira de forma trivial.
o  Passo indutivo: O algoritmo desloca um elemento de suffix para prefix, adicionando o menor elemento de suffix no final
de prefix, mantendo suffix ordenado.
m  Logo, a cada passo do lago, move-se um elemento de suffix para prefix.
m  Como no caso base, a propriedade é verdadeira, adicionando o menor elemento de suffix em prefix mantera a
ordenagéo em prefix.
] Além disso, como o menor elemento é removido de suffix, nenhum elemento em prefix sera maior que o menor
elemento de suffix.
o  Terminagéo:

u Ao final do lago, prefix contém a lista inteira e suffix estara vazia. Logo, L estara ordenada em ordem crescente.



Algoritmos de Ordenacao

Complexidade: O(len(L)?)

I

1
2
3
4
5
6
7
8
9
0
1

- selectionSort(L):
"""Entrada: lista L contem elementos que
podem ser comparados usando o relacinonal >.
Saida: lista L ordenada em ordem crescente"""
suffixStart = 0
while suffixStart != len(L):

for 1 in range(suffixStart, len(L)):

it L[i] = LlsutfixStartl:
LIsuffixStart], L[i] = L[i], L[suffixStartH
suffixStart += 1



Algoritmo de Ordenacao

e Merge sort
o D& para fazer melhor que O(len(L)?)!!
o Aplica a abordagem divisao e conquista.
e I|deia da divisao e conquista:
o  Ha um limiar (threshold) para até onde o tamanho da entrada pode ser subdividido

o  Haum tamanho e numero de instancias do subproblemas para o qual a instancia original pode ser dividida

o O algoritmo combina as solugdes dos subproblemas para obter a solugdo do problema original.



Merge sort
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24 mergeSort(L, compare = operator.lt):
25 if len(L) < 2:

26 return L[:]
. ~ 27 else:
Algoritmos de Ordenacao 28 | | niddle = len(L)//2
29 left = mergeSort(L[:middle], compare)
30 right = mergeSort(L[middle:], compare)
31 merg = merge(left, right, compare)
e Merge Sort
g 32 print(f'left:{left} right:{right} merge:{merg}')
: . 33 return merg
. ””Terge(left, rlght, campare) 34 L = [random.randint(0,100) for i in range(10)]
2 Entrada: Duas listas ordenadas 35 print(L)
3 Saida: Uma.llsta.Ongngda”E?m elementos 36 L=mergeSort (L)
4 das duas listas iniciais. print (L)
5 result = []
6 i,j =0, 0
T, 7
7 while i < len(left) and j < len(right): 98, 52, 21, 15, 23, 38, 27, 72,
8 if compare(left[i], right[j]): . [53] right:[98] merge:[53, 98]
9 result.append(left[i]) :[21] right:[15] merge:[15, 21]
10 i+=1 :[52] right:[15, 21] merge:[15, 21, 52]
11 else: :[53, 98] right:[15, 21, 52]
12 result.append(right[j]) merge: [15, 21, 52, 53, 98]
13 = :[23] right:[38] merge:[23, 38]
14 while (i < len(left)): :172] right:[27] merge:[27, 72]
15 reSUIt.append(left[i]) :[27] rlght?[27, 72] merge:[27, 27, 72]
16 i 4= 1 :[23, 38] right:[27, 27, 72]

merge: [23, 27, 27, 38, 72]
:[15, 21, 52, 53, 98] right:[23, 27, 27, 38, 72]
merge: [15, 21, 23, 27, 27, 38, 52, 53, 72, 98]

17 while (j < len(right)):
18 result.append(right[j])
19 j+=1

return result 21, 23, 27, 27, 38, 52, 53, 72, 98]




Algoritmo de Ordenacao

e Complexidade do merge():

o Operagdes com tempo constante: comparagao entre valores e copia de elementos de uma
lista para outra.

o Numero de comparacdes: O(len(L)), sendo L o tamanho da maior lista.

o  Numero de cépias: O(len(L1) + len(L2)), cada elemento é copiado apenas uma vez.

o Logo, merge () tem complexidade linear O(len(L)) em fungdo do tamanho da maior entrada.



Algoritmo de Ordenacao

e Complexidade do mergeSort():

o merge() tem complexidade O(len(L)).

o O numero total de elementos a serem combinados € len(L) dentro de cada nivel de recurséo.

o Assim, a complexidade de mergeSort() € O(len(L)*numero de niveis de recursao.

o mergeSort() divide a lista pela metade a cada chamada, isso significa que o numero de
niveis de recursdo sera da ordem O((log(len(L)).

o Logo, a complexidade do mergeSort € O(n*log(n)) para n= len(L).



Algoritmo de Ordenacao

e selectionSort() € um in-place sorting algorithm, realizando troca de
elementos dentro da lista.

e Logo, selectionSort() gasta apenas uma quantidade constante de memoaria
extra para armazenamento.

e mergeSort() executa copias da lista, levando a uma complexidade O(len(L))
em termos de espaco de armazenamento.

e Logo, mergeSort() pode ter problemas para listas extensas.



Tabela Hash

e \imos que uma boa ideia para realizar busca em listas € associar merge sort
com busca binaria.

o merge sort realiza a ordenagao em O(n*log(n)) e podemos aplicar busca binaria na lista com
O(log(n)).
o Para realizar k buscas na lista, teremos O(n*log(n) + k*log(n)).

e Ordem logaritmica € a melhor para executar uma busca quando um

pré-processamento precisa ser feito?

o Alternativa: Tabela Hash



Tabela Hash

e Idéia basica:
o Converter uma chave de acesso para um inteiro e usar esse inteiro como
um indice para acesso em uma lista.
o Isso leva a um acesso que pode ser feito em tempo constante.
e Um compilador utiliza uma tabela de simbolos para relacionar simbolos aos
dados associados.
o Simbolos: nomes de variaveis, funcées, etc..
o Dados associados: localizacdo na memoria, grafico de chamada, etc.
e Uma tabela de simbolos também & chamada de dicionario.



Tabela Hash

e Uma tabela de simbolos utiliza procedimentos para busca, insercao e
excluséo.
e Atabela de simbolos nao considera ordenacao.
e Seja T uma tabela e um registro x com uma chave (simbolo) dado.
Precisaremos implementar:
o Insert (T, x)
o Delete (T, x)
o Search(T, x)

e As operacdes mencionadas ocorrem em O(1).



Tabela Hash

e Enderecamento direto
o Suponha que todas as chaves (keys) sao numeros naturais (grandes)
num intervalo 0...m-1

o As chaves sao distintas e podemos definir um vetor T[0..m-1] tal que
Se x€ T && key[x] =i, entao TJ[i] = x
Caso contrario, T[i] = NULL

o As operacdes (insercao, busca, exclusao) levam O(1)



Tabela Hash

e O enderecamento direto funciona quando o intervalo das chaves é
pequeno.
e Exemplo: Considere chaves que sao inteiros de 32-bit.
o Atabela de enderecamento direto tera 4 bilndes de entradas.
o Mesmo que a memoria nao seja um problema, o tempo para inicializar
os elementos em NULL pode ser proibitivo.
e Alternativa: Transformacgao de Chave — Hashing
e Mapear chaves em um intervalo menor 0...m-1

e Desvantagem: colisOes irao ocorrer.



Tabela Hash

e Mapeia o universo de chaves possiveis U para um conjunto {0,...,m-1} usando fun¢ées hash.

T
0
—p> h(k,)
> h(k,)
== h(ky) = h(k,)
—>> h(k,)
m -1




Tabela Hash

Funcao hash: mapeia um espaco maior de entradas (todos os inteiros)
para um espago menor de saidas (inteiros entre 0 e 10000).

Logo, pode ser usada para converter um vasto espaco de chaves para um
espaco menor de valores inteiros usados como indices.

Trata-se de um mapeamento muitos-para-um (many-to-one), ou seja,

varias entradas podem ser mapeadas para a mesma saida.



Tabela Hash

Colisdes

o

o

U: Universo de chaves possiveis

K: chaves atuais

Y

v

h(k))

h(k,)

SR



Tabela Hash

e Colisao: mapeamento de duas entradas para a mesma saida.
e Uma boa escolha de funcéo hash leva a uma distribuicdo uniforme, onde cada saida

tem a mesma probabilidade de ser obtida, minimizando a chance de colisdes.

T
0
—p> h(k,)
> h(k,)

——p )
T

m -1




Tabela Hash

e Solugao: Chaining

e Insere elementos atribuidos ao mesmo slot em uma lista ligada

9]

L

:




Tabela Hash

e Pior caso ocorre quando toda chave esta atribuida ao mesmo slot

e Tempo de acesso O(n), se |K| =n

L

—” LA Lk 1Lk
> k

=
el Lkl |



Tabela Hash

e Insercdo em O(1), se o elemento ndo estaem T
e Exclusdoem O(1), se a lista € duplamente ligada e o elemento é dado.

e Busca com pior caso proporcional ao tamanho da lista.

L

—” LA Lk 1Lk
> k

=
el Lkl |



Tabela Hash

e Suponha que cada chave é igualmente provavel de ser atribuida a qualquer
posicao na tabela T.

e Paran chaves e m entradas em T, temos o fator de carregamento (load factor)
definido como: a = n/m : numero meédio de chaves por entrada em T.

e O custo médio de uma busca sem sucesso por uma chave k sera: O(1+a)

e O(1): tempo para calcular h(k).

e O(a): tempo médio esperado para chegar ao final da lista na entrada T[h(k)].



Tabela Hash

e O custo médio de uma busca com sucesso por uma chave k sera O(1+a)
o O(1+a/2)=0(1+ a)
e Logo, o custo médio de uma busca (com ou sem sucesso) sera O(1+a)
e Se 0 numero de chaves n é proporcional ao numero de entradasem T,
teremos

e a=n/m=0(mM)/m=0(1) em média.



Tabela Hash

e Aescolha de uma funcido hash adequada se torna fundamental:
o Deve distribuir as chaves uniformemente nas entradas de T.
o Nao deve depender de padroes dos dados.

e Técnicas heuristicas podem ser utilizadas:
o Meétodo da divisao

o Meétodo da Multiplicacao



Tabela Hash

e Meétodo da divisdo: h(k) = k mod m

e Assuma que todas as chaves sao valores inteiros.

e O slot (entrada) da tabela € dado pelo valor do resto da divisdo da chave
k pela quantidade de slots m.

e Exemplo: m=12, k=100

o h(100)=100 mod 12 =4



Tabela Hash

e Desvantagem:
o Nao escolher um valor de m que tenha um pequeno divisor d.

o Isso levara a uma maior incidéncia de chaves que sao congruente modulo d
afetando a uniformidade desejada nas atribuicdes.
e Solucio:
o Escolher um tamanho de tabela com m= numero primo.

o Esse primo nao pode estar proximo a uma poténcia de 2.



Tabela Hash

e Exemplo: chaves sao caracteres com 8 bits num universo n=2000 caracteres
(chaves).

e Se realizar uma busca sem sucesso em até 3 chaves nao for um problema,
podemos alocar uma tabela hash de tamanho m=701.

e m=701 €& um primo préximo de 2000/3 sem estar proximo de uma poténcia de 2.

e h(k) = k mod 701.



