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1. (Problema de Dirichlet em anel, separagdo de varidveis). Considere a coroa circular
Cir=1{(r0):T<r<R, 0<06<2m}.

(a) Dados g e h de classe C'(R) e periédicas e de periodo 27, determine a solugio de
problema de Dirichlet

Au=0 em Cig
u(1,0) =g(0) 0<0<2m

u(R,0) =h(6) 0<0<2m.
(b) Resolva o problema quando g(6) =sin6 e h(0) = 1.
1 RZ — 12
(Resposta: u(r,0) = 12; + R ;)r sin 0.)

2. Seja D um aberto e conexo em c R?. Diz-se que uma fungio u € C(D) é subharménica
(respectivamente, superharménica) em D se Au > 0 (respectivamente, Au < 0) em D.

(a) Sejaxp € D er > 0 tal que B,(xy) c D. Prove que se u é subharménica em D

entdo
1

u(xg) < —J uds.
27r 3By (%0)

(b) (Principio do méximo (forte) para fungdes subharménicas) Suponha que u é sub-
hamoénica em D e atinge seu maximo em D, mostre que u é constante.

(c) Suponha D limitado € u,v : D — R continuas, com v harménica em D, u sub-
harménica em D e u < v sobre 0D. Prove que u <v em D.

(d) Enuncie o resultado os resultados dos itens anteriores para fungdes superharménicas.
3. Seja D ={(x,y) € R? | x> +y? < 1}. Prove que a tnica solug¢io do problema

ue C3(D) N C(D)
Au=1}em D
u = 0 sobre 0D

éu=0.

(Sugestdo: Use os resultados do Exercicio 2.

4. Seja D um dominio limitado de classe C' em c R?. Use a primeira identidade de Green
para provar que o problema

veCiD)nC(D)
—Av=Avem D
v = 0 sobre 0D
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s6 possui solugdo ndo trivial se A > 0.

Solugcao. Para A = 0, o principio do médximo diz que a a tinica solugdo deste problema
év=0. ParaA#0eve C’D)n C(D) solugdo deste problema implica que

Av = —Av e C3(D)n C(D).

Portanto v € C%(D). Usando a primeira identidade de com u = v, obtemos

J vAvdX = J va—vdS — J VvVvdX.
D op OV D

Como —Av = Av, v = 0 sobre 0D e v # 0, obtemos
?\J VvidX = J IVv|*dX > 0,
D D

ou seja, A > 0.
5. (Principio da reflexdo de Schwarz). Seja
Bl ={(x,y) € R | x*+y? < 1,y >0}

e seja u € C*(B]) N C(B}) harmonica em B; e tal que u(x,0) = 0. Prove que a fung&o

_ u(x,y) y=0
u(’"“)‘{ ~u(x,—y) y<0

obtida de u por reflexdo impar em relagdo ao eixo x, é harménica em todo a bola B;.
(Sugestdo. Seja v a solugdo de Av =0 em By, v = U sobre 0B;. Defina
W(X,U) = \)(X)y) + V(X) _U)

e mostre que w=0...).

Solucdo. Sejav e C*(By) N C(By) solugdo de

Av =0 em B;
v=U sobre 0B,

cuja existéncia é garantida pela férmula de Poisson. Defina a funcdo

W(X)y) :V(Xay) —|—V(X, _y)

Como a fungdo v(x,—y) também é harménica em B, e satisfaz a condigdo de fronteira
de v com sinal oposto, a fungao w satisfaz

Aw =0 em B,
w =0 sobre 0B,
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e portanto w = 0, pois, pelo principio do maximo, 0 é a tinica solugdo deste problema.
Consequentemente,

V(X»y) = —V(X> _y) V(va) € B]-

Em particular,
v(x,0) = —v(x,0) V|x| <1 = v(x,0) =0V[x|<T.
Logo v, U e u sdo solugdes do problema

Az =0 em B}
z=u sobre 0B,

Pelo principio do maximo, v = U = u em B;. Finalmente, sendo v e U fungdes impares

e coincidentes em BT, segue que U =v em B, e portanto U é harmoénica em B;.

6. Dada g € C(R) limitada, mostre a unicidade de solucdo limitada e continua no semi-
plano y > 0 do problema

ALL(X,y) =0 (Xay) € Rz) y > 0
u(x,0) =g(x) xeR.

(Sugestdo: Sejam u; e u, solugdes limitadas desse problema. Estenda a fungdo w =
u; —u, de modo impar para y < 0).

Solugdo. Se u; e u; sdo solugdes deste problema, entdo w = u; —u,; satifaz

Aw(x,y) =0 (x,y) €R? y>0
w(x,0) =0 x€eR.

Usando o principio de reflexdo de Schwarz, w tem uma extensdo impar paray < 0 que
é harménica e limitada em R?. Pelo teorema de Liouville, a extensdo é constante. A
constante é zero pois w = 0 para y = 0. Portanto u; = u,.

Comentdrio. Compare este exercicio com o exercicio 2 da lista 11.

7. (Uso do principio da reflexdo dado no Exercicio 5).

(a) Resolva o seguinte problema em B} ={(x,y) e R* [ x* +y*> < 1,y > 0}

Au=0 em Bf
u=g sobre 0B}

com g continua em 9B;.
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(b) Analise o caso g(x) = |x].

(Sugestdo: para aplicar o principio de reflexdo, modifique u de modo que o dado de
fronteira seja nulo sobre o didmetro y = 0. Defina

g(—1) x<-—1
h(x) =< g(x) —-1<x<I1
g(l) T<x,

Seja a v a solugdo de Av = 0 no semiplano R?, v = h sobre 0R2. Definaw=u—ve
aplique o principio de reflexdo).

Solugdo. (a) Vamos usar o principio da reflexdo, mas antes precisamos modificar o
problema para ter condigdo de fronteira nula em {(x,0),—1 < x < 1}. Defina

9(—1,0) x < —1
h(x) =< g(x,0) —1<x<1
]30) 1<X,

A fungdo h assim definida é continua e limitada em R e coincide com g(x,0) em
{(x,0),]x| < 1}. Seja a v a solugdo do problema

Av=0 emR?
v=h sobre dRZ

Pelo exercicio 3 da lista 11, v é dada por
| I y
=— ————h(s)ds.
Vi) = 1| o his)ds
Defina
w=u—w.

A fungdo w é harménica em B}, w(x,0) = 0 para [x| < 1 e w(x,y) = g(x,y) —v(x,y)
sobre 0B} N{(x,y),y > 0}. Agora estendemos a fungdo § = g —v de modo impar em
0B1 n{(x,y),y < 0}. Do principio da reflexdo e pela férmula de Poisson, sabemos que

1— (Xz +Uz) J Q(a)ﬂ)
27 o, (x — &2+ (y —mn)?

Portanto a solugdo é u(x,y) = w(x,y) + v(x,y)

ds

W(va) =

(b) Neste caso
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10 y 1 Y
_ 2 — Y gds+-| —Y 4
V(X,y) T[J_] (X—S)Z +yz|3| S+7TJ‘|S|>] (X—S)2+y2 S

A fungdo w := u—v é harménica em B, w(x,0) = 0 para [x| < T e w(x,y) = |x|—v(x,y)
sobre 0B} N{(x,y),y > 0}. Estendemos a fungdo §(x,y) = [x| —v(x,y) de modo impar
em 0B; N{(x,y),y < 0}, obtemos,

§(x,y) = Ixlsinal(y) —v(x,y)

e portanto

wixy) = 2 (x—&)2+ (y—n)?

Portanto a solugédo é u(x,y) = w(x,y) + v(x,y).

1—(x*+y?) J |&|sinal(n) — v(&,m)
9B,

Comentdrio: uma alternativa de resolugdo desta questdo seria usar a fungdo de Green
na meia bola.



