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1. (Problema de Dirichlet em anel, separa�c~ao de vari�aveis). Considere a coroa circular

C1,R = {(r, θ) : 1 < r < R, 0 ≤ θ ≤ 2π} .

(a) Dados g e h de classe C1(R) e peri�odicas e de per��odo 2π, determine a solu�c~ao de

problema de Dirichlet 
∆u = 0 em C1,R
u(1, θ) = g(θ) 0 ≤ θ ≤ 2π

u(R, θ) = h(θ) 0 ≤ θ ≤ 2π.

(b) Resolva o problema quando g(θ) = sin θ e h(θ) = 1.

(Resposta: u(r, θ) =
ln r

lnR
+

R2 − r2

(R2 − 1)r
sin θ.)

2. Seja D um aberto e conexo em ⊂ R2. Diz-se que uma fun�c~ao u ∈ C2(D) �e subharmônica

(respectivamente, superharmônica) em D se ∆u ≥ 0 (respectivamente, ∆u ≤ 0) em D.

(a) Seja x0 ∈ D e r > 0 tal que Br(x0) ⊂ D. Prove que se u �e subharmônica em D

ent~ao

u(x0) ≤
1

2πr

∫
∂Br(x0)

uds.

(b) (Princ��pio do m�aximo (forte) para fun�c~oes subharmônicas) Suponha que u �e sub-

hamônica em D e atinge seu m�aximo em D, mostre que u �e constante.

(c) Suponha D limitado e u, v : D → R cont��nuas, com v harmônica em D, u sub-

harmônica em D e u ≤ v sobre ∂D. Prove que u ≤ v em D.

(d) Enuncie o resultado os resultados dos itens anteriores para fun�c~oes superharmônicas.

3. Seja D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}. Prove que a �unica solu�c~ao do problema
u ∈ C2(D) ∩ C(D)

∆u = u3 em D

u = 0 sobre ∂D

�e u ≡ 0.

(Sugest~ao: Use os resultados do Exerc��cio 2.

4. Seja D um dom��nio limitado de classe C1 em ⊂ R2. Use a primeira identidade de Green

para provar que o problema 
v ∈ C2(D) ∩ C(D)

−∆v = λv em D

v = 0 sobre ∂D
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s�o possui solu�c~ao n~ao trivial se λ > 0.

Solu�c~ao. Para λ = 0, o princ��pio do m�aximo diz que a a �unica solu�c~ao deste problema

�e v ≡ 0. Para λ , 0 e v ∈ C2(D) ∩ C(D) solu�c~ao deste problema implica que

∆v = −λv ∈ C2(D) ∩ C(D).

Portanto v ∈ C2(D). Usando a primeira identidade de com u = v, obtemos∫
D

v∆vdX =

∫
∂D

v
∂v

∂ν
dS−

∫
D

∇v∇vdX.

Como −∆v = λv, v = 0 sobre ∂D e v , 0, obtemos

λ

∫
D

v2dX =

∫
D

|∇v|2dX > 0,

ou seja, λ > 0.

5. (Princ��pio da reex~ao de Schwarz). Seja

B+
1
= {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1, y > 0}

e seja u ∈ C2(B+
1
)∩C(B+

1
) harmônica em B+

1
e tal que u(x, 0) = 0. Prove que a fun�c~ao

U(x, y) =

{
u(x, y) y ≥ 0

−u(x,−y) y < 0

obtida de u por reex~ao ��mpar em rela�c~ao ao eixo x, �e harmônica em todo a bola B1.

(Sugest~ao. Seja v a solu�c~ao de ∆v = 0 em B1, v = U sobre ∂B1. De�na

w(x, y) = v(x, y) + v(x,−y)

e mostre que w ≡ 0 . . . ).

Solu�c~ao. Seja v ∈ C2(B1) ∩ C(B1) solu�c~ao de{
∆v = 0 em B1
v = U sobre ∂B1,

cuja existência �e garantida pela f�ormula de Poisson. De�na a fun�c~ao

w(x, y) = v(x, y) + v(x,−y).

Como a fun�c~ao v(x,−y) tamb�em �e harmônica em B1 e satisfaz a condi�c~ao de fronteira

de v com sinal oposto, a fun�c~ao w satisfaz{
∆w = 0 em B1
w = 0 sobre ∂B1,
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e portanto w ≡ 0, pois, pelo princ��pio do m�aximo, 0 �e a �unica solu�c~ao deste problema.

Consequentemente,

v(x, y) = −v(x,−y) ∀(x, y) ∈ B1.

Em particular,

v(x, 0) = −v(x, 0) ∀ |x| ≤ 1 ⇒ v(x, 0) = 0 ∀ |x| ≤ 1.

Logo v, U e u s~ao solu�c~oes do problema{
∆z = 0 em B+

1

z = u sobre ∂B+
1
,

Pelo princ��pio do m�aximo, v ≡ U ≡ u em B+
1
. Finalmente, sendo v e U fun�c~oes ��mpares

e coincidentes em B+
1
, segue que U = v em B1, e portanto U �e harmônica em B1.

6. Dada g ∈ C(R) limitada, mostre a unicidade de solu�c~ao limitada e cont��nua no semi-

plano y ≥ 0 do problema{
∆u(x, y) = 0 (x, y) ∈ R2, y > 0

u(x, 0) = g(x) x ∈ R.

(Sugest~ao: Sejam u1 e u2 solu�c~oes limitadas desse problema. Estenda a fun�c~ao w =

u1 − u2 de modo impar para y < 0).

Solu�c~ao. Se u1 e u2 s~ao solu�c~oes deste problema, ent~ao w = u1 − u2 satifaz{
∆w(x, y) = 0 (x, y) ∈ R2, y > 0

w(x, 0) = 0 x ∈ R.

Usando o princ��pio de reex~ao de Schwarz, w tem uma extens~ao ��mpar para y < 0 que

�e harmônica e limitada em R2. Pelo teorema de Liouville, a extens~ao �e constante. A

constante �e zero pois w = 0 para y = 0. Portanto u1 = u2.

Coment�ario. Compare este exerc��cio com o exerc��cio 2 da lista 11.

7. (Uso do princ��pio da reex~ao dado no Exerc��cio 5).

(a) Resolva o seguinte problema em B+
1
= {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1, y > 0}{

∆u = 0 em B+
1

u = g sobre ∂B+
1

com g continua em ∂B+
1
.
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(b) Analise o caso g(x) = |x|.

(Sugest~ao: para aplicar o princ��pio de reex~ao, modi�que u de modo que o dado de

fronteira seja nulo sobre o diâmetro y = 0. De�na

h(x) =


g(−1) x < −1

g(x) −1 ≤ x ≤ 1

g(1) 1 < x,

Seja a v a solu�c~ao de ∆v = 0 no semiplano R2+, v = h sobre ∂R2+. De�na w = u − v e

aplique o principio de reex~ao).

Solu�c~ao. (a) Vamos usar o princ��pio da reex~ao, mas antes precisamos modi�car o

problema para ter condi�c~ao de fronteira nula em {(x, 0),−1 ≤ x ≤ 1}. De�na

h(x) =


g(−1, 0) x < −1

g(x, 0) −1 ≤ x ≤ 1

g(1, 0) 1 < x,

A fun�c~ao h assim de�nida �e cont��nua e limitada em R e coincide com g(x, 0) em

{(x, 0), |x| ≤ 1}. Seja a v a solu�c~ao do problema{
∆v = 0 em R2+
v = h sobre ∂R2+

Pelo exerc��cio 3 da lista 11, v �e dada por

v(x, y) =
1

π

∫∞
−∞

y

(x− s)2 + y2
h(s)ds.

De�na

w = u− v.

A fun�c~ao w �e harmônica em B+
1
, w(x, 0) = 0 para |x| ≤ 1 e w(x, y) = g(x, y) − v(x, y)

sobre ∂B+
1
∩ {(x, y), y > 0}. Agora estendemos a fun�c~ao ~g = g − v de modo ��mpar em

∂B1 ∩ {(x, y), y < 0}. Do princ��pio da reex~ao e pela f�ormula de Poisson, sabemos que

w(x, y) =
1− (x2 + y2)

2π

∫
∂B1

~g(ξ, η)

(x− ξ)2 + (y− η)2
ds

Portanto a solu�c~ao �e u(x, y) = w(x, y) + v(x, y)

(b) Neste caso

h(x) =


1 x < −1

|x| −1 ≤ x ≤ 1

1 1 < x,
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e

v(x, y) =
1

π

∫ 1
−1

y

(x− s)2 + y2
|s|ds+

1

π

∫
|s|>1

y

(x− s)2 + y2
ds.

A fun�c~ao w := u−v �e harmônica em B+
1
, w(x, 0) = 0 para |x| ≤ 1 e w(x, y) = |x|−v(x, y)

sobre ∂B+
1
∩ {(x, y), y > 0}. Estendemos a fun�c~ao ~g(x, y) = |x|− v(x, y) de modo ��mpar

em ∂B1 ∩ {(x, y), y < 0}, obtemos,

~g(x, y) = |x|sinal(y) − v(x, y)

e portanto

w(x, y) =
1− (x2 + y2)

2π

∫
∂B1

|ξ|sinal(η) − v(ξ, η)

(x− ξ)2 + (y− η)2
ds

Portanto a solu�c~ao �e u(x, y) = w(x, y) + v(x, y).

Coment�ario: uma alternativa de resolu�c~ao desta quest~ao seria usar a fun�c~ao de Green

na meia bola.


