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1. Seja D ¢ R? um aberto, conexo e limitado de classe C'. Obtenha a férmula de
representacdo para funcdes harmonicas em dimensdo 2, ou seja, mostre que se Au =0
em D e X, € D, entdo

1 0 ou
- — (In|X — Xo|) — —In[X — .
u(Xo) 5 Ifan [u(X)an (In |X — Xol) o n|X — Xo||dS

2. Observe que a funco u(x,y) = xy é harménica no semiplano {(x,y) € R? | y > 0}
e se anula na fronteira {(x,y) € R? | y = 0}. A funcdo v(x,y) = O tem as mesmas
propriedades. Isso significa que a solugdo ndo é unica? H4& contradicdo com a férmula
de representacdo e o principio do méximo? Explicar.

3. (a) Encontre a fungdo de Green para o semiplano R2 = {(x,y) e R* |y > 0}

(b) Use-a para resolver o problema de Dirichlet no semiplano com dado de fronteira
h(x) limitada.

(c) Calcule a solugdo com u(x,0) =1.

Solugcdo. Denote X = (x,y) e Xo = (x0,Yo). Defina
1 1 .
G(X,Xp) = ZTIMX_XO' — ZtlnIX—XOI

onde
XS - (XO) _1_:,0)

Como Xj # R?, a fungio %1 In [X—X5| é harménica em RZ. Assim, G(X,X,) é harménica
exceto em X,. Além disso, como [X—Xo| = [X—X}| para X € aRi, segue que G(X,xo) =0
para todo X € aRi. Assim, G é a fungdo de Green no semiplano. Em coordenadas,
G(X, Xo) se escreve como

GX,Xe) = 5= 1m \ftx —xal + (y — yol — 5=t flx—xa P + (y + o
= 4]—7t (Inl(x — x0)* + (y — o)1 — Inl(x — x0)* + (y +yo)*])

0 vetor normal unitdrio exterior n na fronteira OR2 é —j = (0, —1), assim

0G : 0G Yo
2 (X, Xo) = VG (X, Xo) = —=—(X, Xo) = .

Portanto a solugao do problema de Dirichlet no semiplano com dado de fronteira h(x)

é
Yo [ h(x)
u = = — dx.
(X0, Yo) WJOO (X — )2 yé X
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(c) Em particular para h(x) =1,

o0 h [ ]
@J (x) _dx = Yo ~dx
T J_ (X—Xo)2+yo T J) oo (X_XO)2+U0
(oo 1
= @ ds

Ou seja, u(x,y) = 1, como deveria ser.

4. (a) Se u(x,y) = f(x/y) é uma fungdo harménica, resolva a EDO satisfeita por f.
(b) Mostre que du/0r =0, onde r é a coordenada polar dada por r = /x? + y2.

(c) Suponha que v(x,y) seja qualquer fungdo em no semiplano {(x,y) | y > 0} tal que
ov/0r = 0. Mostre que v(x,y) é uma funcdo do quociente x/y.

(d) Encontre os valores de fronteira lim,_,o u(x,y) = h(x).

(e) Mostre que sua resposta de (c) e (d) concorda com a férmula do Exercicio 3.
5. Encontre a fungdo de Green para a meia-bola
D={(x,y,2) e R} | x* +y* + 2 < a?,z > 0.
(Dica: Usar a solugdo para todo a bola e refleti-la através do plano.)

6. (a) Mostre que se v(x,y) é harmoénica, entio u(x,y) = v(x* —y?% 2xy) também é
harmoénica.

(b) Mostre que a transformagio (x,y) — (x> —y?,2xy) mapeia o primeiro quadrante

no semiplano {(x,y) € R* | y > 0}. (Dica: Use polar coordenadas ou variveis

complexas.)

7. (a) Encontre a fungio de Green para o quadrante Q = {(x,y) € R* | x > 0,y > 0}.
(Dica: Use o método de reflexdo).
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(b) Use sua resposta na parte (a) para resolver o problema de Dirichlet uy, 4+ uyy =0
em Q, u(0,y) = g(y) para y > 0, u(x,0) = h(x) para x > 0.

Solugdo. Dado Xy = (x0,Yo) € Q, considere
Xo = (x0,—Yo), X5 = (—x0,Yo)
suas reflexdes em relagdo ao eixo x e eixo Yy, respectivamente. Pelo exercicio 3, a
fun¢do de Green no semiplano H = R? é dada por
1 1 .
Gu(X, Xo) = = In [X — Xo| — 7 In X — X3l
Defina

G(X) XO) = GH(X) XO) - GH(X> X(;)

1 1 . 1 , 1 o
(1)

Como 3 In [X—Xj|— 3= In [X—X{|+ 3= In [X— (X;)*| é harménica em Q. Além disso,
como Gu(X,Xo) e Gn(X,X;) se anulam no eixo x, a fungdo G(X,X,) também se
anula no eixo x. Como [X — X,| = [X — X[| para todo X no eixo y, o primeiro
e o terceiro termo em (1) se cancelam. Usando que (X{)* = (X})’, o segundo e
0 quarto termo se cancelam para todo X no eixo y. Assim, G(x,X,) = O para
X € 0Q. Poranto G(X, Xp) é a funcdo de Green no primeiro quadrante.

(b) Denotando Xy = (xo,Yo) € X = (x,y),
G(X,Xo) = %{ (Inl(x = x0)* + (y —yo)*1 — Inl(x — x0)* + (y +yo)*])

_ l (1n[(x +%0)* 4+ (y —yo)?l — In[(x +x0)* + (y + yo)z])

47
Para X = (x,0),
0G 0G 1 1
—(X,XO):__(X)XO):E( 2 2 2 2)
d dy TT\(x—%x0)*+y; (x+x)*+yj
Para X = (0,y),
0G 0G X 1 1
—(X>Xo)=——(X>X0):_O( 2 2 2 2)
on ox T \XG+ (Y —yo)? x5+ (y+yo)

Portanto a solugdo do problema de Dirichlet é

_ Yo [ I —
ulxy) = m Jo h(X)((X—Xo)Z—Fyé (X+X0)2+y(2))dx

+ﬁr9(y)( 1 — 1 )dy
7 Jo X+ y—yo)? X+ (y+yo)?



