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1. Seja D ⊂ R2 um aberto, conexo e limitado de classe C1. Obtenha a f�ormula de

representa�c~ao para fun�c~oes harmônicas em dimens~ao 2, ou seja, mostre que se ∆u = 0

em D e X0 ∈ D, ent~ao

u(X0) =
1

2π

"
∂D

[
u(X)

∂

∂η
(ln |X− X0|) −

∂u

∂η
ln |X− X0|

]
dS.

2. Observe que a fun�c~ao u(x, y) = xy �e harmônica no semiplano {(x, y) ∈ R2 | y > 0}

e se anula na fronteira {(x, y) ∈ R2 | y = 0}. A fun�c~ao v(x, y) = 0 tem as mesmas

propriedades. Isso signi�ca que a solu�c~ao n~ao �e �unica? H�a contradi�c~ao com a f�ormula

de representa�c~ao e o princ��pio do m�aximo? Explicar.

3. (a) Encontre a fun�c~ao de Green para o semiplano R2+ = {(x, y) ∈ R2 | y > 0}.

(b) Use-a para resolver o problema de Dirichlet no semiplano com dado de fronteira

h(x) limitada.

(c) Calcule a solu�c~ao com u(x, 0) = 1.

Solu�c~ao. Denote X = (x, y) e X0 = (x0, y0). De�na

G(X,X0) =
1

2π
ln |X− X0|−

1

2π
ln |X− X∗0|

onde

X∗0 = (x0,−y0)

Como X∗
0
, R2+, a fun�c~ao

1
2π
ln |X−X∗

0
| �e harmônica em R2+. Assim, G(X,X0) �e harmônica

exceto em X0. Al�em disso, como |X−X0| = |X−X∗
0
| para X ∈ ∂R2+, segue que G(X, x0) = 0

para todo X ∈ ∂R2+. Assim, G �e a fun�c~ao de Green no semiplano. Em coordenadas,

G(X,X0) se escreve como

G(X,X0) =
1

2π
ln

√
(x− x0)2 + (y− y0)2 −

1

2π
ln

√
(x− x0)2 + (y+ y0)2

=
1

4π

(
ln[(x− x0)

2 + (y− y0)
2] − ln[(x− x0)

2 + (y+ y0)
2]
)

0 vetor normal unit�ario exterior η na fronteira ∂R2+ �e −~j = (0,−1), assim

∂G

∂η
(X,X0) = ∇G(X,X0) _η = −

∂G

∂y
(X,X0) =

y0

π[(x− x0)2 + y
2
0
]
.

Portanto a solu�cao do problema de Dirichlet no semiplano com dado de fronteira h(x)

�e

u(x0, y0) =
y0

π

∫∞
−∞

h(x)

(x− x0)2 + y
2
0

dx.
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(c) Em particular para h(x) = 1,

y0

π

∫∞
−∞

h(x)

(x− x0)2 + y
2
0

dx =
y0

π

∫∞
−∞

1

(x− x0)2 + y
2
0

dx

=
y0

π

∫∞
−∞

1

s2 + y2
0

ds

=
y0

π

∫∞
−∞

1[(
s
y0

)2
+ 1

]
y2
0

ds

=
1

π

∫∞
−∞

1(
s
y0

)2
+ 1

ds

y0

=
1

π
lim
b→∞ arctan

s

y0

∣∣∣∣b
−b

=
1

π

(
π

2
− (−

π

2
)
)

= 1.

Ou seja, u(x, y) = 1, como deveria ser.

4. (a) Se u(x, y) = f(x/y) �e uma fun�c~ao harmônica, resolva a EDO satisfeita por f.

(b) Mostre que ∂u/∂r ≡ 0, onde r �e a coordenada polar dada por r =
√
x2 + y2.

(c) Suponha que v(x, y) seja qualquer fun�c~ao em no semiplano {(x, y) | y > 0} tal que

∂v/∂r ≡ 0. Mostre que v(x, y) �e uma fun�c~ao do quociente x/y.

(d) Encontre os valores de fronteira limy→0 u(x, y) = h(x).
(e) Mostre que sua resposta de (c) e (d) concorda com a f�ormula do Exerc��cio 3.

5. Encontre a fun�c~ao de Green para a meia-bola

D = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 < a2, z > 0}.

(Dica: Usar a solu�c~ao para todo a bola e re
eti-la atrav�es do plano.)

6. (a) Mostre que se v(x, y) �e harmônica, ent~ao u(x, y) = v(x2 − y2, 2xy) tamb�em �e

harmônica.

(b) Mostre que a transforma�c~ao (x, y) 7→ (x2 − y2, 2xy) mapeia o primeiro quadrante

no semiplano {(x, y) ∈ R2 | y > 0}. (Dica: Use polar coordenadas ou vari�aveis

complexas.)

7. (a) Encontre a fun�c~ao de Green para o quadrante Q = {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > 0}.

(Dica: Use o m�etodo de re
ex~ao).
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(b) Use sua resposta na parte (a) para resolver o problema de Dirichlet uxx+uyy = 0

em Q, u(0, y) = g(y) para y > 0, u(x, 0) = h(x) para x > 0.

Solu�c~ao. Dado X0 = (x0, y0) ∈ Q, considere

X∗0 = (x0,−y0), X ′0 = (−x0, y0)

suas re
ex~oes em rela�c~ao ao eixo x e eixo y, respectivamente. Pelo exerc��cio 3, a

fun�c~ao de Green no semiplano H = R2+ �e dada por

GH(X,X0) =
1

2π
ln |X− X0|−

1

2π
ln |X− X∗0|.

De�na

G(X,X0) = GH(X,X0) −GH(X,X
′
0)

=
1

2π
ln |X− X0|−

1

2π
ln |X− X∗0|−

1

2π
ln |X− X ′0|+

1

2π
ln |X− (X ′0)

∗|.

(1)

Como 1
2π
ln |X−X∗

0
|− 1

2π
ln |X−X ′

0
|+ 1

2π
ln |X−(X ′

0
)∗| �e harmônica em Q. Al�em disso,

como GH(X,X0) e GH(X,X
′
0
) se anulam no eixo x, a fun�c~ao G(X,X0) tamb�em se

anula no eixo x. Como |X − X0| = |X − X ′
0
| para todo X no eixo y, o primeiro

e o terceiro termo em (1) se cancelam. Usando que (X ′
0
)∗ = (X∗

0
) ′, o segundo e

o quarto termo se cancelam para todo X no eixo y. Assim, G(x, X0) = 0 para

X ∈ ∂Q. Poranto G(X,X0) �e a fun�c~ao de Green no primeiro quadrante.

(b) Denotando X0 = (x0, y0) e X = (x, y),

G(X,X0) =
1

4π

(
ln[(x− x0)

2 + (y− y0)
2] − ln[(x− x0)

2 + (y+ y0)
2]
)

−
1

4π

(
ln[(x+ x0)

2 + (y− y0)
2] − ln[(x+ x0)

2 + (y+ y0)
2]
)

Para X = (x, 0),

∂G

∂η
(X,X0) = −

∂G

∂y
(X,X0) =

y0

π

(
1

(x− x0)2 + y
2
0

−
1

(x+ x0)2 + y
2
0

)
Para X = (0, y),

∂G

∂η
(X,X0) = −

∂G

∂x
(X,X0) =

x0

π

(
1

x2
0
+ (y− y0)2

−
1

x2
0
+ (y+ y0)2

)
Portanto a solu�c~ao do problema de Dirichlet �e

u(x, y) =
y0

π

∫∞
0

h(x)

(
1

(x− x0)2 + y
2
0

−
1

(x+ x0)2 + y
2
0

)
dx

+
x0

π

∫∞
0

g(y)

(
1

x2
0
+ (y− y0)2

−
1

x2
0
+ (y+ y0)2

)
dy.


