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Area de Superficie de Revolucio

Area de Superficie de Revolucio

Uma superficie de revolucdo é formada quando uma curva é girada
ao redor de uma reta. Tal superficie é a fronteira lateral de um
sélido de revolucdo ja discutido anteriormente.
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Area de Superficie de Revolucio

Area lateral de um cone

A superficie lateral do cone é equivalente a um setor circular de raio g e cujo arco tem comprimento 27tR

AI 127TR 2
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Area de Superficie de Revolucio

Considere um tronco de cone circular reto, de geratriz g, raio da
base maior r; e raio da base menor rp. Esta é a superficie de

revolucdo obtida pela revolucao de um segmento em torno de um
eixo.
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Area de Superficie de Revolucio

A drea lateral, A1, do tronco de cone é dada por

‘ AT:ﬂ(g—i-m)rl —ﬂmrg,‘

+m n rn—nr r
grm :—%Eziémzig
m rn m r n—nr
2 2 2
mr r T.
(g+m)r1:—1:7g1 e m,2:7g2
rn n—nrn n—nr
Portanto
Ar =n(n+ n)g = 2nrg,
n—+nr
onde r = 5
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Area de Superficie de Revolucio

Podemos entdo calcular a area de uma superficie gerada pela
revolucdo de uma poligonal plana em torno de um eixo deste plano
pois a area desta superficie é a soma das areas laterais de troncos
de cones.

Seja A a drea lateral da superficie gerada pela rotagdo da poligonal
da figura abaixo. Ent3o temos
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Area de Superficie de Revolucio

A=2rnli+ - +2mryl,
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Area de Superficie de Revolucio

Agora vamos deduzir a drea lateral de um sélido de revolugdo
qualquer em torno do eixo x pela aproximacdo da soma das areas
laterais de varios troncos de cone.
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Area de Superficie de Revolucio

Consideremos f definida e positiva em [a, b] com derivada continua

m (a, b). Seja P = (x;) uma parti¢do de [a, b]. Consideremos a
poligonal com vertices (x;, f(x;)) e girando-a ao redor do eixo x
obtemos uma aproximag¢ao para a superficie. A 4rea de cada
tronco de cone é

f(xi) + f(xi-1)

A =21 >

1+ [f’(C,‘)]zAX,',
onde ¢; € [xj_1, x|, como foi feito anteriormente. Quando Ax; é

pequeno temos que f(x;) = f(c;) e também f(x;_1) =~ f(c;) pois f
é continua.
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Area de Superficie de Revolucio

Portanto,
A; = 27f(¢i)\/ 1+ [F'(c)]?Ax;,

e entdo uma aproximacgdo para a area da superficie é

D omf(ci)y/1+ [F(c)PAx;.
i=1

Esta aproximagdo torna-se melhor quando ||P|| — 0. Entédo
definimos a area da superficie obtida por rotacao, ao redor do
eixo x, da curva y = f(x), f(x) >0, a < x < b, como

b
5= m 2oy TP () 8= 25 [ 0\ 1+ ()

a
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Area de Superficie de Revolucio

Exemplo

Encontre a drea da superficie obtida pela rotacdo da curva
y =vVR?—x2 —R < x <R, ao redor do eixo x.

Temos f'(x) = X eassim,

VR2 — X2’

R
S =27
-R
R
=27 1dx = 47R?.
-R
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Area de Superficie de Revolucio

Exemplo com R =1
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Centro de Massa

Centro de Massa

Consideremos uma fina placa (chamada de /dmina) com densidade
superficial uniforme p que ocupa uma regido A do plano.

Desejamos encontrar o ponto P no qual a placa se equilibra
horizontalmente. Esse ponto é chamado centro de massa da placa
ou centroide de A.
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Centro de Massa

Suponha que a regido A seja da forma

A:{(x,y)€R2; a<x<b,0<y<f(x)},
onde f é continua em [a, b], com f(x) > 0, para todo x € [a, b].
Consideremos uma partigdo P = (x;) de [a, b] e escolhemos o
ponto ¢; como sendo ponto médio do intervalo [x;_1, X;], que é

Xi + Xi— . . -
ci = ’Tll Isto determina uma aproximag3o de A por

retangulos.
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Centro de Massa
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Centro de Massa

O centro de massa do retangulo hachurado R; é seu centro

(o, 150).

Sua area é f(c¢;)Ax;; assim sua massa é

i =p Ax; f(c) . 1
m;j = p Ax; f(c;) (1)

base altura
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Centro de Massa

O centro de massa da regido Ry U R, U...U R, serd dado por

— i cim 7:1 “5") mj (i)
(Xc’yc) B itami Do mi o

S cpf(a)Ax 320 fc)pf(ci)Ax
B >oimg pf(c)Ax >oim1 pf(ci)Ax;

_ S G f(e)Ax 330, FA(a)Ax
o Yy fle)dx; 0 YL fle)dx )
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Centro de Massa

Dai, fazendo ||P|| = max Ax; — 0, obtemos o centro de massa
1<i<n

— /abxf(x)dx ;/abfz(x)dx
o | /abf(x)dx

/a ’ F(x) dx

= 1 /bxf(x)dx 11/b 2(x) dx
~ \dreaA J, " dreaA2 J, ’

da regido A
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Centro de Massa

Exemplo
Calcule o centro de massa da regido sob o grafico de y = cos(x),

0<x<m/2
w/2

w/2
A 3rea da regido é: drea A = / cos(x) dx = sen(x)
0 0
assim,
1 /2 /2 w/2 T
Xe = / x f(x) dx = x sen(x) —/ sen(x) dx = ——1,
0 0 0 2

drea A
1 1 w/2 1 w/2
= - f2(x)dx = = 1 2x)) d
Ye éreaA2/0 (x) dx 4/0 (1 4 cos(2x)) dx

= (e B

w/2

|3

0

T T
Portanto o centro de massa é (5 -1, §> .
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Centro de Massa
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Centro de Massa

Se a regido A estd entre as curvas y = f(x) e y = g(x), onde
f(x) > g(x), entdo o mesmo argumento anterior pode ser usado
para mostrar que o centro de massa de

A={(xy)€R* a<x<b, g(x) <y < F(x)}
é dado por (com S = drea de A)

e = (5 [ 3100~ gtlox 35 [ 1900 - 0 ax).
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Centro de Massa

Exemplo

Determine o centro de massa da regido A limitada pela reta y = x

e pela pardbola y = x? .

A drea da regido é

1 2 31
1
:ireaA:/o(x—xz)dx:Xz—);o:G
Portanto,
1 3 4 1

XC:6/ x(x —x?)dx =6 x X :1,
0 3 4)|, 2
1t S, 3 x5\ |P 2
— 6= M dx =3 )| =2
Ye 62/0(x x")dx =3 3 5>0 c

12
O centro de massa é <, > .
2'5
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Centro de Massa

10}

0.8

06

02
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Integrais de fungbes trigonométricas
Métodos de Integragcao

Integrais de funcdes trigonométricas

Nesta secdo usaremos identidades trigonométricas para integrar
certas combinagdes de funcdes trigonométricas.

Exemplo

Calcule /cos3(x) dx.
Observe que cos>(x) = cos?(x) cos(x) = (1 — sen?(x)) cos x.
Fazendo u = sen(x) temos du = cos(x) dx.

/cos3(x) dx = /(1 — sen?(x)) cos(x) dx = /(1 —u?) du

ud 1 5
:u—?—i—k:sen(x)—gsen (x) + k.
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

cos?(x) = 1*‘335(2")
sen?(x) = 1_CZS(2X)
sen(A) cos(8) — “nA~B) : sen(A + B)
sen(A)sen(B) = A= B) . cos(A + B)
cos(A) cos(B) = <5A—B) : cos(A + B)
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

Exemplo
Calcule /sen(3x) cos(2x) dx.

1
Observe que sen(3x) cos(2x) = E[sen(Sx) + sen(x)]. Ent3o,

/sen(3x) cos(2x) dx = % /[sen(5x) + sen(x)] dx

1 1
=10 cos(5x) — 5 Cosx + k.
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

Exemplo
Calcule / sen*(x) dx.

1
Observe que sen?(x) = 5(1 — cos(2x)) e

1
cos?(x) = 5(1 + cos(2x)). Ent3o,

/ sen’(x) dx — % / (1 — cos(2x))? dx

— % /(1 — 2cos(2x) + cos?(2x)) dx

= % /(1 — 2cos(2x) + %(1 + cos(4x)) dx
1 /3x sen(4x)

:4(2—sen(2x)+ 8 >+k-
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao
Exemplo
Calcule / sen®(x) cos?(x) dx.

Observe que sen®(x) cos?(x) = (sen?(x))? cos?(x)sen(x) =
(1 — cos?(x))? cos?(x) sen(x). Fazendo u = cos(x) temos
du = —sen(x) dx e assim

/ sen’(x) cos(x) dx — / (1 — cos?(x))? cos?(x) sen(x) dx
/(1—u) 2(_du /( — 2" 4 o) du

) =
(g9

_ +2cos5(x) cos’(x)

k.
3 5 7 +
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

Estratégia para avaliar /senm(x) cos”(x) dx.
(a) Se n for impar,

/senm(x) cos® ) (x) dx = /sen’"(x) (cos?(x))¥ cos(x) dx
= /sen’"(x)(l — sen®(x))¥ cos(x) dx.

Entdo faca u = sen(x).

(b) Se m for impar,
/sen(2k+1)(x) cos”(x) dx = /(sen2(x))k cos”(x) sen(x) dx
= /(1 — cos?(x))¥ cos™(x) sen(x) dx.
Entdo faca u = cos(x).
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

(c) Se m e n forem pares, utilizamos as identidades dos angulos
metade

1 1
sen?(x) = 5(1 — cos(2x)) cos?(x) = 5(1 + cos(2x)).
Algumas vezes pode ser Gtil a identidade

2sen(x) cos(x) = sen(2x).
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

Estratégia para avaliar /sen(mx) cos(nx) dx ou
/sen(mx) sen(nx) dx ou /cos(mx) cos(nx) dx.
Utilize a identidade correspondente:

(a) 2sen(a) cos(b) = sen(a — b) + sen(a+ b),

(b) 2sen(a)sen(b) = cos(a — b) — cos(a + b),
(c) 2cos(a) cos(b) = cos(a — b) + cos(a + b).
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

Podemos usar uma estratégia semelhante para avaliar integrais
envolvendo poténcias de tangente e secante.

Exemplo

Calcule /tgﬁ(x) sec*(x) dx.

Observe que

t28(x) sec*(x) =tg%(x) sec?(x) sec®(x) =tg®(x)(1 + tg?(x)) sec? x.
Fazendo u = tg(x) temos du = sec?(x) dx e assim

/tg6(x) sect(x) dx = /tgﬁ(x)(1+tg2(x)) sec?(x) dx = /u6(1+u2) du

u” P tg’(x)  tg(x)
S - .
7 * 9 * 7 * 9 *
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

Exemplo
Calcule /tg5(x) sec’ (x) dx.

Observe que tg3(x) sec”(x) = tg*(x) sec®(x) sec(x)tg(x) =
(sec?(x) — 1)? sec®(x) sec(x) tg(x). Fazendo u = sec(x) temos
du = sec(x) tg(x) dx e assim

/tg5(x) sec’(x) dx = /(sec (x) — 1)? sec®(x) sec(x) tg(x) dx

) = SO 7
_ sect(x) B 2secg(x) N sec’(x)
11 9 7

+ k.
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

Estratégia para avaliar /tgm(x) sec”(x) dx.

(a) Se n for par,

/ £8™(x) sec?¥(x) dx — / £8™(x) (sec2(x))*~ sec? x dx
= / tg™(x)(1 + tg?(x))*! sec?(x) dx.

Entdo faga u = tg(x).
(b) Se m for impar,

/ tg2 ) (x) sec”(x) dx = / (tg?(x))* sec™1(x) sec(x) tg(x) dx
= /(secz(x) — 1)% sec™ 1 (x) sec(x) tg(x) dx.
Entdo faga u = sec(x).
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

Estratégia para avaliar /cotg’"(x) cossec” (x) dx.

Procedimento semelhante ao anterior.
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

Formulas de recorréncia para o calculo das integrais

/tg"(x) dx e /sec”(x) dx.

/ £ (x)dx — tgn_l(lx) - / t8"2(x) dx
/ secn(x) dx = 2" ta(x) | n—2 / sec™2(x) dx.

n—1 n—1

Dica: Primeira por substituicao, com as duas integrais do lado
esquerdo. A segunda por partes....uma parte da integral vai para o
lado esquerdo para aparecer n — 1.
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Integrais de fungbes trigonométricas

Métodos de Integragcao

Formulas de recorréncia para o calculo das integrais

/cotg"(x) dx e /cossec"(x) dx.

cotg"1(x)

/cotg”(x)dx =———7 " /cotg”_z(x) dx

B cossec™2(x) cotg(x) n—2

n _ n—2
/cossec (x)dx = —1 + o] / cossec” “(x) dx.

Dica: Primeira por substituicao, com as duas integrais do lado
esquerdo. A segunda por partes....uma parte da integral vai para o
lado esquerdo para aparecer n — 1.
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