Um pouco sobre os alephs

Para todo ordinal «, e por inducao transfinita, , vamos definir N,:

NO =W
para a = + 1, R, = H(Ny)
se a ¢ um ordinal limite, X, = sup{R; : d < a} =U{Ns : § < a}

Algumas propriedades dos alephs

Propriedade 1: Para todo ordinal o, 8, € N,y;.

Propriedade 2: Dados ordinais «, 3,

(i) o € f—= N, € Ng.

(11) a@ﬁ—) NagNﬁ.

Propriedade 3: Para todo ordinal 3, 5 C Ng.

Propriedade 4: Existe um ordinal 3 tal que 8 = Ng.

Demonstracao: Considere

Yo =W
1= N’YO
72 = N’Yl

e considere 5 = U,cuVn

Como S é uniao de um conjunto de cardinais limites, vale que § é também um cardinal limite.
Por sua vez, sendo um cardinal, ¢ também um ordinal. Dessa forma, temos que

Ng = sup{N; : 0 < 8}

Como f = sup{7y, : n € w}, para todo § < f3, existe n € w tal que § < ~,, e portanto, Ns < N, .
Podemos escrever entao que

Ng = sup{N; : 0 < B} =sup{R,, : n € w}

e resulta que f = sup{y, : n € w} = sup{yp+1: n €w} = sup{X,, : ne w} =Nz, A



Teorema: N, x N, =N,

Demonstracao: Ja sabemos que, para a = 0, tem-se que Ny x Ry = Ny. Suponhamos a propriedade
verdadeira para todo ordinal f < «. Vamos prové-la para a.

Em X, x N,, consideremos a seguinte relacao binaria <:

maz{6y, 11} < max{da, 2}
ou

(01,7) < (62,72) se § max{o1, 71} = max{ds,V2} e §; < dy
ou

max{d,v1} = max{dy, 2} e 61 =2 e 71 < 72
e definimos (d1,71) < (02,72) se (01,71) < (d2,72) ou (d1,71) = (2, 72)
Afirmacao 1: < é uma ordem total em N, x N,. (Exercicio.)
Afirmacao 2: < é uma boa ordem em N, X X,.

Seja AC R, x N, A # 0. Considere C' = {max{0,7} : (0,7) € A}. Seja \y = minC, e considere
Co={(6,7) € A: maz{d,v} = \o}. Entao \g < maz{d,v}: (4,7) €(A — Cp), de maneira que o

minimo de A, se existir, é assumido em algum ponto do conjunto Cj.

Seja D1 ={0 €N, : v eV, e (d,7) € Cp}. Considere 6y = minD; e Cy = {(do,7) : (d9,7)ECo}.
Dessa forma, ¥V (§,n) € (Co — C1), (d9,7) < (4,n). Portanto, o minimo de A, se existir, estard
assumido em algum ponto do conjunto C}.

Considere Dy = {7 : (d9,7) € C1} e seja 79 = minD,. Entao (dg,7) < 6,7), V (§,7)eCy, e
((S(), ’70) = minA.

Como (R, x Y,, <) é bem ordenado, existe um ordinal v tal que X, x X, = wv.
Afirmagao 3: Para todo (0,7) € N, x X, tem-se que [(0,7)"| < N,.

Com efeito: considere A = max{d,v} + 1. Entdo d < A ey < .

Afirmacao: (6,7)° C A x A.

Com efeito: se (u,v) € (0,7)< entdao (u,v) < (d,7), e portanto, maz{u,v} < max{d, v} <
max{d,v} +1 = A. Logo, (u,v)€ A x A, de maneira que (§,7)"C A x A.

Por sua vez, §,7 € X, — maz{d,v} + 1 =X € R, (pois R, é ordinal limite). Dessa forma,
A <N, = [A] <R, eexiste f < a tal que |\ =Rg < R,,.

Suponhamos N, < v. Como v = N, x N, segue que X, é isomorfo a um segmento inicial S de
R, X R, : existem §,v € R, tais que S = (J,7). Temos entao:

N, <v= RN, xRN, = (0,7 e [(6,7)7] <N,

Logo, |R,| < N, : contradigdo. Concluimos que v < N,, e portanto, X, X R, < N, de maneira
que N, X N, = N,. A



