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Deslocamento e Espaco Percorrido

Consideremos uma particula que se desloca sobre o eixo x com
equacgio de posicdo x = x(t) e com velocidade v = v(t) continua

d
em [a, b]. Sabemos que d—);(t) = v(t), ou seja, x(t) é uma

primitiva de v(t). Portanto, pelo Teorema Fundamental do
Célculo, temos

b
/ v(t) dt = x(b) — x(a) (1)

que é o deslocamento da particula entre os instantes a e b.

ICMC - USP SMA0301 Calculo 11



Para calcular a distancia percorrida durante o intervalo de tempo,
teremos que considerar os intervalos quando v(t) > 0 e também
quando v(t) < 0. Portanto, definimos por

b
JREGIE: @

o espaco percorrido pela particula entre os instantes a e b.
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Observacgdo: Se v(t) > 0, para todo t € [a, b], entdo (??) e (??)
implicam que o espaco percorrido pela particula e o seu
deslocamento coincidem entre os instantes a e b e sdo iguais a

/ab v(t) dt

que determina a drea do conjunto limitado pelas retas t = a, t = b,
pelo eixo 0t e pelo grafico de v = v(t). Veja a figura abaixo.
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Observacgao: Seja ¢ € [a, b] e suponha que v(t) > 0em [0,c] e
v(t) < 0 em [c, b] conforme a figura.

v(t) 4
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Ent3o o deslocamento da particula é dado por (??) acima, ou seja,

b
x(b) — x(a) = / v(t)dt = Ay — Az,

mas a distancia percorrida entre os instantes a e b é dada por
(77), ou seja,

/ab\v(t)!dt:/acv(t)dt—/cbv(t)dt:A1+A2,

Logo, neste caso, a distancia percorrida e o deslocamento
ndo coincidem.

ICMC - USP SMA0301 Calculo 11



Exemplo

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade
v(it)=2—1t.

a) Calcule o deslocamento entre os instantes t =1 e t =3.

(
(b) Calcule a distancia percorrida entre os instantes 1 e 3.
(c)

c) Interprete o movimento.
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3 2
t
Deslocamento = / (2—t)dt = <2t - 2)
1

1

3 2 3
Espago percorrido = / |2—t| dt = / (2—1) dt—/ (2—t)dt = 1.
1 1 2

Interpretacdo: em [1,2) a velocidade é positiva, o que significa que
neste intervalo a particula avanga no sentido positivo; em (2,3] a
velocidade é negativa, o que significa que neste intervalo a
particula recua, de tal modo que em t = 3 ela volta a ocupar a
mesma posi¢cdo por ela ocupava no instante t = 1.

x() =2t = 4 x0=L(4—t) + x0

x(1) =x(3) = % + xg
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Trabalho

Nesta secdo, vamos definir trabalho realizado por uma forca que
varia com a posicdo. No caso de uma forca constante F, o
trabalho realizado é definido pelo produto da forca pela distancia d
que o objeto se move:

7= Fd, trabalho = forga x distancia.

Vamos considerar agora uma forca F que atua sobre uma particula
que se desloca sobre o eixo x. Suponhamos que esta forca seja
paralela ao deslocamento e varidvel com a fung¢do de posicdo x.
Ent3o escrevemos

—

F(x) = f(x)i,

onde f(x) é a componente de F(x) na direcio do deslocamento
(isto é, na diregdo de ).
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Consideremos o deslocamento da particula de x =a até x =b
com a < b e suponhamos que f(x) seja continua no intervalo

[a, b]. Seja P = (x;) uma parti¢do do intervalo [a, b] e escolhemos
por amostragem ¢; € [xi—1, Xi|, i =1,...,n. Se Ax; = x; — xj_1
for suficientemente pequeno, f serd praticamente constante no
intervalo, e entdo podemos dizer que trabalho realizado por F de
Xj_1 até x; serd aproximadamente

Ti = f(C,')AX,'.
Logo podemos aproximar o trabalho realizado por ? de a até b

pela soma dos trabalhos realizados nos intervalos [x;_1, x;],
i=1,2,...,n, isto é

TR Zn: f(ci)Ax;.
i=1
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A intuicdo acima nos motiva a definirmos trabalho como segue.
Definicao

O trabalho 7 realizado por uma forca F(x) = f(x)i sobre uma
particula no deslocamento de x = a até x = b € dado por

n

b
7= lim fc,-Ax,-:/fx dx.
IPI—0— (<) a )
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Observacao: Na Definicdo ??, a e b € R sdo quaisquer, isto é,
podemos ter a > b ou a < b, e f é integravel em [a, b], mas n3o
necessariamente continua. Em particular, se a< b e f(x) >0,
para todo x € [a, b], entdo o trabalho 7 coincidird com a drea do
conjunto limitado pelas retas x = a, x = b, y = 0 e pelo grafico de

y = f(x).
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Exemplo
Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo x atua uma forca

1
paralela ao deslocamento e de componente f(x) = —. Calcule o

trabalho realizado pela for¢ca no deslocamento de x = 1 até x = 2.

2 2
1 1 1
TZ/ —dx=—-
1 X Xl
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Exemplo

Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo x com fungdo
de posicdo x = x(t), com xo = x(to) e x1 = x(t1). Suponha que
x(t) seja 2 vezes derivavel em [ty, t1] e que a componente f(x), na
direcdo do deslocamento, da forca resultante que atua sobre a
particula seja continua em [xp, x1]. Seja v = v(t) a fungdo que
descreve a velocidade da particula, com vy = v(ty) e vi = v(t1).
Verifique que trabalho realizado pela resultante de xy até x; €

igual a variacdo na energia cinética , isto é,

1 1 &
f = mv12 5 mvg = Zmv(t)

Xo0 to
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Temos x = x(t). Logo dx = x/(t) dt. Como xg = x(tp) e
x1 = x(t1), entdo para x = xg, t = tg e, para x = x1, t = t1.
Assim

/ " F () dx = / " F (1) X' (1) dt = / Ot de. (3)

0 to N S—— to
X dx

Pela 22 Lei de Newton, temos

F(x(t)) = m-a(1), (4)

onde a = a(t) é a aceleragdo da particula no instante t.
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Fazendo a mudanga de varidvel v = v(t), dv = v/(t) dt = a(t) dt,
para t = ty, v= vy e para t = t;, v = vj; portanto, de (??) e

(77).
/wa:/ﬁwmmwt

X0 to

t1 ty
:/rMMWQd:m v(t) a(t) dt
to to ~~~ T
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Volume de um Sélido

Seja S um sdlido qualquer. In-
terceptamos S com um plano e
obtemos uma regido plana que
é chamada de secao transversal
de S. Seja A(x) a drea de segdo
transversal perpendicular ao eixo
x e passando pelo ponto x, onde
a<x<h.
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Seja P = (x;) uma partigdo de [a, b]. Vamos dividir S em n fatias
usando os planos P, ,---, Py, _,. Escolhemos pontos

X € [xi—1, xj] e aproximamos a i-ésima fatia S; por um cilindro
com drea de base A(x}") e altura Ax;.

y y
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O volume deste cilindro é A(x}")Ax;; assim, uma aproximagdo para
o volume da i-ésima fatia S; é

V(Si) = A(x")Ax;.

Somando os volumes destas fatias obtemos uma aproximac¢3o para

o volume total
V ~ ZA )Ax;.

Fazendo ||P|| = max Ax; — 0, esta aproximagdo parece melhorar.
1<i<n

Portanto, definimos o volume do sélido S por

b
= |lim A(x, AX,—/ A(x) dx.
||P||—>OZ a )
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Em particular, se S é o conjunto obtido por rotacdo, em torno do
eixo x, do conjunto

A={(x,y) €R? a<x<b 0<y<f(x)},

entao
A(x) = 7r[f(x)]2.

Portanto, o volume do sélido S obtido por rotacdo, em torno
do eixo x, do conjunto A é

b
V= 7r/ [f(x)]? dx.
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Exemplo

Encontre o volume do sdlido obtido pela rotacdo em torno do eixo
x da regido sob a curva 'y = \/x de 0 até 1.

YA _ y
y =vx

Quando fatiamos através do 3
ponto x, obtemos um disco com —
raio y/x. A drea desta secdo
transversal é

A(x) = m(V/x)? = Tx. ® ®

Portanto, o volume do sélido é

1 1 X2
V_/A(X)dx_ﬂ'/ xdx =m——
0 0 2
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Para determinar o volume de um sélido obtido com a rotacdo, em
torno do eixo y, de uma regidao compreendida entre o eixo y e uma
curva x = R(y), ¢ <y < d, usamos o método com x substituido
por y. Nesse caso, a se¢do transversal circular é

d
Aly) = 7[R(y)]*> eovolume |V = /C A(y) dy.
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Exemplo

Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo

y, da regido compreendida entre o eixo y e a curva
x=yy, 0<y<8.

O volume é y=8 | |
8 8
vV = /A(y)dy=7r/ y?Pdy
0 0 v x
_ (3.ss\ [P 96 e
= 7r<5y ) 0—7r5. 0 -

(a)
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Revolucao de regiao entre duas curvas
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Exemplo

Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo, em torno do eixo
x, do conjunto

1
AZ{(X,y)GRZ; —<y<x, 1§X§2} )
X

20
154

10

o5t

L
1.0 12 14 18 18 20
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O volume V = V, — V4, onde V, e V4 sdo os volumes obtidos pela
rotacdo, em torno do eixo x, dos conjuntos

Ar={(x,y) €R?;0<y <x, 1<x<2}

e
1
Alz{(x,y)€R2; 0<y<—, 1§x§2} .
X
Assim,
2 2
T 1 T
_ 2 _ _ _
V2—7T/1XdX—3 V]_—7T/1 ;dX—E
™ w 117
Portanto, V= — — — = —.
ortanto 3 5 5
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Exemplo

Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo, em torno do eixo
y, da regido compreendida entre a pardbola y = x> e a reta

y = 2x no primeiro quadrante.

A reta e a parabola se cortam em y =0 e y = 4, portanto os
limites de integracdo sio c =0e d = 4.

~

0 vblume V = ’V2 — Vi, onde W, e V; sdo os volumes dos sdlidos
obtidos pela rotagdo, em torno do eixo y, das curvas R(y) = /y e

r(y) = %, respectivamente. Assim,

42 16 16 8
yfdy:ﬂ—, V=8r——r =21

4
V2:7T/(\/)7)2dy:871’, Vi=mw 3
0

0
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Sélido de revolucao

Considere um sélido S obtido pela rotagdo, em torno do eixo y, da
regido limitada por y = f(x), onde f(x) > 0, e pelas retas
y=0,x=aex=0>b.

y
i I - y = flx)
p == g
/ N L : _I - ",,\
# \ e -
0| a “ b X
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Volume de uma casca cilindrica

V. = nwrih—nrih
= 2n rz—é-_rl (I’2 — r1) h
= 2mwrhAr

r=032 e Ar=n-n

V = [circunferéncia][altura][espessura]
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Cascas cilindricas

Seja P = (x;) uma particdo do in-

tervalo [a, b] e seja X; € [xi—1,xi]

o ponto médio do i-ésimo intervalo, y
Xi = (xi + xj—1)/2. Se o retangulo v =fx)
com base Ax; = (x; — x;—1) e al- o >
tura f(X;) é girado ao redor do eixo |
y, entdo o resultado é uma casca I |
cilindrica cujo volume é E h____l_l'_‘

\/i = (27‘(’ 7,))‘— (Yi)AX,‘ ‘f\.‘_ ‘.‘\_\.

= [circunferéncial[altura][espessura]
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Cascas cilindricas

Portanto uma aproximacdo para o
volume V de S é dada pela soma
dos volumes dessas se¢des:

n

V ~ Zn: V, = Z(Q’]TY,‘)f(Y,’)AX,’.
i=1

i=1
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Cascas cilindricas

Esta aproximagdo torna-se melhor quando ||P|| = max Ax; — 0.
I<n

Entdo definimos o volume do sélido S obtido pela rotacdo, em
torno do eixo y, da regiao limitada por y = f(x), onde
f(x)>0,y=0,x=aex=bpor

n b
V= lim 2mx; (X)) Ax; =/ 2mx f(x) dx.
IP—>0; () a ()
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Exemplo

Determine o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do
eixo y, da regido limitada por y = 2x> — x3 e y = 0, para
0<x<2.

0.5 1.0 15 20

2 2
V= 27r/ xf(x) dx = 271'/ x(2x? — x®) dx
0 0

2 2. 1
= 27r/ (2x3 — x*) dx = 27 (8 — 3—) _ o
0 5 5
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Observe que tanto pelo método de fatiamento, quanto pelo
método de cascas cilindricas temos:

volume = integral de drea
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Comprimento de Arco

Queremos definir o comprimento de uma curva. Se a curva é uma
poligonal, podemos facilmente encontrar seu comprimento
somando os comprimentos dos segmentos de reta que formam a
poligonal. Agora suponhamos que a curva C seja o gréfico da
fungdo y = f(x), onde f é derivavel e a < x < b. Seja P = (x;)
uma parti¢cdo de [a, b]. Entdo a poligonal com vértices (x;, f(x;)) é
uma aproximacdo para C. O comprimento da curva C é
aproximadamente o comprimento da poligonal, e a aproximacgdo
torna-se melhor quando ||P|| — 0.
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O comprimento da poligonal é

L(P) = 3" /06 —xi1)2 + (F(x) — F(x-1))2
i=1

Aplicando o Teorema do Valor Médio em cada intervalo [x;_1, X,
existe um ¢; € (x;_1, ;) tal que

f(X,') — f(X,',l) = f/(C,')(X,' — X,',l) = f/(C,')AX,'.
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Segue

Z \/(Ax, (f'(ci)Ax;)? Z WAX’

Ent3o, definimos o comprimento da curva C por

L=l ,/1 (F/(ci))2Lx; = /\/1 F/(x)]? d
1Pl -s0 & + (e ax * PP e
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Exemplo
Calcule o comprimento de arco de y = x3/27 1< x<4.

8
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Exemplo
Calcule o comprimento de arco de y = x3/2,1 < x < 4.

3
Como y = f(x), temos f'(x) = Exl/z

4/ 9
L:/1 1+Zxdx.

, € assim,

9 9 13
Fazendo, u =1+ -x, entdo du = — dx. Quando x =1, u = o
quando x = 4, u = 10. Portanto,

4 [0 42 % 13\ 3/2
L=—- Vudu = =Z43/? :E 10%/2 — <3>
9 J13/4 93 | 27
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Exercicio: Calcule o comprimento da curva

y =+vV1-—x2, ngg?. [R:7/4].
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