Segunda Prova de MAP 3210 - 2023
BMA & BMAC - IME USP, aos 19 de junho de 2023

Questao 1 Considere duas funcdes, f e g, de classe C! definidas de R x R
em R e o sistema de equacoes

T = f(tvy)
{ y:g(t,x) (1)

Tome (to, 70,%0) € R x R2, e o problema de valor inicial dado pela equag3o (1)
sujeita as condig¢des iniciais x(tg) = xo, y(to) = Yo.

Suponha que, para um certo T > 0, a solugdo n3o prolongavel desse pro-
blema ¢(t) = (x(t),y(t)) define-se em [ty, to+1'] e considere o seguinte método
numérico para encontrar aproximagdes de ¢(tg + 1').

1. Para n € N tome h, = % e, para k € {1,...,n}, considere t; =
tk,1+hn=t0+k%.

2. Para k € {1,...,n}, faga yx = yr—1 + hng(tk—1,7k—1) e depois faga
T = Tp—1 + hof(te—1,Yr).

3. A aproximag¢do de ¢(to + T') na etapa n serd ¢, = (Tn, Yn)-

Chame esse método de mérodo de Euler semi-implicito.

(i) (0,5) Aplique o método de Euler semi-implicito para a equagdo & = —x
com condi¢des iniciais (0) = 1, #(0) = 2 e encontre a aproximagdo de
x(6,28) obtida para n =5 e n = 10.

(ii) (0,5) Aplique o método de Euler explicito para o problema de condi¢do
inicial do item anterior com os mesmos valores de n e obtenha as apro-
ximagdes correspondentes.

(iii) (0,5) Refaga o item anterior agora com o método de Euler implicito.

(iv) (0,5) Coloque em um gréfico os valores encontrados para z;, 0 < k <n
nos itens anteriores e compare o grafico da solugdo exata do problema
proposto (z(t) = cost + 2sint).

(v) (2.0) Refaga os itens (i) e (ii) agora para a equagdo & = —sinz, com as
condigdes iniciais x(0) = 0,2, #(0) = —0,1 (use uma calculadora ou um
computador para obter os valores necessérios da fungdo seno).



Questao 2 (1,5) Considere reais estritamente positivos «, 3, 0 e v e, no
aberto Q = {(z,y) € R?: x > 0,y > 0} a equagio diferencial

T = ar — Py
{ j = 0xy — 7Y @)

(i) Encontre os pontos de equilibrio de (2) em €.

(i) Mostre que V (z,y) = dx — vlog(z) — alog(y) + By, (z,y) € Q, é uma
integral primeira de (2).

(iii) Esboce o retrato de fase de (2) (justifique seus “rabiscos”).

Questao 3 (2,0) Esboce o retrato de fase, justificando os “rabiscos” feitos, de
(i) 2 =—z(z—1)(x+2), zeR.

(i) & =a° — 32" + 223, x e R.

2
Questao 4 Seja W : R? L R e a equacio

T = _%%(x7y)
o (3)
Yy = oy (%,y)

(i) (0,25) Mostre que os pontos de equilibrio de (3) sdo os pontos criticos de
w.

(ii) (1,75) Prove que a equagido (3) ndo tem solugdes periddicas que ndo sejam
constantes.

(iii) (1.5) Suponha que (0,0) é um ponto de minimo local estrito de W (i.e.
existe 7 > 0 tal que, se 0 < ||(z,y)|| < r entdo W(z,y) > W(0,0)) e
mostre que para todo £ > 0 existe um & > 0 tal que, se ||(zo,%0)| < ¢
entdo o(t), a solugdo ndo prolongdvel de (3) com condiges iniciais z(0) =
xo, y(0) = yo, define-se em [0, +00] e [|¢(t)|| < &, para todo ¢t > 0.



