Exercicio 1

Supor que a distribui¢do conjunta das variaveis aleatdrias e seja dada pela tabela abaixo

X

1 9/50 | 2/50 | 6/50
7/50 | 6/50 | 8/50
3 4/50 | 6/50 | 2/50

N

a) Obter as distribui¢des marginais de X e Y.
b) calcular E(X), E(Y), Var(X), Var(Y);
c) obter p(X,Y)

d) obter a distribuicdo de Z=X+Y; usando essa distribui¢ido calcule E(Z); como calcular E(Z)
usando item (b)?

e) achar a distribuigdo de dado Y, dado X=1 e a esperanca correspondente E(Y—X=1) ) .
Solucao

a) A distribuigdo conjunta de X e Y é dada por,

X
Y 1 2 3
1 9/50 2/50  6/50 | 17/50
2 7/50  6/50  8§/50 | 21/50

3 4/50  6/50 2/50 | 12/50
20/50 14/50 16/50

Logo as distribui¢des marginais de Y e X sdo dadas respectivamente pelas tabelas 1 e 2.

Tabela 1: Distribuicdo marginal de Y.
Y 1 2 3
17/50 21/50 12/50




Tabela 2: Distribui¢do marginal de X.
X 1 2 3
20/50 14/50 16/50

b) Temos que,
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De forma que,



E(X) | E(Y) | Var(X) | Var(Y)
192 | 1.9 | 07136 | 0.57

c) Temos que,
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Portanto,
Cov(X,Y 0.012
o(X, ) = X Y) ~ 0.0188.

JWVar(X) \Var(Y)  V0.7136 V0.57

d) Seja Z=X+Y.

1 9/50 | 2/50 | 6/50
(2) | 3 4)
2 7/50 | 6/50 | 8/50
3) 4) (5)
3 4/50 | 6/50 | 2/50
4) (5) (6)

Z| 2 3 4 5 6
9/50 | 2/50 | 6/50

+ +
7/50 | 6/50 | 8/50
+ +

4/50 | 6/50 | 2/50

Logo, a distribui¢cdo marginal de Z=X+Y ¢é dada por,



9/50 | 9/50 | 16/50 | 14/50 | 2/50

De modo que,

9 9 16 14 2
2x%+3x%+4x%+5x%+6x%
18 27 64 70 12 191

50 "50 50 50 50 50

E(Z)

Usando o item (b) podemos obter,

9% 95 191
E(z) = E(X)+E(Y):%+%:E.
e) Note que,
PY=1nX=1) _ 9/50 _ 9
( | : P(X=1) 20/50 ~ 20 045
PY=2nX=1) _7/50 7
PY=2X=1)= = =L _035
( | : P(X=1) 20/50 ~ 20
py=3x=1y= PY=30X=1) _4/50 _4 _,,

P(X=1) ©20/50 20
Logo, a distribuigdo de Y dado X=1 é dada por,
Tabela 3: Distribuicdo marginal de Y|X = 1.

Y 1 2 3
PYIX=1) | 045 035 02

E portanto,

E(Y|IX=1)=1x045+2x%x0.35+3x%x0.2=045+0.7+0.6 = 1.75.



Exercicio 2

A tabela abaixo descreve a distribui¢do conjunta das varidveis aleatérias X e Y para uma grupo de
100 alunos, em que X e Y denotam, respectivamente, o nimero de vezes que o aluno foi ao teatro

em janeiro e fevereiro de 2013.

X

v 2 3
0 20/100 | 13/100 | 5/100 | 2/100
1 15/100 | 10/100 | 4/100 | 1/100
2 5/100 | 10/100 | 3/100 | 2/100
3 4/100 | 3/100 | 2/100 | 1/100

a) Obter as distribui¢cdes marginais de X e Y.

b) Calcule as médiasde X e Y.

¢) Se um aluno foi ao teatro em janeiro qual a probabilidade de ndo ter ido em fevereiro?

d) Se um aluno foi ao teatro em fevereiro qual a probabilidade de também ter ido em janeiro?

Solucao

a) A distribui¢do conjunta é dada por,

X
~ 0 1 2 3
0 20/100 | 13/100 | 5/100 | 2/100 | 40/100
1 15/100 | 10/100 | 4/100 | 1/100 | 30/100
2 5/100 | 10/100 | 3/100 | 2/100 | 20/100
3 4/100 3/100 2/100 | 1/100 | 10/100
44/100 | 36/100 | 14/100 | 6/100
A distribui¢do marginal de X é dada por,
X 0 1 2 3
44/100 | 36/100 | 14/100 | 6/100

A distribuicdo marginal de Y é dada por,




Y 0 1 2 3
40/100 | 30/100 | 20/100 | 10/100

b) Temos que,

40 30 20 10

E(Y) = OXM+1X%+2XW+3XW
030 00 0 10
~ 100 100 100 100 100

44 36 14 6

E(X) = OXmﬁ‘lX%ﬁ'szﬁ':“)Xm

_ 0 36, 28 18 _8 o
~ 100 50 100 100 100

c) Queremos determinar a probabilidade de Y=0 (um aluno néo ter ido nenhuma vez ao teatro
em fevereiro) dado que ele foi ao teatro em janeiro pelo menos uma vez (X=1,ou X=2 ou X=3).

Vamos denotar A={(X=1UX=2UX=3).} Temos que,

P(Y=0nA) PY=0n(X=1UX=2UX=3)
P(A) B P(A)
P(Y=0nX=1)u(Y=0nX=2)u(Y=0NnX=23))
P(A)
PY=0nX=1)+P(Y=0NnX=2)+P(Y=0NnX = 3)
P(A)
13/100 + 5/100 +2/100 _ 20/100 _ 20
56,100 ~ 56/100 56

P(Y = 0|A)

d) Queremos determinar a probabilidade de um aluno ter ao teatro em janeiro (X=1,ou X=2 ou
X=3) dado que ele foi ao teatro em fevereiro (Y=1,ou Y=2 ou Y=3).

Vamos denotar B={(Y=1,ou Y=2 ou Y=3).} Note que,

P(X=0nB) PX=0Nn(Y=1UY=2UY =3)

P(X = 0|B) R )
_ P(X=0NnY=1UX=0NY=2)U(X=0NY =3))
- P(B)
_ PX=0nY=1)+PX=0NY=2)+P(X=0NnY =3)
N P(B)

15/100 + 5/100 + 4/100 _ 24/100 _ 24

= =—=04
60/100 60/100 60




Portanto,

P(X=0)B) = 1-04=0.6
Note que o complementar de ndo ir ao teatro em janeiro (X=0) é ir ao teatro. Logo, a

probabilidade de ir ao teatro em janeiro dado que ele foi ao teatro em fevereiro é 0.6.

Exercicio 3

A distribui¢do conjunta das varidveis aleatérias X e Y é dada abaixo:

XIalol 1
1 178 [1/8 | 1/8
0 8| 0 | 1/8
1 18 | 1/8 | 1/8

a) Verifique se X e Y sdo independentes,

b) Obtenha p(X,Y), comente

Solugao

a) Observe que,

-1 0 1

1 18 | 1/8 | 1/8 | 3/8
0 18| 0 | 1/8 [ 2/8
1 18 [ 1/8 | 1/8 | 3/8
3/8 | 2/8 | 3/8

Note que, p = 0 e pop2 = 2/8 X 2/8 = 4/64 donde segue que, p2 # p2p.. Portanto, as
varidveis ndo sdo independentes.

Notacao:
- pzzIP(XZO,YZO)
- p2.=P(Y =0)
- p2=P(X=0)

b) Note que,

3 2 3
E(X)_—1x§+0x§+1x§_0



3 2 3
Eyz—l - — 1 — =
(Y) ><8+0><8+ ><8 0

3 2 3 6
2\ _ (_1)\2 > = 2 -z
E(X)_(1)><8+0><8+1 ><8 3
3 2 3 6
2\ _ (_1)\2 e = 2 —
E(Y)_(l)x8+0><8+1 ><8 3
Var(X) = E(X?) - E(X) = (9)2 _ 3%
- ~\8/ 64
Var(Y) = E(Y?) - E2(Y) = (9)2 _ 3%
Bl ~\8) 64
1 1 1 1
E(XY)—g—g——'i‘g—O

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) =0-0=0

Portanto, p(X, Y) = 0. Observe que embora a correlagdo entre as varidveis seja nula elas ndo
sdo independentes.

E interessante ressaltar que varidveis independentes implicam em correlagdo nula, mas a
reciproca ndo é verdadeira, como podemos constatar neste exemplo.



