
Álgebra Linear e Aplicações 

•Teorema espectral.

•Introdução às formas de Jordan.



AUTOVALORES EAUTOVETORES DE MATRIZES E OPERADORES ADJUNTOS, AUTOADruntos,

UNITÁRIOS E NORMAIS. (OS RESULTADOS TAMBEM VALEM PARAAS MATRIZES).

ATE O FINAL DAS NOTAS DE HOME, VE SEMPREUM ESPAÇO VETORIAL COMPLETO DE DIMENSEO

FINITA COM UM PRODUTO INTERNO [.,.7.

OPERADORES AUTOADJUNTOS

PROPOsiCEO: TODO AUTOVALOR DE UM OPERADOR AUTOADJUNTO E REAL.

DEMO:SESArEVICOS E DEC TALOVETr =br. Loo

X (0,07 =<0,07 =(T0,07 =0,Tr7 =50,107 =A (0,07

Assim, 1 =4 =IGR ⑮

Proposição:SE AEManII) E siMETRICA EreD", =Untig, un, aEID" E TAL QUEAu=da,
PARA DER, ENTEO AU-DO EAU =DUS

Advi USAMOS QUEDE A

DEMO: A(retire) =Xluptic) Au =DOR. BASTA TOVALAR AS PARTES REAIS ECOMPLEXAS.

Arz =Uz

OPERADORES UNITÁRIOS

Proposição:SE DEK E AUTOVALOR DEUM OPERADORUNITÁRIO, ENTES IXI-1.

DEMO:SESAWEVISOS TAL OVETr =da. Loco
(0,0) =(IT0,r7 =STr, Tr7

=(.1r,dr) =1X0,27.
USAMOS T*=T. VERADEMODO LEMA & ADIANTE

Assim, IX = 1 ⑮



OPERADORES NORMAS

Proposico:SESA T:U-U UM OPERADOR NORMAL. SE rEVISOS E TALOVETO=du, ENTEr
To =I 0.

DEMO:BASTA OBSERVAR QUE

Tr =xu (T-11) =0 => 1IT-1Irll = 0 => / IT-1T)0, /T-1[107 =0 => (0,11-12)" (T-11)r) =0
=>Se, I:II) IT-1I)a) =(0,15-11)IT=II)07=0 => ((T-11)r, (T- It)a) =0
=>SIT- II) 0, 1"- II)a) =0=> NIT- IT)rll =0 => TY = Ir.

Usamos (a T+s)I T'+5S" (Veniriare!) ⑳

Proposição:SEGAT:U-U Um OPERADORNORMAL. SE Tu =am ETa=a, CA, ENTEN

(M,07 =0.

DEMO:SUPONHAGO (SEL
=0, ENTES BIO E BASTATROCAR2 COM).

1000 (4,07 =(an,07 = I (Tu,x) =5(u,Ta) =(m,a) =E<n,w).

Assim, (1-) [1,07 =0 =[1,07 =0, pois (* ⑳

TEOREMA ESPECTRAL

TEOREMA:SESAT:V-U UM OPERADORNORMAL. LOGU ExisteUMABASEORTONORMAL B =(e, ..., end De

V TAL arETej =jej.

COROLÁRIO:SESA AGMmID) UMAMATRIZ NORMAL. LOGO A E DACONALIZAVEL. ALEM Disso, I

UMAMATRIZ UNITÁRIAUEMnnIC) TALaUEUAU=D, D DACONAL.

DEMODO COMOLARO BASTA OBSERVAR QUEAINDUEUMATRANSFORMASEO NORMAL DE CEM C"

E OUE SE PE FORMADO POR AUTOVETORES ORTONORMAIS, ENTES PE UNITÁRIO EPT=PY
↓

Em C



LEMA:SErT:U-U ciNEAR EWCV um SUDESPAco. SETIW)CW, ENEr TYNH (W

DEMO:SEwEW eaeWt, ENtEs [w, TiT =(Tw,a) =0, pois TweW. Loco TüeWt

LEMAL:SEVAT: V- V NORMAL =eEUl90) tAL aUETe =e. SEram N=[e] =W=(e)(veV:(a07=0)
1000 T(WH) < W. Sx": 1e4}

DEMO:Como To = e, ENtEr T =Ie. Loco TW)CW. Assim, TYWt CWA,PEco LEMAL
MAs (Tu,) =(e, Ta7 =STYn,w), FroeV L000T =T. PORTANo, T/WHCW

DEMO DO TEOREMA IPOR INDUSÃO Em dim V):

dim V=1

NESTECASO, V =[e] =Te =de. BASTA TOMAR B =(in).

SE VALE PARA dim V=n, ENTER VALEPARAdim V=n+ 1

VAMOS Assumi dim V=n+1.
SENAWEVISOS UM AUTOVETOR DET. Un AUTOVETOR SEMPRE EXISTE, POIS OS AUTOVALORES SEO RAIZES DO POli-

NOMIO CARACTERISTICO DAMATRIZ ASSOCIADA ATEM ALGUMABASE. LEMBRAMOS QUETODO POLINOMIO DE GRAU IL

TEM UMARATE COMPLEXO AQUIPRECISAMOS OVEV SESACOMPLEXO.

SENA W= (r]=/dr: dEKY. Loco V=WAWt. Como T:Wt-W PELO LEMA 1,
CONCLUIMOS QUETE UM OPERADOR NORMAL EM Wt.

COMO dim W = dimV-C =

n+ 1 - 1
=n, PELA HIPOTESEDE INDUCEO EXISTEUMABASEORTONORMAL

Br=/e,..., enY DEW TALQUETej =jej
Assim, UMABASE ORTONORMAL DEU FORMADA DE AUTOVETORES DE TE DADAPOR B =Se,

..., en, Full
⑳



COROLRiO:SEAEMIC) EAUTOADOUNTA OU UNITÁRIA, ENTES E UMAMATRIZ

UNITÁRIAVEMIC) TAL QUEWAU=D, Em auEDE DIACONAL.

DEMO:BASTA OBSERVAR QUEMATRIZES ANTOADJUNTAS OU UNITÁRIAS SEO NORMAis.

COROARiO:SEAEMmnII) E SIMETRICA, ENTES EUMAMATRIZORTOCONAL PEMmII) TAL arE

PTAP=D, EM QUE DE DIAGONAL.

OBS:LEMBRAMOS QUEAUTOADJUNTAREAL=SIMETRICAREAL

UNITARIAREAL=ORTOGONAL REAL

DEMO:SABEMOS QUE F UMABASEORTONORMAL B =9e,,..., en DED" TAL aVEAg =jeg, GER.
Vimos QUESEe =1

+iSj, j, sjER", ENTES Try=DjETs, =sj
SENAI = 91

..., n,s,, ..., su). 2000 [2]=I". DEFATr, sE rEAY, ENtEr Jan ..., anEKTALarE
8 =421 +... +2nen =(Ra,r-1mx,s,) +i(Rex,s, +1ma,mi) +... +(Randn-Imansa) + i)Reas+fman

(20 =(kx +ima)(1+is) =(1xr - 1mas) + i(1xs + (mar)
COMO DEREAL, CONCLUIMOS QUEv =[lRaja;-Imgs;)

j
=1

Como (C) =MY, PODEMOS RETIRAR OS VETORES EM EXCESSO E OBTER UMABASE

B =Sf...., ful, EM ave Dt If É um ra ou usa

SE X,
..., s, SYn, SAO OS AUTOVALORES DISTINTOS DE T, ENTES TEMOS QUE

B =B, U... UBs, En aveBj =(f eB, Tf =jf3.
APLICANDO GAM-SCHMIDT EM CADA Bj, OBTEMOS e, ...,s, Em aue(d)=[Bj), j

E CONJUNTO ORTONORMAL ETf =Djf, feaj
COMO AUTOVETORES ASSOCIADOS AAUTOVALORES DISTINTOS SÃO ORTOGONAIS, CONCLUIMOS QUE

a =D, Ud U...UDs E ORTONORMAL =(@] =I". LOGO & E UMA BASE ORTONORMAL DE I
"

FORMADA POR AUTOVETORES REAS DE T. AMATRIZPEMIA) E A MATRIZ CUSAS COLUNAS SEU OS ELE-



MENTOS DE N. IE ORTOCONAL, PORTANTO). ⑳

EXEMPLO 1 ACHEPEMIA) ORTOCONAL TAL QUE PIAPE DIAGONAL, QUANDO

A =

(zy)
SOLUCES:1) DETERMINAMOS PA(X) =det(A -xl) = I 1 - 1 - 2

I
-

25x09+
1-x)(11x2- )

2) As RAIZES DEp1 SFr(- 1 - X)((1-11-4) =0 =x = - 1 or

11 -1=4 =1-x ==2 =1 =(=2

OS AUTOVALORES SAr-1 E 3. 10001 = -1 ou 1 =3.

3)DETERMINAMOS UMABASEDE AUTOVETORES.

1 =- 1 PIVO

OI 0

I I I IoIA - bI = O28
...
Eu

o O 0
↑ ↑

VARÁVEIS

x" =(a,1,0)A -XT)x"=0 ( a - 1 =0
LIVRES

1000 x
1
=(1,1,0)

+" =(a,0,1) (A -1t)x =0 => a
=0

1000 x
=10,0,1)



1 =3 PiVS

0

I I
- 2 - 2

I
① I O

A - bI = O *888 je 00I 4
wht 00-4

I I I
000
I

↑

+( =(a,1,b)A -XI(x=0 () a +1 =0
VARIAVEL LIVDE

b =0
Logo x
= (-1,1,0)

UMABASE DE AUTOVETORES E B =((1,1,0),10,0,1),1-1,1,0)].
UMABASE ORTONORMAL DE AUTOVETORES E B =(1,, 0), 10,0,11,1-,,0)).

E OAssim, P =I 8 )
E TALavePTADe

0 -10I
0!

I 00 3
I

I

AUTOVALORES - 1 - 1

EXEMPLO2:Vimos aveA =,6] E TAL auEUAU=D, com U =(EI
ED=/). PODERAMOS TER USADO UMAMATRIE REAL VI

SOLUCEO:NEO!LEMBRAMOS QUEAS COLUNAS DEU SEO AUTOVETORES DEA.

SEryEIE AUTOVETOR DE A, ENTES Arein ou Ap=-in,pois IISES OS AUTOVALORES

(967() ==() === SEXO, ENtEr y AR. LOGO x=O Ey=O. ABSURDO, pois se

AUTOVETOR



FORMA DECORDAN

SENA AEManIC). E SE ANAS FOR DIAGONALIZAVEL?SEMPRE TEMOS AFORMA DECORDAN!

Sejam e, . ..., Us
EC" UM CONJUNTO DE AUTOVETORES (.I.DE ACOMO Maio vi-

MERO POSSIVEL DE ELEMENTOS. LOGO SE Ag=dju (IEDNES PRECISAM SER DISTINTOS), ENTEN

7BLOCOS O....., IS DASEGUINTEFORMA

E UMAMATRIZ INVERSIVEL PEMnnIC) TAL OVE

p "AP =0,

==/i IGr
OS BLOCOS SEU UNICAMENTEDETERMINADOS POR P.
SE A EDIAGONALIZAVEL, ENTES 5

=[Aj], Fj
EXEMPLO1 A = 12 E TAL avEpilD= D-X)". OS AUTOVALORES SEU APENAS 1= 1.1 ·i)
A - (5)v =0 - (88)= (8) - y

=0.100 1,0), AO SEO OS AUTOVETORES. AFORM
DE WORDAN E (!!)
Noteare(69) (i) -(i)



EXEMPLO2 A = 1 10) E TALavEpalD=D-X8. OS AUTOVALORES SES APENAS 1= 1.

21

A - (5)v =0 - (96) =() = x=0.2000/0,1), HO, SEO OS AUTOVETORES. AFORM
DE WORDAN E (!!)


